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RESUMEN

El presente de trabajo de investigacion se realizd con la idea de presentar una
demostracion detallada y comprensible de la existencia de geodésicas minimas.
Primeramente, definimos los conceptos de curvas regulares, superficies regulares, plano
tangente, primera forma fundamental y segunda forma fundamental, luego se estudia la
geometria intrinseca de las superficies como: geodesicas, aplicacion exponencial y
entornos convexos. Posteriormente con estos conceptos definimos la geometria global
como: superficies conexas, superficies completas. la hipotesis de completitud es mas
débil que la de compacidad, donde se ocupa las relaciones de las propiedades locales y
globales de una superficie regular, entonces a partir de las construcciones de las
proposiciones, teoremas locales y teoremas globales se da a conocer con mas detalle la
demostracion de la existencia de geodésica minima, que dados dos puntos cualesquiera
de la superficie y la menor longitud de las curvas parametrizadas de una superficie
completa regular y superficie conexa. Para este propdsito de investigacion, el tema de
geodésicas minimas es el punto de partida del estudio para superficies en n-dimensiones.

Palabras Clave: Geometria global, Geodésica minima, Superficie completa.
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ABSTRACT

The present research work was carried out with the idea of presenting a detailed and
understandable demonstration of the existence of minimum geodesics. Firstly, we defined
the concepts of regular curves, regular surfaces, tangent plane, first fundamental form and
second fundamental form, then we studied the intrinsic geometry of surfaces as:
geodesics, exponential application and convex environments. Later, with these concepts
we define global geometry as: connected surfaces, complete surfaces. The hypothesis of
completeness is weaker than that of compactness, where the relations of local and global
properties of a regular surface are dealt with, then from the constructions of the
propositions, local theorems and global theorems it is given more detail to prove the
existence of minimum geodesics, than given any two points of the surface and the shorter
length of the parameterized curves of a regular complete surface and connected surface.
For this research purpose, the topic of minimum geodesics is the starting point of the

study for n-dimensional surfaces.

Key Words: Complete Surface, Global geometry, Minimum geodetic.
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CAPITULO |

INTRODUCCION

La geometria diferencial es el estudio de las formas geométricas usando las
técnicas del célculo diferencial. En la presente investigacion haremos un estudio de la
geometria diferencial de superficies (local y global). Para el estudio de las propiedades
de la geometria local entendemos que dependen del comportamiento de la curva y
superficies en el entorno de un punto. Ademas, denominamos geometria diferencial
global, al estudio de las propiedades locales que influyen en el comportamiento total de

las curvas y superficies.

El presente trabajo de investigacion esta organizado en catorce temas, la seccion
(2.1) presenta la nocion de curvas regulares y superficies regulares y a partir de estos
conceptos se comienza a caracterizar el comportamiento de las superficies regulares. En
la seccion (2.2), la superficie parametrizada regular existe un entorno. En la seccion (2.3),
con lanocion de superficies regulares podemos garantizar la existencia del plano tangente

en todos los puntos de la superficie.

El estudio de las propiedades locales de una superficie regular comienza con el
estudio de la geometria intrinseca, la primera forma fundamental y la segunda forma
fundamental. En la seccion (2.4), presentamos la primera forma fundamental donde se
realizan los célculos como longitud de arco, angulos entre curvas y areas de las regiones
sobre la superficie. En la seccion (2.5), se estudia la aplicacion de Gauss. En la seccién

(2.6), se introduce el concepto de la segunda forma fundamental.

Luego se estudia la geometria intrinseca de las superficies que dependen de la
primera forma fundamental. En la seccién (2.7), se estudian las curvaturas de una
superficie. En la seccion (2.9), se estudian las isometrias para dos superficies regulares.
En la seccion (2.10), se determinan los simbolos de Christoffel en términos de los
coeficientes de la primera forma fundamental. En la seccion (2.11), se introducen los
conceptos de la derivada covariante y transporte paralelo. En la seccion (2.12), se definen
las geodésicas, y el concepto de derivada covariante. En la seccion (2.13), se presentan

los conceptos de la aplicacion exponencial y finalmente en la seccién (2.14), se presentan

10
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las propiedades de las geodésicas y entornos convexos que permitiran demostrar la

existencia de entornos convexos.

Para concluir, arribamos al objetivo de este importante trabajo de investigacion
que es estudiar la existencia de las geodésicas minimas de una superficie completa y
conexa, de modo que podamos entender los conceptos y resultados de la demostracion de

la existencia de una geodésica minima.

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Las aplicaciones de la geometria diferencial es una parte de la matematica que
sirve para comprender conceptos de la geometria diferencial global, debido a muchos
problemas abiertos y aplicaciones interesantes como, por ejemplo, aplicaciones de la

caracterizacion de superficies compactas orientables.

La geometria diferencial global, aunque su tratamiento es simple, es amplio su
campo de aplicaciones. A fin de obtener teoremas globales necesitamos, a parte de la
conexidad y campacidad, algunas hipotesis globales que aseguren que la superficie no
puede prolongarse mas como superficie regular. Sin embargo, seria de utilidad disponer
de alguna hipotesis mas débil que la compacidad, esto nos permitira esperar la validez de
teoremas globales, en un contexto més general. Sus resultados importantes se hacen notar
en el campo de topologia, algebra lineal, calculo vectorial, analisis funcional y

principalmente en la geometria diferencial y geometria remaniana.

1.2.  FORMULACION DEL PROBLEMA

Teniendo como punto de partida conceptos clasicos de la geometria diferencial,
en esta ocasion se presentan los conceptos basicos de la geometria diferencial referidos
las geodesicas en una superficie, asi mismo, presentamos una demostracion detallada de
los resultados fundamentales del teorema Hopf Rinow y la generalizacion del teorema
Hopf Rinow en el contexto de los espacios métricos. Se presenta una formulacion mas
precisa del hecho de que una superficie no pueda prolongarse; luego demostramos que
cada superficie completa no es prolongable y que existen superficies no prolongables que
no son completas. Por ejemplo, una esfera y el plano son superficies completas, pues sus
geodésicas estan definidas para cada valor real.

11
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1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

El problema de la existencia de una geodésica minima de una superficie, debe ser

consecuencia de la demostracion del problema de superficies completas y conexas.
1.4.  JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

En los estudios de pregrado se desarrollo el estudio de geometria diferencial local,
si bien se adecua para muchos propoésitos de la investigacion, posee inconvenientes. Es

por eso que el estudio se realiza sobre superficies geodésicas minimas.

La investigacion propuesto es un problema sobre la existencia de superficies
geodésicas minimas, que consiste demostrar bajo ciertas hipotesis de la completitud,
pretendemos en esta investigacién demostrar que dados dos puntos p,q € S de una
superficie completa S, existe una geodésica que une los puntos p y g minima, es decir,
su longitud es menor o igual que la de cualquier otra curva que une py ; la demostracién
de este resultado fundamental se debe a Hopf y Rinow, constituye la razén principal por
la que las superficies completas son mas adecuadas que las no prolongables para la
geometria diferencial.

El marco tedrico de la geometria diferencial global tiene temas de aplicacion
matematica, fisica y en otras areas. El aporte del problema de existencia de superficies
geodésicas minimas, tiene una utilidad en que dados dos puntos cualesquiera la longitud
de la distancia es minima en una superficie completa. La investigacion obtenida sera Gtil
para consultas de estudiantes o profesionales que planteen problemas relacionados de

superficies geodésicas minimas.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
1.5.1. Objetivo general
v' Demostrar la existencia de una geodésica minima en una superficie completa
1.5.2. Objetivos especificos

v’ Estudiar la existencia de entornos convexos para la existencia de una geodésica

minima.
v Mostrar algunos ejemplos de geodésica minima.

12
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v’ Estudiar las superficies completas para las geodésicas.
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CAPITULO I

REVISION DE LITERATURA

En este capitulo se presenta un resumen de los resultados basicos necesarios para
el desarrollo de los capitulos siguientes, abordaremos algunos conceptos junto de las
curvas, superficies regulares, geometria intrinseca de superficies, transporte paralelo y
geodésicas; tales conceptos son imprescindibles para la comprension de la demostracién

de los resultados sobre la existencia de una geodésica minima de una superficie completa.

2.1. CURVAS Y SUPERFICIES REGULARES

Definicion 2.1.1 (curvas paramétricas). Una curva parametrizada diferenciable es una

aplicacion diferenciable «:1 — 1 de un intervalo | = (a,b) de la recta real J en 0°

Donde t se denomina parametro de la curva, «'(t) es el vector tangente o vector

velocidad:

a'(t) = (x'(t), y'(t), z'(t))
Llamaremos a cualquier punto t donde «'(t) =0 un punto singular de « .

Definicion 2.1.2 (Curvas Regulares). Una curva parametrizada diferenciable

a1 —1° se denomina regular si «'(t) =0 paratodo tel .

Definicion 2.1.3 (Longitud de arco). La longitud de arco de una curva parametrizada

regular & :1 — % , desde el punto t, hasta tel , es

s(t) = j |a'(t) ] dt

Donde | a'(t) |= \/(x'(t))"' +(y'())? +(z'(t))? es la longitud del vector «'(t) en [ °. Ya
S es el parametro longitud de arco.
Definicion 2.1.4. Una curva regular «:1 —[1°esta parametrizada por la longitud de

arco si, y solamente si, |&'(t)| =1 paratodo tel .

Definicion 2.1.4 (Curvatura). Sea « : 1 — 1% una curva parametrizada por la longitud

de arco se |, El nimero | a"(s) |= k(s) se denomina la curvaturade « en S.

14
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Definicion 2.1.5 (Superficies regulares). Un subconjunto S —1° es una superficie

regular si, paracada p e S, existe un entorno V en 0 ® y una aplicacion X :U -V NS

de un subconjunto abierto U de [ * sobre V NS < talque (fig. 2.1-1).

:

Figura 2.1-1 Superficie Parametrizada.

(1). X es diferenciable, es decir X(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v)eU, las
funciones componentes x(u,v), y(u,v), z(u,v) tienen derivadas parciales
continuas de todo los 6rdenes en U.

(2). X es un homeomorfismo. Como X es continua por la condicién (1), esto significa
que X admite una inversa X *:V NS —U que es continua; es decir, X * es la
restriccion de una funcién continua F:W < ® —[1? definida sobre un conjunto
abierto W que contienea VNS.

(3).Condicion de regularidad. Para cada qeU, la diferencial dx_:(12 —(1° es

inyectiva. Es decir, si

oX OX
ou ov
dX, = (G :(% %j , entonces % y % son linealmente
ou ov ou ov ou  ov
oz oz
ETREY,

independientes, es lo mismo decir que su producto vectorial es diferente de cero:
oX oX

—x—#0

ou ov

La aplicaciéon X se denomina parametrizacion. El entorno V NS se denomina entorno

de coordenado o vecindad coordenada.

15
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la condicion (3) garantiza la existencia de un plano tangente en todos los puntos de V. " S

Proposiciéon 2.1.1. Si f :U — 1 es una funcién diferenciable de un conjunto abierto U

de [0 %, entonces la grafica de f , es decir, el subconjunto de 0° dado por (x,y, f (X, y))

para (x,y)eU , esuna superficie regular. (Do Carmo, 1995, Pag. 69)

Definicion 2.1.6 (Imagen inversa de valor regular). Dada una aplicacion diferenciable
F:UcO"—>0" definida en un conjunto abierto U de 0", decimos que peU es un

punto critico de F si la diferencial dF,:[J" —[™ hoesuna aplicacion sobreyectiva (0
sobre). La imagen F(p)<l[l™ de un punto critico se denomina un valor critico de F .

Un punto de (1™ que no es un valor critico de F se llama valor regular de F .

Proposicion 2.1.2. Si f:U <[1®—[] es una funcion diferenciable y ae f(U) es un

valor regular de f, entonces f(a) es una superficie regular de [J *.(Do Carmo, 1995,

Pag. 71)
Ejemplo 2.1.1. Demuestre S es una superficie regular, donde
S ={(x, y,z)el1®:x*+y* =1} esel cilindro circular.

Solucién. Consideremos

U={(xy)el?:0<x’+y* <27}y r=yx*+y* ysea X :U —[° definida por

X(x,y)= (%,%,tan(r —%D las funciones coordenadas de X son diferenciables y es
claro que X es inyectiva.

2.2. FUNCIONES DIFERENCIABLES SOBRE SUPERFICIES

Proposicion 2.2.1 (Cambio de Parametro). Sea p un punto de una superficie regular S

,ysean X:Ucll?—>S y Y:Vcl®—>S dos parametrizaciones de S tal qué
pe X(U)NY(V)=W. Entonces el “cambio de coordenadas” (ver la fig. 2.2-1)
h=X"oY:Y*(W)— X *(W)es un difeomorfismo; es decir, h es diferenciable y tiene

una inversa diferenciable. (Do Carmo, 1995, Pag. 82)
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X '0F)
Figura 2.2-1 Cambio de Parametro (difeomorfismo).

Definicion 2.2.1 (Funcién diferenciable sobre una superficie). Sea f:V < S —1[] una

funcién definida en un subconjunto abierto V de una superficie regular S . Se dice que

f es diferenciable en peV si, para alguna parametrizacion X :U cJ®—S con

pe X(U)cV, lacomposicion foX :U —0 esdiferenciable en X *(p).

Proposicion 2.2.2. Sea X :U cl?—[%una parametrizacion regular y qeU .

Entonces existe un entorno V de q en [ tal que X (V) <[ 2 es una superficie regular.
Demostracion.
Sea una superficie parametrizada regular,

X (u,v) =(x(u,v), y(u,v), z(u,v))

Supongamos por regularidad que (o(x,y)/o(u,v))(q) =0. Definimos la aplicacion

F:U =0 — 0 ° mediante
F(u,v,t) =(x(u,v),y(,v),z(u,v)+t) , uvyeu , tell
dF(u,v,t) =d(x(u,v), y(u,v), z(u,v) +1)
Entonces,

det(dF,) =%(q)¢o .

17
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Por el teorema de funcion inversa, existen entornos qeW, Yy F(q)eW, tal que
F:W, —W, es un difeomorfismo. Tomese V =W, nU Yy obsérvese que la restriccion

F|V = X|V . Por tanto, X(V) es difeomorfoa V , luego es una superficie reqular. ~ m

2.3. EL PLANO TANGENTE

Definicion 2.3.1. Sea S una superficieen J°y peS. El conjunto de vectores en p
dado por:

{wel®/ existe a:(-£,6) > S, con a(0)=py a'(0) =w|
se llama plano tangente a S en P y se denota por T,S.

Proposicion 2.3.1. Sea una parametrizacion X :U cJ? — S de una superficie regular

Sen p, talque X(g)= p.Entonces el conjunto de vectoresa S en p es el subespacio

vectorial TS =dX,(1?) <[] de dimension 2.
Demostracion.

Demostraremos que T,S =dX (0 %) <O°.

Sea weT,S, luego existe una curva B:(-¢,&) > S, con B(0)=py p'(0)=w. Porla
definicién (2.3.1) también tenemos una curva a : (—¢,&) >U ,con a(0)=q y «'(0) =v,

tal que =X o , tenemos

B(0) =X 2a(0)
o4y,
ﬁ(o)—dt(x a)(0)
=dX, 2 '(0)
=dXq(v) e dX, (U %)

2 3
Por tanto, T,S =dX (1) <0".

Por otro lado sea w=dXq(v) , a(t)=vt+gen U ,conte(-¢,¢), a(0)=qy a'(0)=v
. Consideremos f(t) = X o (t) = X («(t)) , entonces

B(0)=Xoa(0)=X (a(0))= X (a)=p
B'(0) =dX ((0))(ex'(0)) = dXa(v) =w e T, (S)

18
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2 2 3
Por tanto, dX (0 °) =T,(S) . luego T,S=dX (") cD".
Ahora necesitamos demostrar que T S es un espacio vectorial.

Sea W, y W, vectores de T S, entonces
B (ee)—=>S;  LO=p; AO)=w

Bi(—e,e)—>S ;. B0O)=p; B'0O)=w,

a:(-&e)—>U ;  dXq(e'(0))=w,
@ (68 5 dXa(a, (©)=w,
como X es un homeomorfismo tenemos que X (q)=p .
Sea una curva ¢(t) = q+t(c4(0)+,(0)) en U , te(-nn) y 7>0.
Consideramos la curva
p:(=nn)—>S
B(t) =X o¢(t)
Entonces,
p0)=Xo¢(0) =X (¢(0))=X(a)=p

£'(0)=dX (4(0))(¢'(0))
= dX, (4'0))
= dX, (1 (0) + &, (0))
= dX, (@1 (0)) +dX, (,(0))
=W, +W, €T S

Sealacurva ¢(t) =q+ta'(0) en U , con te(-n,7)y consideramos la curva
B:(=n.,m)—>S
B(t) = X o g(t)
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Entonces,
B0)=X¢(0) = X (#(0)) = X(q) = p
B'(0) = dX (#(0))(¢'(0)) = dX, (1er'(0)) = W, €T, S

Luego TS es un espacio vectorial. Como S es una superficie regular, la condicion (3)
de la definicion (2.1.5) nos dice que dX, es inyectiva, luego ker(qu):O. Luego, T,S
tiene dimension 2. [

Ejemplo 2.3.1. hallar la ecuacién del plano tangente en el punto (1,1,0) dado por

X (u,v) =(u,v,u? —v?) de la superficie parametrizada.

Solucion.

Notemos que X (3,1) =(1,1,0)

X, =(0,2u)|,, =(110)
= X, xX, =(-2,2,1)
X, =(01-2v)|,, =(01-2)

Por lo tanto, el plano tangente es: —2x+2y+z=0

dy (w)

A /

Figura 2.3-1 Vector Velocidad (Diferenciable).

El plano tangente también, se puede decir que es la diferencial de una aplicacion entre

superficies. Sea ¢:V < S, — S, una aplicacion diferenciable de un conjunto abierto V
ysean S, y S, dos superficies regulares. Si p eV, sabemos que cada vector tangente

weT,(S,) es el vector velocidad «'(0) de una curva parametrizada diferenciable

20

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

a:(—s,&) >V con a(0)=p.Lacurva g=poa estal que B(0)=eq(p) ,Y por tanto

B'(0) esun vector de T, (S,) (fig. 2.3-2).

Ejemplo 2.3.2 Sea la esfera S*de radio r en [ ® una parametrizacion por coordenadas
estd dada por:
X (u,v) =(rcosusinv,rsinusinv,rcosv)

De donde:

X, =(-rsinusinv,rcosucosv,0) y X, =(rcosucosv,rsinucosv,-rsinv)

Una base del espacio tangente a S* enel punto X (z/2,7/2)=(0,r,0) esta formado por

los vectores

X, (12, 712)=(0,0,-r) X, (712, 712)=(-r,0,0)
Cualquier vector weT,S? es de la forma:

w=(—r,0,0)w, +(0,0,—r)w, = (—rw;,0,—rw,) , en particular, esto muestra que el plano

tangente en (0, r,0) es paralelo al plano xz.

2.4. LAPRIMERA FORMA FUNDAMENTAL

Siw,w, eT,(S) =l * entonces <W1,W2>p es igual al producto interior de w, y w, como
vectores de 0°. A este producto interior, que es una forma bilineal simétrica, es decir,
(wi,w,) =(w,, W)y (W, W) es lineal, separadamente con respecto a w, y w,,
corresponde una forma cuadratica 1, :T,(S) —( dada por

L,w) =(w,w) =w’>0 (1)

Definicion 2.4.1 (Forma cuadratica). La forma cuadratica 1 en T (s), definida por
la ecuacion (1), se denomina la primera fundamental de la superficie regular S = ® en

peS.

La primera forma fundamental se expresa en la base {x,,x,} asociada a la
parametrizacion x(u,v) en p. Como weT,(S) es el vector tangente de una curva

parametrizada a(t) = x(u(t),v(t)), te(-¢,¢), con p=a(0)=x(u,,V,), obtenemos
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1, (@'(0)) =(a'(0), '(O))p = (X, U+ X,V XU+ XV ')p

(XU XNV XU+ (XU XNV XNV

v© 1ty

U XU+ XV XU) (XU XN+ (XWX

o Xu), U H2(%, %, ) U'VH(X, X, ) (V)

E(u")?+2Fu'v'+G(v')’

u

(x
(x

Donde se usa la notacion E =(x,,x,) . F=(X,.X,), ¥ G=(X,,x,)_, que son llamados

los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {x,,x,} de T (s).

Ejemplo 2.4.1. El plano que pasa por un punto P y tiene direccion w, =(a,b,c) y

w, = (d,e, f) unitarios y ortogonales es parametrizado por X (u,v) = p+Uuw, +Vw,.

Luego, X, =w ¥y X, =w,. Asi

Ejemplo 2.4.2. Sea el cilindro vertical parametrizado por X (u,v)=(cosu,sinu,Vv) con

U ={(u,v)ell*:0<u<2r,— o<V <}

Luego, X, =(-sinu,cosu,0) y X, =(0,0,1). Asi

E =(X,,X,)=sin*u+cos’u=1
F=(x,,X,)=0
G=(x,x,)=1

Ejemplo 2.4.3. La esfera S* de radio r esta parametrizada por:

X(u,v) =(rsinucosv,rsinusinv,rcosu) con O<u<z y 0<v<2r.

Luego, X, =(rcosucosv,rcosusinv,—rsinu) Yy X, =(-rsinusinv,rcosucosv, 0)

E=(X,X,)=r?

F=(x,,x,)=0

G =(x,,x,)=r?sin’u
22
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Definicion 2.4.2 (Area). Sea RS una region acotada de una superficie regular
contenida en el entorno coordenado de una parametrizacion X:U c[1° — S . Elnlimero
positivo

HQ|xu AX, |dudv=A(R), Q=X7(R),

se denomina el area de R.
Ahora se define el area de R, es posible escribir usando la primera forma fundamental:

X, x X, | =]X,[[X,]sin(u, v) y (X X, ) =[X,[[X,|cos(u,v)
Es conveniente observar que | X, A X, [* +(X, AX,)* = X, [* 14X, %

Lo que prueba que el integrando de A(R) se puede escribir como
X, AX, |=VEG-F?

2.5. LA APLICACION NORMAL DE GAUSS

Definicion 2.5.1 (Superficie Orientable). Se dice que una superficie regular S es
orientable si es posible recubrirla con una familia de entornos coordenados de forma que
si un punto p pertenece a dos entornos de esta familia, entonces el cambio de coordenadas
tiene jacobiano positivo en p. A la eleccion de tal familia se denomina una orientacién de
Sy, en este caso, S se denomina orientada. Si no es posible tal eleccion, la superficie se
denomina no orientable.

Dada una parametrizacion X :U c[1? — Sde una superficie regular Sen un punto
p €S, podemos elegir un vector normal unitario en cada punto de X (U) mediante una
regla

N@ =@, a=x),

Asi, tenemos una aplicacion N:X(U) —10° que asocia a cada ge X(U) un vector
unitario normal N (q). Todas las superficies orientables admiten un campo diferenciable

de vectores unitarios normales definido en la totalidad de la superficie.

23
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Figura 2.5-1 La Banda de Mobius.

En la banda de Mobius de la figura (2.5-1) no puede definirse tal campo. Esto puede
verificarse tras una vuelta, el campo vectorial N se convertiriaen —N , lo que contradice
la continuidad de N . la banda de Mobius no es una superficie orientable.

Una orientacion N en S induce una orientacion sobre cada espacio tangente T,(S),
p € S, como sigue. Definase una base {v,w}eT (S) como positiva si (vAw,N) es positivo.

Se ve que el conjunto de todas las bases positivas de T,(S) es una orientacion para T,(S).

Definicion 2.5.2 (Aplicacion de Gauss). Sea S < [ ® una superficie con una orientacion
N . La aplicacién N :S —[1° toma valores en la esfera unidad

$?={(x.y,2) el %X +y* +2* =1
La aplicacion N :S — S? asi definida, se denomina la aplicacion de Gauss de S (fig.
2.5-2).

Figura 2.5-2 La Aplicacion de Gauss. Figura 2.5-3 Vector Normal N.
La aplicacion de Gauss es diferenciable. La diferencial lineal dN, de N en pe S esuna
aplicacion lineal de T, (S) en Ty,,(S%). Como T,(S) y Ty, (S?) son planos paralelos,

dN puede observarse como una aplicacion lineal en T (S).

24
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La aplicacion lineal dN,:T (S)—T,(S), para cada curva parametrizada «(t) en S con

a(0)=p, consideremos la curva parametrizada Noa(t) = N(t) en la esfera S°; esto
equivale a restringir el vector normal N, a la curva «(t). El vector tangente

N'(0)=dN («'(0)) es un vector de T (S) (fig. 2.5-3), mide la tasa de variacion del
vector normal N , restringido a la curva a(t),en t=0. Asi, dN  mide como N se aleja

de N(p) en un entorno de p. En el caso de curvas, esta medida viene dada por un

numero, la curvatura y en el caso de superficies, esta medida es caracterizada por una
aplicacion lineal.

Proposicion 2.5.1. La diferencial dN :T (S) —T,(S) de la aplicacion de Gauss es una

aplicacion lineal auto adjunta.

Demostracion.

Como dN, es lineal, entonces para que verificar que dN es autoadjunta. basta con
demostrar que (dN,(w,),w, ) =(w;,dN,(w,)) para una base {w, w,} de T,(S).

Vamos usar la siguiente notacion, si weT (S) y {X,, X} es una base de T (S),
entonces w puede ser escrito como combinacion lineal de dos vectores de la base

w=w'X,+w'X, , w, w el

dN, (w) =dN, (WX, +W'X, ) =wdN_ (X,)+w'dN_ (X,)=w'N, +W'N,.
Puesto que,
W =W X, WX, W, W el

W, =WH X, +W, X, ; Wy, W, el

es una combinacion lineal de los vectores de la base E,
de(vvl)zleNu +W'N,
dN, (W, ) =wyN, +W; N,

entonces, tenemos
25
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<de(W1),W2> = <de(W1),W;Xu +W§XV>

= (AN, (w), W X, )+ (AN (wg), wi X, )

Wi (AN (w), X, )+ w2 (AN, (w), X, )

wy (W'N, +W'N,, X, )+ w5 (W'N, +w'N,, X, )

=Wy (W'N,, X, )+ w5 (W/N,, X, )+ wy (WEN, X ) +wy (WUN,, X, )

Wowy' (N, X, ) +wWowy (N, X, ) +wowd (N, X, ) +wow) (N, X,)

y

<dN o (W), W1> = <de(w2), w' X, +W1VXV>

= (dN, (W), WX, )+ (AN (), W X, )

W (AN (w,), X, )+ (AN, (w,), X, )

Wy (WoN, +WoN,, X, ) +w (WoN, +W;N,, X, )

I
e

<W§’Nu, Xu>+wlu <W§NV,Xu>+W1V<V\/2JNu,XV>+W1V<W§NV,Xv>

=W/W5 (N, X, )+ Wiw, (N, X +wiwg (N, X, ) +wiw, (N, X,)

Para que (dN,(w),w,)=(w;,dN (w,)), por las expresiones anteriores tenemos que

(N, X,y =(N,, X,)

Sabemos que N esortogonal a X, y X, entonces (N, X,)=0y (N, X,)=0,

derivando con respecto a V y U, respectivamente

SN =N HNK) =0y (N ) = (N X, ) +(N, X, ) =0
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Luego, (N,, X,)=—(N,X,,)=(N,, X,) , entonces es una aplicacion autoadjunta ~ m

Siendo dN :T (S) —T,(S) una aplicacion lineal auto adjunta, esto nos permite asociar
a dN, una forma cuadrética Q enT,(S), dada por Q(v) = (dN,(v),v),veT,(S).

Ejemplo 2.5.1. Sea el plano, []: ax+by+cz+d =0. Sabemos que el vector (a,b,c) es

un vector normal al plano, luego el vector normal unitario al plano [ dado por:

_(a,b,c)  (abc)

_|(a,b10)|_x/a2+b2+cz ’

que es el mismo vector paratodo p e S. Por tanto dN(p)=0, Vpell.

N(p)

Ejemplo 2.5.2. Sea el cilindro dado por la parametrizacion X (u,v) =(cosu,sinu,Vv)
donde U ={(u,v) €[] *:0<u < 27, oc<v <o} . Luego

X, =(=sinu,cosu,0) y X, =(0,0,1)
asi,

_ X, AX, _ (-sinu,cosu,0)A X (0,0,1)  (cosu,sinu,0)

I, A%, | [(=sinu,cosu,0)A X (0,01)] ~ Joos?usin’u

Ejemplo 2.5.3. Sea la esfera S* de radio r. Consideraremos la parametrizacion para

=(cosu,sinu,0)

una parte de la esfera X (u,V) :(u,v,«/rz —u? —vz) ,con U ={(u,v) ell?:u*+v< rz}
tenemos que

X, =(LO,—u/\/r2—u2—v2) y sz(O,l—v/\/rz—uz—vz)

El vector normal unitario es:

g XX, (10— —ut =) alog vV —ut o) 1 IV oy
|Xu /\XV| |(1101_U/m)/\(0,1,—v/m)| r(u V,ArF=u"—-v )
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2.6. LA SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL
Definicion 2.6.1 (Segunda forma fundamental). la forma cuadratica Il ), definida en

T,(S) por Ilp(v):—<de(v),v>, se dice la segunda forma fundamental de S en p.

Definicion 2.6.2 (Curvatura gaussiana y media). Sea pe S ysea dN_:T (S) =T, (S)
la diferencial de la aplicacion de Gauss. El determinante de dN_ es la curvatura
gaussiana K de S en P . El opuesto de la mitad de la traza de dN se denomina la

curvatura media H de S en p.

Podemaos escribir, en términos de las curvaturas principales

K=kk,, H=rk

Definicion 2.6.3 (Puntos Umbilicos). Sien peS , k =k, , entonces se dice que p es
un punto umbilico de S ; en particular, los puntos planos (k, =k, =0) son puntos

umbilicos.
Definicion 2.6.4 (Curvatura normal). Sea C una curva regular en S que pasa por
peS, k lacurvaturade C en p,y cosé’z(n, N) , donde N es el vector normala Cy

N es el vector normal a Sen p. El nimero k, =kcosé se denomina la curvatura

normalde CcS en p.

Consideremos una curva regular C — S parametrizada por «(s), donde S es el parametro

longitud de arco de C , y con a(0) = p. Si denotamos por N(s) la restriccion del vector

normal N alacurva a(s), tenemos (N(s),(s)) =0 . De donde,

(N(s),a"(s)) =—(N'(s),x'(s)) .
Por lo tanto,

11, (r'(0)) =—(dN, («'(0)), = (0))
=—(N(0),a'(0)) =—(N(0),"(0))
=(N,kn)(p) =k, (p)

28

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Significa que la segunda forma fundamental Il para un vector unitario VETp (S) es
igual a la curvatura normal de una curva regular que pasa por P y es tangente a V. El

valor tangente a c(t) en P es a'=x,u+x\Vv' Yy
dN(ar) = N"(u(t),v(t)) = Nu+ NV’
Como N, y N, pertenecen a T (s), podemos escribir

Nu = allxu +a21xv ’ Nv = alZXu + a22XV ( 2)

Por tanto,

dN (@) = (8%, +8,X, JU'+(@,X, +8,X, )V'=(8,U"+a,v')X, +(a,u'+a,v')X, ;

o) v

Esto prueba que en la base {X,, X}, dN viene expresada por la matriz (aij) d,1=12;

De donde

Por otra parte, la expresion de la segunda forma fundamental en la base {x,,x } viene

dada por
I (a)=—(dN(a"),a") =—(N,u'+ NV’ xu'+x,v’)
=—(Nu'+ NV, x,u") =(N,u'+ NV, x,v")
=—(Nu", x,u") = (N, xu") =(Nu', X, v ) = (N V', X, v )

2

:—<Nu,xu>(u')2 —(N,, X )u'v'=(N,, X, )u'v'=(N,,x, (V')
:<N,xuu>(u')2 +<N,xuv>u'v'+<N,xw>u'v'+(N,xW>(v')2

2

=<N,xuu>(u')2 +2(N, %, )(u'v')+(N,x,,)(v")
=e(u)?+2f (u'v')+g(v)’
puesto que (N, x,)=(N,x,)=0,
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LNa)-20) = (NN )=0 = (N )= (Nx,)
S(Nx)=20) = (Nx)HNII=0 = —(Nx)=(Nx,)
SN =2(0) = (Nx)HNX) =0 = ~(Nx,)=(N.x,)
L(N)-2(0) = (M) eNx)=0 = ~(Nx)=(Nx,)
se obtiene,
e=—(N, %, )=(N,X),
f=—(N,,%, ) =(N,X,, ) =(N,x,, ) ==(N,,x,),
g=—<NV,XV>=<N,XW>

Ahora, se obtiene los a; en términos de los coeficientes e, f,g . De la ecuacion (2)

tenemos

_f =<Nu’xv> =<a11Xu +3.21XV,XV> =a11<xulxv>+a21<xlev> =a11|: +a21G'
_f =<Nv’xu>=<a12Xu +a22xv’xu>=a12 <Xu’xu>+a22 <Xv7Xu>=a12E+a22F’

(3)
_e:<Nu7Xu>:<a11Xu +a21xv’xu>:a11<xu’xu>+a21<xv7xu>:a11E+a21F’

_g :<NV'XV> = <a12xu +a22XV'Xv> = a12 <Xu ' Xv>+a22 <Xv’ Xv> = alZF +a226’
Donde E,F y G son coeficientes de la primera forma fundamental en la base {x,,x, }.

Las relaciones (3) pueden expresarse en forma matricial por
_ef_a11a21EF (4)
f g) la, a,\F G
St B
a12 a22 f g F G ’

E FY' E F
Donde [F Gj representa la inversa de la matriz [F GJ' Se comprueba que

De donde
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EFY 1 (G -F
F G/ EG-F*(-F E
luego,

a; 8y | 1 e )G -F)_ 1 eG-fF -eF+fE
a, a,) EG-F2\f g/\-F E ) EG-F2|\fG—gF —fF+gE
De donde se deducen las siguientes expresiones para los coeficientes (aij) de la matriz

de dN en labase {x ,x };

_ fF-eG | _ogF-fG | eF-fE | _ fF-gE

=" == = — SRS - Ll 5
% EG-F? ' ™ EG-F? ' EG-F? > EG-F? (9

Debe mencionarse que en la literatura las relaciones (2), conjuntamente con los valores

de arriba, se conocen como las ecuaciones de Weingarten.
De la ecuacion (5) obtenemos inmediatamente
eg—f?
K =det(a,) = —2—
EG-F
Para calcular la curvatura media, recordamos que —k, y—k, son los autovalores de dN .

(6)

Por consiguiente, —k, y —k, satisfacen la ecuacion
dN(v) =—kv=—klv paraalgin veT (S) ; v=0,

Donde | es la aplicacion identidad. Se deduce que la aplicacion lineal dN +kl no es

invertible; entonces su determinante es cero. Asi,
k
det(au +k  a, j: 0
a, -tk
k? +k(ay, +a,,)+a,a, —a,a, =0

Como k, Yy k, son las raices de esta ecuacion cuadratica, concluimos que

1 1 1eG-2fF+gE
H== k)=-—= == — < 7
Luego,
k?—2Hk+K =0 (8)
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y consecuentemente,

k=H+JH?—K
De esta relacion se deduce que, si elegimos k (q) >k,(q), g € S, entonces las funciones
k, ¥ k, son continuas en S.Ademas, k, y k, son diferenciables en S , salvo quizas
en los puntos umbilicos (H2 =k) de S.

Ejemplo 2.6.1. Calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental para el cilindro
del Ejemplo (2.4.2),

X, =(-sinu,cosu,0) X,=(0,0,1)
X,, =(=cosu,—sinu,0) X, =(0,0,0)
X, =(0,0,0) N =(cosu,sinu,0)

De este modo, obtenemos los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e=(N,x,,)={((cosu,sinu,0),(-cosu,—sinu,0) = —cos’ u—sin*u =-1
f =(N,x,,)=((cosu,sinu,0),(0,0,0) =0
g =(N,x,,)=((cosu,sinu,0),(0,0,0)=0

2.7. CURVATURAS DE SUPERFICIES

Si- a(t)=x(u(t),v(t)) una curva parametrizada en una superficie parametrizada x,

entonces a' es perpendicular al vector normal unitario y tangente a x . luego «' es
perpendicular al vector normal unitario N de x, entonces «', N y Nxa' son
mutuamente vectores perpendiculares y unitarios. Como «' esta parametrizada por
longitud de arco, " es perpendiculara «', y luego es una combinacion lineal de ', N

y Nxa'.

a"=kN+k Nxa' (9)
Los escalares k, y K, son llamados la curvatura normal y la curvatura geodésica de «,
respectivamente. como N y N xa' son vectores perpendiculares, la ecuacion (9) implica

que

K, =<a",N> , K, =<a",N><a'> y k2=la"f = k? +k§
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En otras palabras, k, es la longitud de la proyeccion del vector kn sobre la normal a la

superficie en p , con un signo dado por la orientacion N de S en p (fig. 2.7-1).

Figura 2.7-1 La Proyeccion del Vector sobre la Normal.

Definicion 2.7.1 (Curvatura gaussianay media). Sea p e S ysea dN:T (S) =T (S)
la diferencial de la aplicacion de Gauss. El determinante de dN_ es la curvatura
gaussiana K de S en p. El opuesto de la mitad de la traza de dN, se denomina la

curvaturamedia H de Sen p.

Estas curvaturas en términos de las curvaturas principales y de las relaciones (7) y (8).

_eg-—f? y_kitk, 1eG-2fF+gE

™2 T EG - F?2 2 2 EG-F?

Definicion 2.7.2. Sea p un punto de una superficie S. Dos vectores no nulos
W, W, €T, (S) son conjugados, si (dN, (w;),w, )=(w,,dN,(w,),)=0. Dos directrices r,, I,
en p son conjugadas, si existe un par de vectores no nulos w;, w, paralelosa r, y r,,

respectivamente, que son conjugados.

Ejemplo 2.7.1. En una esfera de radio r, demostrar que la curvatura normal es £1/r .

Sabemos que, a"=k N +k,xa'. Sea o una curva parametrizada sobre una esfera de

centro en a y radio r. Entonces

@)-al=r = (a(9)-aals)-a)-r’
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Derivando esta expresion, resulta
(a'(s),a(s)—-a)=0
Derivando nuevamente, obtenemos

(a"(s),a(s)—a)+{a'(s),a'(s)) =0
(a"(s),a(s)-ay=—(a'(s),a'(s))=-1

Sabemos que el vector normal de la esfera es:

X o
“oax ] e

n 1 n 1 _1

Por tanto, k, =(ca"(s), N>:i?<a (s),a(s)—a)=iF(—1)=+F

2.8. ISOMETRIA.
Siempre considerando que S y S son superficies regulares.

Definicion 2.8.1 (Isometria). Un difeomorfismo ¢:s —S es una isometria si para todo

peS ytodas las parejas w;,w, T (S) se tienen que

(W W) =(dg, (W), dp, (W)

o(p)
Se dice entonces que las superficies S y S son isométricas.
En otras palabras, un difeomorfismo ¢ es una isometria si la diferencial de preserva el

producto interior. Siendo ¢ una isometria se sigue que,

1, (W) =(w,w), =(de,W),de, (W) =10, ([de, W)

o(p)

para todo we T, (S) . Reciprocamente, si un difeomorfismo ¢ preserva la primera forma

fundamental, es decir,
W) =1, dp, (W) paratodo  WeT,(S),

entonces,
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2<W1’W2> = Ip(W1+W2)_ Ip(Wl)_ Ip(WZ)

= I(p(p) (d(Dp (W, +W,)) — I(p(p) (d(Dp (W) — I(p(p) (d(Dp(Wz))

= 2<dgop (w),do, (W2)>

y, por tanto, ¢ es una isometria.

Proposicion 2.8.1. Admitamos la existencia de parametrizaciones X :U —S Y
X:U—>S tales quu E=E, F=F, G=G en U. Entonces la aplicacion

@=XoX1:X(U)—S esunaisometria local.

Demostracion.

Sea pe X(U) yv,weTSS, luego
V=YX, +V,X, =dX . (V,V,) y  w=wX, +W,X, = dX 1) (v, W, )
tenemos que d (¢(p))=dX (X*(p))dX *(p). Luego (fig. 2.8-1)
d (p(p)) (V) =X (X (P) (4, V) =W X, +¥,X,
d (p(p)) W) = dX (X () (wh, W) =W X, +W,X,

entonces,

L (v, W) = (v X, +V, X, W X, + W, X, )
= (VX W X+ W, X )+ (V, X, W X+ W, X )
= (VX WX )+ (VX W, X ) (VX WX )+ (VX W, X )
=VW, (X, X, ) VW, (X, X, )+ VW (X, X )+, (X, X )
=V,WE +v,w,F +v,w F +v,w,G
=V,WE +(v,w, +V,W, ) F +v,W,G
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=V,W,E +VW,F +v,w,F +Vv,w,G

=V,W,E +(v,w, +V,w; ) F +v,w,G
Como E=E ,F=F , G=G, entonces | ,(v,w) =1, (d(e(p))(v),d(e(p))W));

luego, ¢ es una isometria local. [

dp ()

\

/

Figura 2.8-1 Parametrizacion - Isometria Local.

Ejemplo 2.8.1. En los ejemplos (2.4.1) y (2.4.2) para el plano y cilindro respectivamente,

los coeficientes de la primera forma fundamental son:
Para el plano: X,(u,v)=p+uw, +uw,,donde E=1, F=0, G=1
Para el cilindro: X, (u,v)=(cosu,sinu,v),donde E=1, F=0, G=1

Implica que el plano y el cilindro son localmente isométricos, por la proposicion (2.8.1)
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2.9. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

Sea X :Uc[?—S una parametrizacion en la orientacion de S . A cada punto de

X(U) le podemos asignar un triedro natural definido por los vectores X, , X, y N.

Al expresar las derivadas de los vectores X,, X, y N con respecto a la base

{X,, X,, N}, obtenemos

qu =F11Xu +F121Xv + L1N’
X, =TLX, +T5X, + LN,

X, =I5 X, +T2 X, + LN,
(10)
X, =5,X, +T%5,X, + LN,

Nu = a11Xu +3~21Xv’

Nv = a1qu +a22Xv’

donde los @; , i, j=1,2 , se obtuvieron en la seccion (2.6) y los otros coeficientes estan

k

por determinarse. Los coeficientes I ,

I, J,k=1,2, se denominan los simbolos de
Christoffel de S en la parametrizacion X . Como X, = X,, , Se concluye que T, =T,
y IZ,=T3; es decir, los simbolos de Christoffel son simétricos con respecto a los

subindices.

Efectuando el producto interior de las cuatro primeras relaciones de (10) con N, se tiene,

e=(X,,N)

uu’?

(THX, +T5X, + LN, N) =T, (X, N)+T5 (X, N)+ L (N,N) =L,

f=(Xy, N)=(TLX, +T5X, + LN, N}y =T, (X,,N)+ T35 (X,,N)+ L, (N,N) =L,
f = (X N) =(T5 X, +T5X, + LaN,N) =T (X, NY+ T2 (X, N) + Lo (N, N) = Lo

g =<XW,N>=<F122Xu+F§2XV+L3N,N>=F§2<Xu,N>+F§2<XV,N>+L3<N,N>=LS
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obtenemos inmediatamente L =e, L, =f, L,=g, donde ¢, f,g son los coeficientes

de la segunda forma fundamental de S. Para determinar los simbolos de Christoffel,

efectuando el producto interior de las cuatro primeras relaciones con X,, X, en (10),y

puesto que (N, X, )=(N,X,)=0, se tiene:

(X Xo ) =T (Xy, X ) +T5 (X, X, ) +e(N, X, ) =T, E+T5,F

uu?

(X Xy ) =T (X, X ) +TH (X, X, ) +e(N, X, ) =T},F +T:,G

uu?

(X Xy ) =T (X, X ) +T5 (X, X )+ F (N, X, ) =T,E+T5F

(Xs X, ) =T (X, X ) +T5 (X, X, )+ (N, X, ) =Tp,F +T'5,G

uv?

(X Xy ) =T (X X ) +T5, (X, X )+ £ (N, X, ) =T, E+T5F

vu?

(X X, ) =5 Xy, X )+ T5 (X, X, )+ £ (N, X, ) =T3F +T5G

(X Xy ) =5 (X, X ) +T5 (X, X )+ (N, X, ) =T, E+T5G

(Xos Xy ) =5 Xy, X, )+ T5 (X, X, )+ g (N, X, ) =T3,G +T5,F
también, obteniendo el sistema

[LE+THF =(X, X, )=1E,,

uu?

ILF+T5G =(X,, X,)=F,—1E

VAl

ILE+TLF =(X,, X, )=1E

VAl

(11)

FiZF +F1226 :<Xuvfxv>:%Gu1

TL,E+T%F =(X,,X,)=F,—1G,,

u

[F +T26 = (XX, ) =3G

\&l
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En la ecuacion (11) el determinante del sistema es EG—-F*=0. De esta forma, es
posible resolver y calcular los simbolos de Christoffel con respecto a sus términos de los

coeficientes de la primera forma fundamental E, F,G y de sus derivadas.

Las expresiones de las derivadas de X,, X, y N con respecto a la base {X,, X,, N},

dependen de que se conozcan los coeficientes de la primera fundamental y la segunda
forma fundamental de S. Un procedimiento para obtener relaciones entre estos

coeficientes consiste en considerar las expresiones
(qu )v _(XUV)u =0
(XW)u _(XVU)v:0 (12)

Nuv - Nvu =0

Las relaciones de (10), puede ser escritas en la forma

AX,+BX,+CN=0
AX,+B,X,+C,N=0 (13)

AX,+BX,+C;N=0
donde A,B,C,, i=12,3, son las funciones de E, F, G, ¢, f, g y de sus derivadas.
Como los vectores X, X,, N son linealmente independientes, (13) implica la existencia
de nueve relaciones:

A =0, B =0, C =0, 1=123

Resolvemos a partir de A =0, B =0, C, =0. Haciendo uso de los valores de (10), la

primera relacion en (12) puede escribirse en la forma:
(qu )v _(XUV)u =0

(ThX, +T5X, +eN) (T X, +T5X, + fN) =0

u

(ThX, +T5X, +eN) =(T5X, +T5X, + fN).
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(), X, +T5X,, +(T7) X, +T5X,, +e,N+eN,
v v 14
:(riz)u X, +T5X,, Jr(rfz)u X, +T2X,, +f,N+fN, 49

Usando de nuevo (10) en la ecuacién (14), obtenemos

(Fil)v X, +F11(F12Xu +T2 X, + fN)+
(Ffl)v X, +T% (rlzzxu +T2,X, + gN)+
e, N+e(a,X, +8,X,)=(I},) X, +T5 (T1X, +THX, +eN )+
(Ffz )u X, +TI7%, (r;zxu +T2X, + fN)+
f N+ f(a,X, +a,X,)

Agrupando los coeficientes de X, X,, N , se obtiene

((Fil )V + Filriz + l—‘lzll—éZ + eau) X, +
(FLr% +(1), + A, +ea, ) X, +

(Filf +F1219 + ev) N = ((Fiz )u +F12F11 +F122F12 + faﬂ) Xy + (15)
(Fizrfl +(F122 )u +F122Ff2 + faZl) X, +
(F}2e+1“f2f + fu)N

y la ecuacion de los coeficientes de X, obtenemos
1 12 2 2 12 1 12 2 2 12
Il +(F11 )v H % +8ay, =110, + (r12 )u +Ipl, + fa21

introduciendo los valores de a.

i » e deduce que

fF—-gE

rhr(rh) i ve{ g | rhr (), it o g )

EG-F?

eF - fE fF —gE
MUl +(I5 ), T8I -l — (1), - TRl = f ( EG—_F’ j _e( EG—_F? j

efF —egE —efF + f°E
3,05 + (Flzz )u +IT, —Tl s, - (Flzl )v Tl = EG-F?

eg—f?
(rfz )u - (r121 )V + riZFfl + rfzrfz _rflr§2 - rilrfz =-E ﬁ =-EK (16)
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Igualando los coeficientes de X, en (14), se observa que la relacion A =0 puede
escribirse en la forma

(Fil) + FLFiz + 1—‘1211—‘122 €8y, = (Fiz ) + Fizrh + Flzzriz + fay,

fF —eG gF — G
It rerr —(rt) -rirt =f —e
( 11)V+ 1+ 22 ( 12)u 120 12 (EG—FZJ (EG—FZJ

f°F —efG —egF +efG
EG-F?

(FiZ )u - (Fil )v - Flzgriz - F121r122 -

f°F —egF f?-e
(Fiz )u _(Fil)v —Ily, —Thl, = _EG——FgZ =-F EG——ng
eg—f?
EG-F?

Igualando también en la ecuacion (14) los coeficientes de N , obtenemos C, =0 bajo la

(), =(T%), ~TaT, ~Tils, =F ——— = FK (17)

forma
I, f+I7g+e, =TLe+T5f +f, = —f, =Te+I5f-TLf-T%g

& - fu = eriz + f (Ffz _Fil) grng (18)

Obsérvese que la relacion (17) es simplemente otra version (cuando F #0 ) de la formula
de Gauss (16).

Aplicando el mismo proceso a la segunda expresion de (12), obtenemos que de nuevo las

ecuaciones A, =0 y B, =0 conducen a la formula de Gauss (16). Ademas, C, =0 viene
dada por

f,—g, =€y + ([ —T3,) -9l (19)
finalmente, puede aplicarse el mismo proceso a la Ultima expresion de (12), llegando a
que C;=0 es una identidad y a qué A, =0y B,=0 de nuevo son las ecuaciones (18) y

(19). Las ecuaciones (18) y (19) se denomina ecuaciones de Mainardi-Codazzi

(Ecuaciones de Compatibilidad).

Observar cémo se simplifican las ecuaciones de Mainardi-Codazzi cuando el entorno
coordenado no contiene puntos umbilicos y las curvas coordenadas son lineas de

curvatura (F = f =0) . Entonces, las ecuaciones (18) y (19) pueden escribirse en la forma
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e =el,-gly,  g,=00, €y,

Teniendo en cuenta que

1E 1E
Ii=->2, I,=-=,
11 ZG 12 2 E

1G 1G
r,=—=-4 JI2==2\
22 2 E 12 ZG

Entonces las ecuaciones de Mainardi - Codazzi adoptan la forma:

eVZE(EJrQJ (20)
2\E G

G, (e ¢

' - 21
0-8(2.3) -

Ejemplo 2.9.1 La esfera S* parametrizada esta dada por:

X(u,v) =(rsinucosv,rsinusinv,rcosu) con O<u<z y 0<v<2r.

Luego, X, =(rcosucosv,rcosusinv,—rsinu), X, =(-rsinusinv,rcosucosv,0) Yy

E=(X,,X,)=r
F :<XU,XV>:
G=(X,,X,)=r*sin*u

Calcularemos los simbolos de Christoffel a partir de la ecuacion (11),

Eu=Ev=O ) FUZFV:O
G, =2r’sinucosu=r’cos(2u) , G,=0
Ire+I3,0=10, o
= 2
[},0+T5r?sin®(u)=0-10, H
[,r’+T7,0=10, r,=0
= cos(2u
1 2 12 qin2 2 0= -(2 ):COt(U)
[,0+T5,r"sin"(u) =4r"cos(2u), 2sin®(u)
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r’+T2,0=0-1r2cos(2u),
22 22 2 (2u) {rlzz =—1r%cos(2u) = —sin(u) cos(u)
=

. I2,=0
3,0+ T5,r’sin*(u) =10, 2

2.10. DERIVADA COVARIANTE y TRANSPORTE PARALELO

Un campo vectorial (tangente) de una superficie regular S en el conjunto abierto U — S

es una correspondencia W (diferenciable en p) que asigna a cada peU un vector
W(p) €T, (S). Para alguna parametrizacion X(u,v) en p, las componentes a y b de
w=aX, +bX, con respecto a la base {X,, X} son funciones diferenciables en p. Si w

es diferenciable en cada peU entonces w es diferenciable en U .

Definicion 2.10.1 (Derivada Covariante). Sea W un campo vectorial diferenciable
tangente a S a lo largo de una curva o en S. Se define la derivada covariante

(Dw/ dt)(0) como la proyeccion de la derivada (Dw/ dt)(0) del campo vectorial w en el

plano tangente T (S) es decir

Dw dw
—(0)=P —(0
m (0) royTss(dt ( ))
Sea UcS y peU. Sea yeTp(S). Consideremos una curva parametrizada

a:(—€,e)>U cona(0)=pya'(0)=y ysea w(t), te(-¢,¢), (fig. 2.10-1)

Sea X (u(t),v(t)) = a(t) laexpresion de « y sea
w(t) =a(u(t),v(t)) X, +b(u(t),v(t)) X,

=a(t)X, +b(t)X,

Figura 2.10-1 Derivada Covariante.

43

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

La expresion de w(t) en la parametrizacion X (u,v). Entonces

w(t) = at) X, +b(t)X,

dW:a'Xu +a(axu du , X, dvj+b'Xv+b[aXV du , X, dvj

dt au dt ov dt ou dt  ov dt

((jj—\:/ =a(X, ,u'+ X, v)+b(X, u'+ X, v)+a' X, +b"X,

donde la prima representa la derivada con respecto a t.

Como Dw/dt es la componente en el plano tangente de dw/dt, utilizando las

expresiones en (10) de la seccion (2.9) para X, , X, , X, ¥, suprimiendo la componente

normal, obtenemos

‘3_‘2’ =a(X, u+ X, Vv)+b(X, u+ X, v)+a' X, +b'X,
B (X, + T3, Ju (T, T2, )+

b((rizxu +]"122XV)U'+(1—‘;2XU +F§2XV)VI)+aIX” +hX,
DY (o s v T T ) X,

(22)
(b +T2au'+T2av'+T2bu'+ Fﬁzbv') X,

La ecuacion (22) es claro que Dw/dt solo depende del vector (u',v") =y, no de la curva

o . Ademas, en la ecuacion (22) la superficie hace presencia a través la primera forma
fundamental, es decir los simbolos de Christoffel. Por tanto, queda probada nuestra

afirmacion.

Definicion 2.10.2. Una curva parametrizada « :[0,1]— S es la restriccion a [0,1] de
una aplicacién diferenciable de (0—¢,l1+¢&), €é>0 ,en S.Si a(0)=p y a(l)=q

decimos que « une P con (. Se dice que « esregularsi «'(t)=0 parate[0,1] .

De aqui en adelante sera conveniente utilizar la notacién del intervalo [0,1]=1.
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Definicién 2.10.3. Sea a: | — S una curva parametrizada en S . Un campo vectorial

v alo largo de « es una correspondencia que asigna a cada te| un vector
w(t) €T, (S)

El campo vectorial W es diferenciable en t e si, para alguna parametrizacion X (u,v)

en a(t;), las componentes a(t),b(t) de w(t)=a X, +b X, son funciones diferenciables de

t en t,. Se dice que W es diferenciable en | si es diferenciable en cada punto tel .

Definicion 2.10.4 (Campo vectorial paralelo). Se dice que un campo vectorial w, a lo
largo de una curva parametrizada o : 1 — S, es paralelo si Dw/dt=0 para cada tel
. (fig. 2.10-2).

Figura 2.10-2 Campo Vectorial Paralelo.

Proposicion 2.10.1. Sea W y V dos campos vectoriales paralelosalo largode a: 1 — S.

Entonces (W(t), y(t)) es constante. En particular, |w(t)| y | v(t) | son constantes y angulo

entre w(t) y v(t) es constante.

Demostracion.

Decir que el campo vectorial W es paralelo a lo largo de « significa que dw/dt es

normal al plano tangente a la superficie en «(t); 0 sea,
(v(t),w'(t))=0, tel
Por otra parte, v'(t) también es normal al plano tangente en «(t) . Asi,

(v(t), w(t))" = (v'(t), w(t))+(v(t), w'(t)) =0 ;
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Es decir, (v(t), w(t)) = constante. »

Definicion 2.10.6 (Transporte paralelo). Sea «:l1 —>Suna curva diferenciable
parametrizada en S, p=a(0) y W, €T,,,(S) un vector tangente en p. Entonces el
vector w(t,) en «(t) obtenido mediante el campo vectorial paralelo se llama el transporte

paralelode w(t,)=w, a o(t) alolargode a enel punto t, .(fig. 2.10-4)

Definicion 2.10.7. Una aplicacion « :[0,1]— S es una curva parametrizada regular a
trozos si « es continua y existe una subdivision

0=t <t <..<t <t _, =I
Del intervalo [0,I] de forma que la restriccion «|[t,t,,]. i=0,...k es una curva

parametrizada regular. Se denomina a cada «|[t;,t;,,] un arco regular de o .

Figura 2.10-4 Transporte Paralelo de un vector.

Ejemplo 2.10.1. Del ejemplo (2.4.1), se tiene los coeficientes de la primera forma

fundamental que son E=1, F=0 y G=1 y con estos coeficientes calculamos los

simbolos de Christoffel y sustituyendo a la ecuacion (22) , se obtiene que la derivada

covariante es: Dd—\;v(O) =a'X, +b"'X, coincide con la derivada usual.

2.11. GEODESICAS

Sea SclI® una superficie y a:(-£,6)—S una curva diferenciable tales que
a(0)=peS y a'(0)=w. Podemos determinar una unica curva @ : (—&,&) —>T S que se
proyecte ortogonalmente sobre « = (t), de modo que el vector tangente a @ sea w.
(fig. 2.11-1)
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Figura 2.11-1 Curva o en Sycurva o en TsS.

Ejemplo 2.11.1. Consideremos una recta en [1° dada por a(t)= p+tw, pasando por el
punto P y endireccion del vector w= e« (t) . Entonces

da!
—(t)=0
dt()
Por lo tanto, la derivada covariante a lo largo de «(t) se anula, es decir,
Da'
—(t)=0
dt()

De esta manera una geodésica de [1°, es decir, una linea recta satisface que la derivada
covariante de un campo vectorial tangente se anula, esto se define lo que es una geodésica

para el caso general de una superficie S.

Definicion 2.11.1 (Geodésica). Se dice que una curva parametrizada no constante

y:1 —> S esgeodésicaen tel siel campo de sus vectores tangentes y'(t) es paralelo a

lo largo de 7 a t; es decir,

Dy'(®) _, .
dt ’

paratodo tel .

Definicion 2.11.1a. se dice que una curva regular conexa C en S es una geodésica si,

para cada peC, la parametrizacion «(s) de un entorno coordenado de p por la
longitud de arco S es una geodésica parametrizada; es decir, «'(s) es un campo

paralelo a lo largo de «(s).

Definicion 2.11.2. Sea W un campo diferenciable de vectores unitarios a lo largo de una

curva parametrizada a:1 — S sobre una superficie orientada S. Como w(t) , tel ,

es un campo vectorial unitario, (dw/dt)(t) es normal a w(t) y por tanto
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Dw
o =A(N Aw(t)).

El nimero real 4 = A(t), denotado por [Dw/ dt], de denomina el valor algebraico de la
derivada covariante de W en t .

Definicion 2.11.3. Sea C una curva regular orientada contenida en una superficie
orientada S,y sea «(s) una parametrizacion de C por la longitud de arco S, en un
entorno de peS. El valor algebraico de la derivada covariante [Da'(s)/ds]=k, de

« '(s) en p se denomina la curvatura geodésicade C en p.

Las geodésicas que sean curvas regulares estan caracterizadas como las curvas cuya

curvatura geodésica es cero.

El valor absoluto de la curvatura geodésica k, de C en p es el valor absoluto de la

componente tangencial del vector « "(s) = kn, donde k es la curvaturade C en p y n
esel vectornormala C en p.Recordando que el valor absoluto de la componente normal
del vector kn es el vector absoluto de la curvatura normal k. de Cc<S en p, obtenemos

inmediatamente que (fig. 2.11-1)
k? = k; +k?

C
A
y al2—p

Figura 2.11-2 Curvaturas Geodésicas

Figura 2.11-1 Curvatura Normal. )
d de un paralelo sobre la esfera unidad.

Ejemplo 2.11.1 Un paralelo C de colatitud ¢ de la esfera S°, el valor absoluto de la
curvatura geodesica K, puede calcularse a partir de la relacion (fig. 2.11-2)

1
sin’ @

=k?+k2 =1+k? , esdecir k: =cot’ ¢ , el signo de k, depende de las

orientaciones de S*y C.
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Observacion. La curvatura geodésica de Cc< S cambia de signo cuando cambia la

orientacion de C obienlade S.

Lema 2.11.1. Sean V y WV dos campos vectoriales diferenciables a lo largo de la

curva ¢:1— S, con |w(t)|= v(t)|=1, tel . Entonces

SHEE
dt dt dt
donde ¢ es una de las determinaciones diferenciales del angulo de v a w.
Demostracion. (Do Carmo, 1995, Pag. 254)
Introducimos los vectores v=N Av y w=N Aw . Entonces
W= (COS @)V + (Sin @)V

w=N Aw=(cos@)N AV+(sin@)N Av

= (cos @)V —(Sin p)v
Diferenciando con respecto a t , obtenemos
W' =—(Sin @)@V + (Cos )V '+ (COS @) 'V + (Sin PV
Efectuando el producto interior de la Gltima relacién con w, observando que <v,\_/> =0.

{v,v') =0, se concluye que
<W', v_v> = (sin? )@ '+ (cos? ) <v',\7> +(cos? @) ' (sin? @) <\7', v>
= '+ (cos? @) <v‘,\7> —(sin? @) <\7', v>
Por otra parte, como <v,§> =0 , esdecir,
(v5)=-(u7)
Concluimos que
<W', \7v> = '+ (cos? g +sin? (p)<v',\7> =(p'+<v',\7>
Se deduce entonces que
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Pues que

Con lo que concluye la demostracion del tema. [

Se introduce las ecuaciones de una geodésica en un entorno coordenado. Sean y:1 —> S
una curva parametrizadade S ysea X (u,v) una parametrizaciéon de S en un entorno V
de y(t,). t, e1.Sea J c | unintervalo abierto que contiene a t, tal que y(J) =V . Sea
X(u(t),v(t)), tel, la expresion de y:J —S con respecto a la parametrizacion x.

Entonces, el campo vectorial tangente y'(t), t € J, viene dado por
w=u'(t) X, +Vv'(t) X,
Por tanto, W sea paralelo equivale a decir el sistema de ecuaciones diferenciales

UL (U +2rbutv+rd, (v)* =0
(23)
VT2 (u') + 2M2u'v+T%, (v)* =0
se obtiene de la ecuacion (22) haciendo a=u'y b =V' e igualando a cero los coeficientes
de X,y X,.
Proposicion 2.11.1. Dado un punto peS y unvectorweT (S) , w#0 ,existe ¢>0 y

una Unica geodésica parametrizada y:(-&,¢) > S tal que y(0)=p, y'(0)=w .
Demostracion.

Por la ecuacion (23), dado un sistema de coordenadas, una curva geodésica y = y(t) debe

satisfacer el sistema de ecuaciones diferenciales de geodésicas:

u"+I7, (u Y+ 2T ,u'v'+ T3, (v)’ =0

VT2 (U +2r2u'v+T2, (v)* =0
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Con las condiciones iniciales (u(0),v(0))=p y (u'(0),v'(0))=w. El teorema de
existencia y unicidad garantiza la afirmacion Anexo F. [

Observacion. La razén de tomar W0 en la proposicion (2.11.1) es de hecho de excluir

para las curvas constantes en la definicion de geodésica parametrizada.

2.12. LA APLICACION EXPONENCIAL.

La aplicacion exponencial, que denotaremos por exp,, transforma una vecindad de
0&eT,(S) enuna vecindad de p en S. Intuitivamente, el valor de exp, en un vector w
se obtiene tendiendo al vector sobre S. Para esto, se considera una geodésica que parte
de p en ladireccion de v y se mide sobre esta un argumento de longitud igual a [Iv]| (fig.
2.12-1).

Como ya mencionamos en la seccion (2.11), proposicion ( 2.11.1), dado un punto p de
una superficie regular S y un vector no nulo veT (S) existe una Unica geodésica

parametrizada y:(—<,£) - S, con y(0)=p y y'(0) =v. Para indicar la dependencia de

esta geodésica con respecto al vector V, es conveniente representar por y(t,v) =y .

Figura 2.12-1 La aplicacion exponencial.

Lema 2.12.1. Si la geodésica y(t,v) esta definida para t € (—¢, €), entonces la geodésica

y(t,Av) , Aell , 1 #0,esta definidaparate(-g/A,e/ 1)y y(t,Av) =y(4t,V).
Demostracion.
Sea a:(-¢/ A,e1 1) — S lacurva parametrizada definida por a(t) = y(At,v) .

Entonces
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a(t) = y(At,v)
a'(t) = Ay'(At,v)
a'(t) = A%y "(At,v)

Do Dy’

— ) =A"—(A)=1%°.0=0

m t) pm (A1)

a(0)=y0O,v)=p , a'(0)=A4y'(0,v)=Av Entonces, o es una geodésica con datos

iniciales 7(0), Ay'(0), luego, por unicidad,
a(t) =y(t, Av) = y(At,v) [

Definicion 2.12.1 (Aplicacion Exponencial). Si veT,(S), v=0, es tal que
y(v,v/|v])=y( V) esta definido paratiempo t=1, La aplicacion exponencial exp,
es definida por:

exp,(V)=y@Lv) Yy exp,(0)=p
Geométricamente, la construccion corresponde a trazar (si ello es posible) sobre la
geodésica que pasa por p y en la direccion de Vv una longitud igual a |v| ; el punto de S

obtenido por este procedimiento se denota por exp,, (V) . (fig. 2.12-2).

Ejemplo 2.12.1. en la esfera unidad S?, exp,(v) esta definida para VGTp(SZ). Los
puntos de los circulos de radios 7,3r,...,(2n+1)z son aplicados en el punto (, el punto
antipodal de P . Los puntos de los circulos de radios 2r,3r,...,2nz son aplicados de

regresoa p .

Por otra parte, sobre la superficie regular C constituida por el cono de una hoja menos
el vértice, exp,(v) no esta definida para un vector veT (C) que apunte en la direccion
del meridiano que conectaa P con el vértice, cuando |[v|>d y d es la distancia de p

al vértice (fig. 2.12-3).
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P
S
T8)
Figura 2.12—2 Esfera unidad S°. Figura 2.12-3 Cono menos el vértice.

Proposicion 2.12.1. Dado pI S existe un £ >0 tal que exp, esta definida y es
diferenciable en el interior B, de un disco de radio & y centro el origen contenido en

T,(S) .(Do Carmo, 1995, Pag. 286)
Demostracion.

Tomamos V lo suficientemente pequefio de forma que el intervalo de definicion de y(t,v)

contengaa 1, y asi y(LVv) =exp,(v) esta definida.
Dado pe S existen nimeros g >0, &, >0 Y unaaplicacion diferenciable
yi(=&,&)xB, —S

Tal que, para ve B, ,v#0, te(-s,¢,), la curva y(t,v) es la geodésica de S con
y(O,v)=p, y'(0,v)=v ,yparav=0,y(t,0)=p.

Nuestra afirmacion se deduce de este enunciado y del lema (2.13.1) en efecto, como
7(t,v) esta definida para |t|<e,, |v|<g, al poner 1=¢,/2 en el lema (2.12.1),
obtenemos que y(t,(g,/2)v) esta definida para [t|<2 , |v|<eg . En consecuencia, al
tomar el disco B, =T,(S) , con centro en el origen y radio e <ge,/2 , tenemos que
y(Lw)=exp,w, we B,_, esta definida. La diferenciabilidad de exp, en B, se deduce

de la diferenciabilidad de y. [
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Proposicion 2.12.2. La aplicacion exp,:B, <T (S)—S es un difeomorfismo en un

entorno U < B, del origen 0 de T (S) .

Demostracion. (Do Carmo, 1995, Pag. 286)

Demostraremos que la diferencial d(exp,) es no singularen 0T, (S).

En efecto, identificamos el espacio de los vectores tangentes a T (S) en 0 con el propio
T,(S) . Consideremos la curva a(t) =tv,veT,(S). Es obvio que a(0)=0y a'(0)=V .

la curva (exp o a)(t) =exp,(tv) admite en t=0 el vector tangente

%(expp ™), = % (W], =V

asi pues

(dexp,), (V) =V,
lo que prueba que d exp, es no singularen 0. [

Como la aplicacion exponencial en p e S es un difeomorfismo en U, puede utilizarse
para introducir coordenadas en V . Entre los sistemas de coordenadas construidos por este

procedimiento, los mas habituales son:

(1) Las coordenadas normales, que corresponden a un sistema de coordenadas

rectangulares en el plano tangente T (S).

(2) Las coordenadas polares geodésicas, que corresponden a las coordenadas polares
en el plano tangente T (S) (fig. 2.12-4).

Figura 2.12-4 Coordenadas Polares.
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Primero vamos a estudiar las coordenadas normales, que se obtienen al elegir en el plano

T,(S) ,peS dos vectores ortogonales unitarios e, y e, . Como exp,:U -V cS es
un difeomorfismo, satisface las condiciones de parametrizacionen p,si q eV , entonces
q=exp,(w) ,donde w=ue, +ve, eU Yy decimos que q tiene coordenadas en (u,v).Es
claro que las coordenadas normales obtenidas por este procedimiento dependen de la
eleccionde e, y e, .

En un sistema de coordenadas normales centradas en p, las geodésicas que pasan por
p son las imagenes mediante exp, de las rectas u=at , V= bt que pasan por el origen
de T (S). También se nota que en p los coeficientes de la primera forma fundamental

con respecto a dicho sistema vienen dados por E(p) =G(p) =1, F(p)=0.
Analicemos coordenadas polares geodésica. Elegimos un sistema de coordenadas
polares (p0,0) en el plano T (S), peS, donde pes el radio polar y 6 coordenadas

polares del plano no estan definidas en la semirrecta cerrada | correspondientea =0 .

pongamos exp,(l)=L. Como exp,:U-l—->V-L todavia es un difeomorfismo,
podemos parametrizar los puntos de V —L mediante las coordenadas (p, @), las cuales

se denominan coordenadas polares geodésicas.

Proposicion 2.13.3. Sea X:U-l—->V-L un sistema de coordenadas polares
geodésicas (p,0) . Entonces los coeficientes E = E(p,0),F =F(p,0) y G=G(p,0) de

la primera forma fundamental satisfacen las condiciones:

E=1, F=0, limG=0, Iim\/G) =1.
p—0 p—0 L

Demostracion.

Por la definicién de aplicacion exponencial, p mide la longitud de arco a lo largo de la

curva @ = constante se deduce inmediatamente que E =1 .

Al introducir el hecho de que @ =constante es una geodésica es la ecuacion diferencial

de las geodésicas (ecuacion (23)) se concluye que Flzl =0. Utilizando la primera

relaciones de ecuaciones (11), que definen los simbolos de Christoffel, obtenemos
0=4E,=I,E=T} .
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Al introducir la relacion en la segunda de la ecuacion (11), concluimos que F, =0, por

tanto, F(p,d) no depende de p .

Para cada eV , denotaremos por a(c) el circulo geodésico que pasa por g, donde
o €[0,2z] (si g=p, a(o) es la curva constante a(o) = p ). Denotaremos por y(s),

donde S es la longitud de arco de 7, la geodésica radial que pasa por q.

F(p,e)=<j—j3—§> |

El coeficiente F(p,d) no estad definido en p . Sin embargo, si fiamos la geodésica radial

6 = constante, el segundo miembro de la ecuacion precedente esta definido en cada punto

de esta geodésica, comoen p, a(o)=p , es decir, da/do =0, obtenemos

. . [da dy
limF(p,0)=lim{—,——~)=0
imF(p.0) <d0' ds>

p—0
Esto implica, conjuntamente con el hecho de que F no depende de o, que F =0.

Para demostrar la Gltima afirmacion; elegimos un sistema de coordenadas normales (u,v)

en p de forma que el cambio de coordenadas viene dado por
u=pcosd , v=psind, p=0, 0<6<2rx

Recordar que

JEo—F _\Ee_F LU

(p,0)

Donde 8(u,v)/8(p,6) es el Jacobiano del cambio de coordenadasy E,F,G , son los

coeficientes de la primera forma fundamental en las coordenadas normales (G,\_/) ,
(JE) +KJG =0 (24)
PP
Como en p, E=G=1, F=0 (las coordenadas normales estan definidas en p),

concluimos que

limJG =0 , lim(VG) =1
p—0 p—0 P
Con lo que concluye la demostracién de la proposicion. [
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Proposicién 2.12.4. Sea p un punto de una superficie S . Entonces, existe un entorno
W cS de p tal que si y:1 >W es una geodésica parametrizada con y(0)=p,
yt)=q,t el y«:[0t]—S esunacurva parametrizada regular que une a p con

q , tenemos que

L, <I,
donde 1, denota la longitud de la curva « . Ademas, si |, =1, , entonces, la traza de y

coincide con latrazade aentre py q.
Demostracion.

Sea V un entorno normal de P y sea W la region cerrada delimitada por un circulo

geodésico de radio r contenido en V . Sean (p,#) las coordenadas polares geodésicas en

W —L concentroen p talque geL.

Supongamos que a((O,q))cV_V—L y definamos a(t)=(p(t),0(t)). Inicialmente,

obsérvese que

J(P 2 +GO) > \(p)?

dandose la igualdad si y solamente si @'=0 ; es decir, & = constante. Por lo tanto, la

longitud I (¢) de o entre ¢ y t, —¢ satisface
L@ =" o) +6@)de= [ (ot
t—-¢ '
=[""prdt=p(t,~£)- p(0+2)

= p(t,) - p(e) - p(0) - ple)

= p(t)—p(0)-2p(e) =1, -2¢

Obteniéndose la igualdad si y solo si € =constante y p'>0. Al hacer e >0 en la
expresion de arriba, deducimos que I, > 1, teniendo lugar la identidad si y solo si & es
la geodésica radial € =constante con una parametrizacion p = p(t), donde p'(t) >0. Se

deduce quesi |, =1 , entonces coinciden lastrazasde a y y entre p y Q.

}/ H
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Figura 2.12-5 La traza entre dos puntos.  Figura 2.12—6 La traza fuera del contorno.

Supongamos ahora que «((0,t,)) interseca a L y admitimos que le primer punto en que

esto ocurre es, por ejemplo, «(t,). Entonces, por el argumento previo, 1, =1, entre t; y
t,, implicando I, =1, que las trazas de a y » coinciden. Como «([0,t]) y L son
compactos, existe un valor Eth tal que o bien es «(t) el Gltimo punto donde a([O,tl])

intersecaa L 0 bien a([f,tl]) c L (fig. 2.12-5). En cualquier caso, al aplicar la situacion

precedente, deducimos las afirmaciones de la proposicion.

Finalmente, supongamos que a([O,ti]) no est4 totalmente contenido en W, sea

t, €[0,t,] el primer valor para el que «(t,)=x pertenece a la frontera de W . Sea ;_/ la
geodésica radial px y sea o la restriccion de la curva a al intervalo[0,t,] . Resulta

claroque I, =1, (fig. 2.12-6)

Por el argumento previo, |, >1,. Como § es un punto del interior de W, I; >, .

Concluimos entonces que 1, > 1,y la demostracion queda finalizada. [

Proposicion 2.12.5. Sea «: | — S una curva parametrizada regular cuyo parametro es
proporcional a la longitud de arco. Admitamos que la longitud de arco entre cualquier
pareja de puntos t, 7€l , es menor o igual que la longitud de arco de cualquier curva

parametrizada que una a(t) con «(zr).Entonces a es una geodésica.
Demostracion.

Sea t, el un punto arbitrario de | y sea W el entorno de «(t,)=p dado por la
proposicion (2.12.4). Sea q = «(t,) €W . Partiendo del caso en el que se da la igualdad en
la proposicion (2.12.4), se deduce que o es una geodésica en (t,,t,). En caso contrario,

a tendria, entre t, y t, , una longitud mayor que la geodésica radial que una a a(t,)
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con(t), en contradiccion con las hipdtesis. Como « es regular, en virtud a la

continuidad tenemos que & es una geodésicaen t, . [

2.13. PROPIEDADES DE LAS GEODESICAS y ENTORNOS CONVEXOS

Se demostrara como se deducen ciertos hechos relativos a las geodésicas (en particular,
la proposicion (2.11.1)) a partir del teorema general de existencia, unicidad y dependencia

continua con respecto a las condiciones iniciales para campos vectoriales.

Las geodésicas en una parametrizacion X(u,V) vienen dadas a partir del sistema

u"+ I, (U')? +20LUu'v'+T5, (v')? =0,
(25)
VT2 (U +2I0%,u'v'+T5,(v')? =0,
Donde los F:} son funciones de las coordenadas locales U y V. Poniendo u'=¢ y v'=np

, el sistema precedente puede escribirse en la forma

&'=Fu,v,én)
n'=FKu,v,é&n)
(26)
u'=F(u,v,é&,n)
v'=F,(u,v,¢n)

Donde F(u,v,&n)=¢ L FUVv,&En)=n .

Es conveniente utilizar la siguiente notacion: (u,v,&,7) para designar un punto de [ *,

el cual lo representaremos como el producto cartesiano [ * = *x[]? ; (u,v) vaa denotar

un punto del primer factor y (£,7) un punto del segundo factor.

Dado un punto p = (u,,v,,&,,73,) €U , existe un entorno V =V, xV, de p (donde V, es un
entorno de (u,,v,) Y V, €s un entorno de (&,,7,) ), existe un intervalo abierto | y una
aplicacion diferenciable «: 1 xV, xV, —U tal que, fijado (u,v,&,n) =(q,v) €V, se tiene

entonces que «(t,q,v) , tel, es latrayectoria de (26) que pasa por (d,V).

Teorema 2.13.1. Dado peS existen nimeros & >0, & >0 Yy una aplicacion
diferenciable
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y(=&,,6)%B, =S, B, <T,(S)

tal que para ve B, , v£0 , te(—s,,s,) lacurva t —> y(t,v) es la geodésica de S con
y(O,v)=p , »'(0,v)=v y,parav=0 , y(t,0)=p.

Se utilizo este resultado en la demostracion de la proposicion (2.12.1).

Sea ¢>0 tal que Br(p) <V, . Sea By, (0) =V 4(0) el mayor disco abierto contenido en
el conjunto \7q(0), constituido por la unién de V, (0) con sus puntos limite, y sea

g =inf5(q) , geB,(p). Claramente, & > 0. Por tanto, el conjunto

#={(a,v);q€B,(p).veB, (0)=T,(S)}
esta contenido en V, xV,, obteniendo el siguiente teorema

Teorema 2.13.1a. Dado p e S, existen numeros positivos ¢,¢,,&, Yy una aplicacion
diferenciable
yi(—€,&)xu—S
Donde
#={(a,v);qeB,(p),veB, (0)=T,(S)},

Tal que (t,09,0)=q ,y, para v=0 , lacurva
t—)]/(tyqu) y tE(—gz,gz)
Es la geodésica de S que satisface »(0,9,v)=q, «'(0,q,v) =V.

Proposicion 2.13.1. Dadop € S , existe un entorno W de p en S y un nimero 6 >0
tal que, para cada qeW, exp, es un difeomorfismo en B;(0)=T.(S) vy
W cexp, (B,(0)) ; es decir, W es un entorno normal de todos sus puntos. (Do Carmo,

1995, Pag. 302)

Observacion. Se deduce de la proposicion previa que, dados dos puntos g,,q, W , existe

una Unica geodésica y de longitud menor que ¢ que unea @, con g, .
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Una cuestion natural relacionada con la proposicion (2.13.1) consiste en saber si la

geodésica de longitud menor que ¢, que une dos puntos ¢,,q, €W , esta contenidaen W.
Si es este el caso para cualquier par de puntos de W, decimos que W es convexo.
Decimos que una geodésica parametrizada que une dos puntos es minima si su longitud

es menor o igual que la de cualquier curva parametrizada, regular a trozos, que una estos

puntos.

Proposicion 2.13.2. Para cada pe S existe un numero positivo e con la propiedad
siguiente: si una geodésica y(t) es tangente al circulo geodésico S (p) ,F <& ,en y(0),

entonces, para t #0 y pequefio, y(t) se halla fuerade B (p) (fig. 2.13-1).

S(p)

Figura 2.13-1 Tangente Circulo Geodésico.
Demostracion.
Sea W el entorno de p que proporciona la proposicion (2.13.1). Consideremos, para
cadapar (q,v) , geW , VeT (S), |v|=1, lageodésica y(t,q,v) y pongamos, para cada
par (q,v) fijo (fig. 2.13-2),

exp, 7(t,q,v) =u(), F(t,q,v)=lu®)['=F().

Asi, para cada (q,v) fijo, F(t) es el cuadrado de la distancia del punto y(t,q,p) a p.

Claramente, F(t,q,v) es diferenciable. obsérvese que F(t, p,v) g vt|* .
Denotemos ahora mediante v* el conjunto

v'={(a,v).qeW,veT,(S).|v[=1}
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w(t)

7
P ) "o
0

7,(8) 2, '(4) Xy

Q

Figura 2.13-2 Geodésica Tangente al Circulo.
y definamos la funcién Q: o' — R por

0°F
atZ

t=0

Q(a,v) =

Como F es diferenciable, Q es continua. Ademas, como

% =2(u(t),u'()),
%t_f = 2(u(t),u"()) +2(u'(t),u'(t))

yen (p,v)
u't)=v, u"t)=0,

obtenemos para todo Ve T,(S) , |vI=1.

Por continuidad, se deduce la existencia de un entorno V cW tal que Q(qg,v) >0 para
todo geV y VeT,(S) con |v|=1.Sea ¢ >0 tal que B,(p) =V . Afirmamos entonces

que ¢ satisface el enunciado de la proposicion.

En efecto, sea r<e& y sea y(t,g,v) una geodésica tangente a S (p) en y(0)=q.
Introduciendo coordenadas polares geodésicas entornoa p , vemos que (u(O), u '(O)) =0
(fig. 2.13-3). Luego, oF /6t(0)=0 . como F(0,q,v)=r?y (6°F/ot?)(0) >0 , tenemos

que F(t)>r? para t #0 y pequefio; por tanto, y(t) se halla fuerade B, (p). [
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w0 ]
[&-

Figura 2.13-3 Geodésica polares tangente.
Proposicion 2.13.3 (Existencia de entornos convexos). Para cada punto p e S existe un
numero ¢ >0 tal que B,(p) es convexo; es decir, dos puntos cualesquiera de B, (p)

pueden unirse mediante una Unica geodésica minima dentro de B_(p).

Demostracion.

Sea & como en la proposicion (2.13.2). Elijamos 6 y W como en la proposicién (2.13.1)

de forma que o <¢&/2 . tomemos €< ¢ tal que. demostremos que B,(p) €S convexo.

Sean q,,q, eB,(p) ¥y sea y:1 — S la geodésica con longitud menor que 26 <& que
une g, con g, . Resulta claro que y(1) esta contenido en B_(p) y queremos demostrar
que y(I) esta contenido en B_(p). Supongamos lo contrario. Entonces existe un punto
me B, (p), donde se alcanza la distancia maxima r de y(l)a p (fig. 2.13-4) en un
entorno de m, los puntos de y(l) estaran en B, (p). Sin embargo, esto contradice la

proposicion (2.13.2). [

</
\7

Figura 2.13-4 Distancia Maxima
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CAPITULO 111
MATERIALES Y METODOS

3.1. UBICACION

El presente estudio de investigacion, se realizo en el area de geometria diferencial,

ecuaciones diferenciales ordinarias.

3.2. MATERIALES

Los resultados necesarios de acuerdo al tiempo se tienen resumido en la siguiente tabla:

Trimestres 2017-2018

Actividad 2017 2018
JUL | AG|SE |OC [NO |DI|EN | AG | SE | OC | NO | DI

Revision de articulos y paper X

Revisién de la bibliografia X | X | X X | X X

Redaccion del proyecto

Revision del proyecto

Presentacion del proyecto

Revisién y aprobacién de los X

jurados

Obtencion del borrador de tesis X | X | X X | X | X X
Sustentacion de tesis X

3.3. PRESUPUESTO

Los recursos utilizados para el desarrollo de este proyecto de investigacion se han
estimado aproximadamente en forma voluntaria.
3.4. METODO

La investigacion esta basada en el resultado obtenidos en el libro de geometria

diferencial global, el trabajo sera ampliar y profundizar el libro.
Método de investigacion:
El método que se utilizara en la presente investigacion es lectura, andlisis, sintesis,

justificacién, andlisis e interpretacion de los resultados de la investigacion.
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Disefio de investigacion:

El disefio de investigacion que se ha utilizado es de tipo descriptivo que consiste
en la exploracion.

Técnicas:

Desarrollo de lectura compresiva, andlisis, comparacién y consulta, de libros,

articulos, via web y libros virtuales y en entre otros.
Estrategias:
La investigacion presente se ha utilizado las siguientes estrategias como:

Analizar el problema de investigacion, tomar apuntes, y subrayar la informacion

necesaria para la investigacion propuesto.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo, se expone el resultado fundamental de la investigacion, se
presenta superficies completas, superficies conexas y superficies no prolongables, en el
cual demuestra el resultado importante de la existencia de una geodésica minima, a partir

de una distancia intrinseca.

El resultado de la investigacion es demostrar con mas detalles y una comprension

mejorada, por tanto, dados dos puntos cualesquiera p,qi S de una superficie completa
S, existe una geodésica que une los puntos p y q, que es ademas minima (es decir, su
longitud es menor o igual que cualquier otra curva que una los puntos p y q). La

demostracion de este resultado fundamental se realiz6 por los mateméaticos Hopf y Rinow.
Este resultado constituye la razon principal por la que las superficies completas son méas

adecuadas que las no prolongables para la geometria diferencial.

4.1. SUPERFICIES COMPLETAS.

De aqui en adelante, todas las superficies a considerar seran regulares y conexas.
En la siguiente definicion se presenta una formulacion mas precisa del hecho de que una
superficie no pueda prolongarse, con los ejemplos de cada definicidn y proposiciones se
mencionan en los resultados de la investigacion. Por ejemplo, el Plano, Cono, Cilindro y

Esfera.

Definicién 4.1.1 (Conexa). Un conjunto C < [J " es conexo cuando no es posible escribir

C =U, U, donde U, , U, son subconjuntos abiertos no vaciosde S y U, "U, =&.

Proposicion 4.1.1. Sea un conjunto C <" conexo y sea AcC al mismo tiempo

abierto y cerrado en C . Entonces A= o A=C.

Prueba.

Supongamos que A=< o A=C y se escribe como C=AU(C—A). Como A es

cerrado en C , C—A es abierto en C. Asi, C es la unién de conjuntos abiertos, no

vacios y disjuntos, a saber, C y C— A. Esto contradice la conexidad de C. [ |
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Definicion 4.1.2 (Superficies prolongable). Se dice que una superficie regular (conexa)
S es prolongable si existe una superficie regular (conexa) S tal que S<S como
subconjunto propio. Si no existe tal S, se dice que S es no prolongable.

La definicién (4.1.2), menciona acerca de superficies prolongables, para superficies no

prolongables es demasiado amplio para esperar resultados importantes e interesantes, la

mas adecuada seria la siguiente definicion (4.1.3).

Definicion 4.1.3 (Superficie completa). Se dice que una superficie regular S es completa

si para cada punto p €S, cualquier geodésica parametrizada y:[0,&) > S de S, que

comience en p = y(0), puede prolongarse a una geodésica parametrizada 7_/:D —-S ,

definida en toda la recta real [ .
En otras palabras, S es completa cuando la aplicacion exp, : T (S) —S (seccion. 2.10)
esta definida para cada v e T, (S), y esto sucede en todos los puntos peS.

Observacién. La definicion (4.1.3) indica que una superficie S es geodésicamente

completa en p si y solo si toda geodésica que pase por p se puede extender

indefinidamente; es decir, tiene por dominio a todo [ .
Ejemplo 4.1.1.

Consideremos el cono de la figura (4.1-1). En este caso, las generatrices del cono son

geodésicas que no pueden extenderse mas alla del vértice, lo cual indica que para cada p

la aplicacion exponencial no esta definida en todo T S.

Figura 4.1-1 El cono y su aplicacion exponencial.
Ejemplo 4.1.2

Una esfera es una superficie completa, pues sus geodésicas parametrizadas (cuyas trazas

son los circulo maximos de la esfera) estan definidas para cada valor real.
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Ejemplo 4.1.3.

En el plano la curvatura gaussiana es K =0 y los simbolos de Christoffel se anulan, lo
que implica que las curvas geodésicas del plano son las rectas. Asi, el plano resulta ser

una superficie completa.
Ejemplo 4.1.4.

El cono menos el vértice no es una superficie completa, pues prolongando
suficientemente una generatriz (que es una geodésica) alcanzamos el vértice, que no

pertenece a la superficie.
Ejemplo 4.1.5

El cilindro también es una superficie completa en virtud que sus geodésicas, los circulos,

rectas y hélices, estan definidas en cada valor real.
Ejemplo 4.1.6.

Una superficie menos un punto S —{p}, una geodésica y de S. al tomar un punto (,
proximo a P sobre ¥ (fig. 4.1-2), existe en S—{p} una geodésica parametrizada que
comienza en ( y no puede prolongarse hasta P . Por tanto, la esfera menos un punto y el

cilindro menos un punto no son superficies completas.

Figura 4.1-2 Geodesica entre dos _
puntos. Figura 4.1-3 SuperficieS < S .

Proposicion 4.1.2. Una superficie completa S es no prolongable.

Demostracion.
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Por la definicion (4.1.2), Si se asume que S es prolongable para obtener a una

contradiccion. Decir que S es prolongable significa que existe una superficie regular

(conexa) S con S .alser S una superficie regular, S es abiertaen S .

La fronteraBd S = &S (Bd es la abreviatura de Boundary, frontera en inglés) (anexo,

def. A-3) de S en S es no vacia; en caso contrario S = SU(§—S) seria la union de

los los abiertos disjuntos S y S—S, lo que contradice la conexidad de S (anexo , def.

B-3). Por tanto, existe ped S y,como S esabiertaen S, pe S (fig. 4.1-3).

SeaV S unentornode p en S tal que cada q eV puede conectarse con P por una
Gnica geodésicaen S (proposicion 2.10.2). Como p €8S , algiin do eV pertenece a S.
Sea 7:[0,1— S una geodésicade S, con 7(0)=p y 7(1)=q. Sea a:[0,e]—>S
definida por a(t) =7 (1-t),esclaro que « esunageodésicade S, con «(0)=q,, cuya
extension a toda la recta real [] deberia pasar por p para t =1 (fig. 4.1-2). Como p ¢ S,

esta geodésica no puede prolongarse, lo que contradice la hipotesis de completitud. W

Figura 4.1-4 Unica Geodésica. Figura 4.1-5 Geodésica « .
Ejemplo 4.1.7. Sea W un entorno de p, €n S tal que dos puntos cualesquiera de W
pueden unirse mediante una geodésica de S . Probaremos que W —{p,}< S . En efecto,
los puntos de y pertenecena S . Por otro lado, un punto r eW que no pertenecea 7 o a

su prolongacion puede unirse aun punto t de 7, t=p,, t eW , mediante una geodésica

a , diferente de y (véase Figura 4.1-3). Finalmente, los puntos de la prolongacién de 7,
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exceptuando a p,, pertenecen también a S ; en caso contrario, deberian pertenecer a la

fronterade S.

Proposicion 4.1.3. Dados dos punto P y q€ S de una superficie regular (conexa) S,

existe una curva parametrizada diferenciable a trozos que unea p con ( .

Demostracion.

Al ser S conexa, existe una curva continua «:[a,b] >SS con a(a)=p y a(b)=q.
Sea te[a,b] y sea I, un intervalo abierto en [a,b] que contiene a t, tal que «(l,) esta
contenido en una curva de «a(t). Podemos entonces tomar la union Ul, , t. [a,b] , tal
que «(t)eU, nU,,, , asi recubre [a,b] para todo punto t , por compacidad, [a,b]

todavia puede recubrirse con un nimero finito 1,,...,1_ de tales intervalos.

Podemos descomponer | =[a,b] por puntos a=t,<t <t, <..<t <t _,=b de tal

k+1

forma que [t;,t.,] esta contenido en algun I,, j=1..,n. por tanto, «(t,t,,) este

contenido en algun entorno coordenado (Fig. 4.1-6).

TN .
6" /0(( 1) O(t\‘\'—'/ ’\‘ \
- ® < a(td)/
~ e

Figura 4.1-6 Curva Diferenciable a Trozos.

Como p=af(t,) ¥ «(t) se hallan en un mismo entorno coordenado , es posible unirlos
mediante una curva diferenciable, a saber, la imagen a través de X de una curva

diferenciable en U =12 que una X *(a(t,)) con X *(a(t,)).

Mediante este proceso, unimos «(t) con «f(t,,), i1=0,..,k, mediante una curva

diferenciable. Se obtiene asi una curva parametrizada, diferenciable a trozos, que une

p=a(t,) cong=af(t,,,), concluyendo la demostracion de la proposicion. ]
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Observacion. Aqui se denota por «, , , diferenciable a trozos que une p y g dos puntos
de una superficie regular S ; siendo I(e, ;) su longitud de cada una de estas curvas.

Definicién 4.1.3. La distancia (intrinseca) d(p,q) del punto pe S al punto ge S esel

ndmero
d(p,q)=infl(a,,) ,

donde se toma el infimo sobre todas las curvas parametrizadas y diferenciables a trozos
que unen Py (

Ahora probaremos algunas propiedades que son importante para llegar el objetico de la

demostracion.

Proposicion 4.1.4. La distancia d asi definido cumple las propiedades siguientes,

(1). d(p,q) =d(a, p), (Simetria)

(2). d(p,q)+d(qg,r)>d(p,r), (Desigualdad Triangular)
(3).d(p,q) =0, (Definida Positiva)

(4).d(p,q)=0 siysolosi p=0.(No degeneracion)

donde P,q,r son puntos arbitrarios de S.
Demostracion.
Para la propiedad (1), Observe que cada curva parametrizada
a:[a,b]—>S
Con «a(a)=p, a(b)=q, nos proporciona una curva parametrizada a: [a,b] > S,
definida por a(t) = a(a—t+b) . Entonces tenemos que (a) =a(a—a+b)=a(b)=q y

a(b)=a(a-b+b)=a(a@)=p , portanto I(x, ) =(apa) .

Para la propiedad (2), Sean Az{l(apvr)} : Bz{l(apvq)} y C:{I(aq‘r)}, de esta
manera, {I (ap’q)+l (aq,, )} =B+C c A,y con las propiedades de los nimeros reales, se

tiene que dados dos conjuntos B+C y A, donde B+CcA, entonces

inf (B+C)>inf (A) también se escribe como
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inf (A) <inf (B+C)=inf(B)+inf (C)

inf {1 (ez, )} <inf {1(e, )} +inf {1, )}
y por la definicion (4.1.3) de la distancia intrinseca, d(p,r) <d(p,q)+d(q,r).

Para la propiedad (3), I(apvq) denota la longitud de «,, ,y por eso, I(ap'r)z 0.se

deduce que el infimo de un conjunto de nimeros positivos en un nimero positivo o cero.

Luego, I(ap‘q) =d(p,q)=0.

Para la propiedad (4), (=) Sea p=(. Entonces, tomando la curva constante
a:[a,b] > S, definida por a(t) = p, t€[a,b] , obtenemos I(a) =0 , por el item anterior

se sigue qué d(p,q)=0 .

Para probar que d(p,q)=0 implica que P=(Q , entonces procedemos de la siguiente

manera.

(<) Supongamos que d(p,q)=infl(e,,)=0y p#q.seaV unentornode P en S,
con qeV vy tal que cada punto de V puede unirse a p mediante una Unica geodésica
dentro de V . Sea B, (p) =V la region delimitada por un circulo geodésico de radio r,
centrado en p y contenido en V . Por la definicion de infimo, dado ¢ >0, O<e<r,
existe una curva parametrizada regular a trozos «:[a,b]—>S que une p y g con
I(a) <& . Como a([a,b]) es conexoy qeB,(p) existe un punto t, e[a,b] tal que
a(t,) pertenece a la frontera de B, (p). Se deduce que I(a) >r > &, lo que constituye

una contradiccion. Por tanto, P=(Q [

Observando las propiedades anteriores, tenemos que:

d(p,r)<d(p,q)+d(q,r) y d(r,q)<d(r, p)+d(p,q);
Luego,

d(p,r)-d(p,q)<d(q,r) y d(r,q)—d(r, p) <d(p,q);

—d(p,q) <d(q,r)-d(p,r) y d(q,r)—d(p,r)<d(p,q);

Entonces se deduce que:
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—d(p,q)<d(p,r)—-d(r,q)<d(p,q)
donde sigue que:
Corolario 4.1.1. |d(p,r)—d(r,q) |<d(p,q) .
Proposicion 4.1.5. Si fijamos un punto p, €S , entonces la funcion f :S — 0 definida
por f(p)=d(p, p) , P€S,escontinuaen S .
Demostracion.

Tenemos que demostrar que para cada peS , dado £ >0 , existe 6 >0 tal que si
qeB;(p)NS, entonces | f(p)— f(q)Hd(p,, p)—d(p,,q)|< e, la siguiente notacion
B, (p) = ° define una bola abierta de ° centradoen P yradio & ,tomemos &'<¢
tal que la aplicacion exponencial exp,:T,(S) —S, es un difeomorfismo en el disco
B,.(0)=T,(S), donde O esel origen de T,(S),y pongamos V =exp (B,.(O)), como
B,(p) €[] ® tal que B,(p) S <V para qeB,(0)S, tenemos por el corolario (4.1.1)
de la proposicion anterior que

|d(po, P)—d(Po, ) [<d(p,q) ,

ademas P esel centrode By(p) Y B,;(p)S.Asi, d(p,q)<¢',y, por tanto,

|d(po, P)—d(pp, Q) [<d(p,0) <&'<& m

Definicion 4.1.4 (Superficie Cerrada). Una superficie S <[ %es cerrada si todo punto

de acumulacion de S pertenecea S.

Intuitivamente, S es cerrada si contiene los limites de todas las sucesiones convergentes.
Proposicion 4.1.6. Una superficie cerrada S <1 ® es completa.

Demostracion.

Sea y:[0,6) > S una geodésica parametrizada por longitud de arco de S, talque

7(0)=peS. Para demostrar que S es completa, debemos demostrar que es posible

prolongar 7 a una geodésica 7_/:D —S.
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Por la existencia y unicidad de geodésicas (proposicion 2.10.5), es posible prolongar ;_/
aunentornode Sy en [J . Si podemos demostrar que este conjunto es cerrado en LI (que

es conexo), sera posible entonces definir 7_/ entodo [| , supongamos que 7_/ esta definida

en [0,s,) Yy demostraremos que y esta definidaen s=s, .

Consideremos una sucesion {s,}—s, ,con s, <s, , N=1,2,... como s, converge a s,

entonces {s,} es una sucesion de Cauchy, dado ¢ >0, existe n, tal que si n,m>n, ,

entonces |s, —s, |<& . Denotemos por d la distancia en [° y observamos que si

p,qeS ,entonces d(p,q). Esta denotado de la siguiente forma
d(7(s,).7(50)) <A (750, 7(50)) = V(7,5 ) A8 —Sm k< &

se sigue que, {]_/(sn)} es una sucesion de Cauchy en [ ®; y por tanto converge a un punto

g <[ 3 (anexo, prop. A-2).

Como q es un valor limite de {;_/(sn)} y S es cerrada, concluimos qe S, de hecho

{)_/(sn)}converge en S. lo que prueba nuestra afirmacion.

Sean ahora W y O el entorno de q y el nimero positivos dados por la proposicion
(2.12.1). Sean 7_/(Sn),7_/(sm)eW para n y m suficientemente grandes tales que
|s,—s, |<5 ,ysea y la Gnica geodésica con 1(y) <& que une y(s,) y 7(s,). Esto

implica que la traza de ;_/ coincide con 7.

Como expy;, y, es un difeomorfismoen B,(O) y W < exp. (Bﬁ(O)) .7 extiende a y
hasta g, en consecuencia, y esta definidaen s= Sp- ]
Ahora de la proposicion (4.1.5) se sigue que:

Corolario 4.1.2. Una superficie compacta es completa.

Prueba.

Sea {p,} una sucesion de Cauchy en S . Entonces «Fi}es un conjunto cerrado y acotado,

por tanto, es compacto. Esto implica que la sucesion debe tener una subsucesion
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convergente a un punto p € S. Como la sucesion es de Cauchy, es facil ver que toda la

sucesion convergea P .

Ejemplo 4.1.8. EIl reciproco de la proposicion (4.1.5) es falso. Por ejemplo, se ve
facilmente que un cilindro recto (infinito), apoyando sobre una curva plana asintética a
un circulo, es una superficie completa, toda geodésica puede ser prolongable para todo
], ademas no es cerrada, entonces podemos tomar una sucesién de puntos sobre el

cilindro que converge para un punto sobre el circulo. (fig. 4.1-7).

Observacion. Una geodésica 7 uniendo los puntos p,qeS es minima si su longitud
I(y) esmenor o igual que la longitud de cualquier curva regular a trozos que una p y
g (seccion (2.12)). Esto equivale a decir que 1(y) =d(p,q) =inf (ap’q) , pues dada una

curva diferenciable a trozos « que une P y (, podemos encontrar una curva regular a

trozos que une P y ( la cual es més corta (o al menos no més larga) que « .

D

Figura 4.1-7 S completa no compacta. Figura 4.1-8 Geodésicas que una p1 Yy p2
Ejemplo 4.1.9. Sea S —{p} la superficie constituida por la esfera S* menos el punto
p eS?. Al tomar, sobre el meridiano que pasa por P, dos puntos p, y p,, simétricos
con respecto a P y suficientemente proximos a P, comprobamos que no existe una

geodésica minima que una p, y p, en lasuperficie S*—{p} (fig. 4.1-8).

El principal resultado de esta investigacion es que tal geodésica siempre existe si la

superficie es completa.

Teorema 4.1.1. Sea S una superficie completa. Dados dos puntos p,q €S, existe una

geodésica minimaqueune P y Q.
Demostracion.
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Sea B,;(0)=T,(S) un disco de radio &, centrado en el origen O del plano tangente
T,(S) y contenido en un entorno U <T,(S) del punto O, donde la exp, es un
difeomorfismo. Denotemos B;(p) =exp,(B,;(0)). Como la frontera &B,(p) es un

conjunto compacto su imagen por la aplicacion exponencial es continua del conjunto

compacto oB,(p)=>.

Como la funcion distancia es continua (proposicion (4.1.4) entonces d(x,q) y xe >
alcanza el minimo , esto es, existe un punto x, € > del conjunto compacto 2. . El punto

X, e puede escribir en la forma

d(x,,q)<d(xq) VxeX,
Asi, el punto x, puede ser escrito como
X=exp, (&), VL, veT,(s).
Sea 7 la geodésica parametrizada por la longitud de arco, definida por (fig. 4.1-9)
y(s) =exp,(sv)

De hecho, y esta definida para cada s€] ,como S es completa. En particular, sea

r=d(p,q) ladistancia entre los puntos p y q, 7 estd definida en el intervalo [0, r].

Figura 4.1-9 Geodésica parametrizada por longitud de arco.

vamos a probar que y(r) =q, entonces y debe ser una geodésica que une P y q, la cual
es minima, pues I(y)=r=d(p,q). Notamos que es suficiente probar que si se[Jd,r],

entonces

d(y(s),q)=r-s Vse[d,r] (27)
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La ecuacion (26) implica, para S=r , que d(y(r),q)=r—r=0 y por tanto y(r)=q,

que es lo que queriamos demostrar.

Para probar la ecuacion (26), primero mostraremos que satisface para s = ¢ . Con efecto,

toda curva que une p a q interseca X . Denotando por x un punto cualquiera de .,

tenemos:

r:d(p,q)=infl(ap’q)=inf{infI(apvx)+inf(axyq);x62}
= inf {d(p,x)+d(x q);x € X}
—inf{5+d(x,q);xeX}
=5 +inf{d(x,q);xe X}

=5+d(%),q)

Luego, r=5+d(%,,q). Osea, d(x,,q)=d((5),q)=r—7 , asi la ecuacion (26) vale

para S=0.

Para mostrar que la ecuacion (26) vale para 6 <s <r definimos el conjunto

A={s €[5, r];donde la ecuacion (26) se satisface}

Basta probar que A c[0,r] esun conjunto cerrado y abierto, pues como [J,r] es conexo,
dado por la proposicién (4.1.1) tenemos que A=< o A=[0,r], sabemos que J € A,

por tanto nos restara apenas qué A=[o,r].

De hecho, A es cerrado. Si s, € A con s, —s, entonces d(y(sk),q): r—s, y porla

continuidad de la funcion distancia tenemos que d ((S,),q)=r—s, y por tanto s, € A.

Veamos ahora que A es abierto. Sea s, € A mostraremos que vale la ecuacion (26) se da

para s,+35'Y s, €[5,r], con 6'>0 y suficientemente pequefio.

Sea B,.(O) un disco del plano tangente Ty(%)(S) , con centro en el origen de este plano y

contenido en un entorno U, en donde exp, , es un difeomorfismo.

77

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Sea
Bs (7(30)) =€XP,(s,) (B(s' (O)) y 2= 8(85.(7/(50))) .

Para x'e X', la funcién continua d(x', q) alcanza su minimo en x, e >' (fig. 4.1-10).

Como en el caso previo se tiene entonces que
d(7(s,),0) =inf 1 (t,(;, o ) =inf {inf I (@, ) +inf () x € X
=inf {d(y(s,), x)+d(x",q);x e X}
=inf {5'+d(x",q);xe X}
=&'+inf {d(x',q);xe X}
=5'+d(x',q)

Como la ecuacion (26) se satisface en s, tenemos que d((s,))=r—Ss,. por lo tanto,

d(x'y,q)=r—s,—o" (28)
Ademas, puesto que

d(p,x’y)=d(p,q)—d(a,x’)
Obtenemos de la ecuacion (27)
d(p,X',)=r—(r—s,)+0'=s,+0"

Obsérvese ahora que la curva que vade P a y(s,) atravesde y y de y(s,) a x',.a

través de un radio geodésico de B (y(S,)) tiene una longitud igual a s, +5".
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Figura 4.1-10 Geodésica alcanza su minimo en Xo.

como
d(p,x'))=s,+30",

esta curva, que une P y x', , tiene longitud minima. Se deduce entonces (proposicion

(2.13.2)) que es una geodésica, luego es regular en todos sus puntos. Por lo tanto, debe

coincidir con 7 ; luego, x',=y(s,+35"). Puede asi escribirse la ecuacion (27) en el

siguiente modo

d(y(s,+6.0)=r—(s,+5" ,

que es exactamente la ecuacion (27) para s=s,+J".

Esto prueba que nuestra afirmacion, concluyendo la demostracion. |
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V. CONCLUSIONES

En conclusién, el trabajo de poder construir un conocimiento desde la definicion de
superficie regular hasta la demostracion del teorema de Hopf Rinow, fue interesante y se

obtuvieron resultado como:

v La demostracion detallada de la existencia de una geodésica minima en una

superficie completa.

v El estudio de la existencia de entornos convexos para dos puntos cualesquiera se

une mediante una geodéesica minima.

v El ejemplo de la geodésica se mostrd claramente que la esfera menos el punto "p”

sobre el meridiano no existe una geodésica minima.

v Toda superficie completa constituye que son mas adecuadas que las superficies
no prolongables, también que toda superficie conexa es completa pero no toda

superficie completa es conexa.
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VI. RECOMENDACIONES

v Se recomienda a los estudiantes de ciencias fisico matematicas y en general a los
que estan investigando a esta rama de investigacion de geometria diferencial, que
profundicen la investigacion para las superficies no prolongables.

v’ Este trabajo de investigacion se realizé la demostracion con superficies completas,
la recomendacion para los investigadores de esta rama es investigar para
superficies no completa y que sucede, sera que también existiran geodesicas

minimas.

v" Se deja como trabajo a futuro el estudio de superficies prolongables, de igual
forma un estudio mas riguroso del Teorema de Hopf Rinow pues se ha
desarrollado sélo una pequefia parte de las numerosas propiedades que este puede
poseer.
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ANEXOS

A. PRELIMINARES.
Definicién A.1. Una sucesion pi,..., p.,...€[]" convierte a p, €[1" si dadoun >0 ,
existe un indice i, de la sucesion tal que p, € B.(p,) paratodo i>i, . en este caso, p,

es el limite de la sucesion {p,}, lo que se denota por {p,}— p, -

Proposicién A.1. Una aplicacién F:U c0"—0" es continua en p, €U si y solo si

para cada sucesion convergente {p,}— p, en U , la sucesion {F(p,)} converge a

F(p,)-

Definiciéon A.2. Un conjunto F <[] " es cerrado si cada punto limite de F pertenecer a
F.Laclausurade Acl" , que se denota por A, es la union de A con sus puntos
limite.

Definicion A.3. Sea Ac[". la frontera Bd A=0A (Bd es la abreviatura de la
palabra inglesa boundary) de A es el conjunto de los puntos p en 0" tales que cada

entorno de p contiene puntos de A y puntosde [1" — A .

Definicion A.4. Sea Ac (1" . decimos que V < A es un conjunto abierto en A si existe
un conjunto abierto U en " tal que V=U(1A . unentorno de pA en A es un

conjunto abierto de A que contienea p.

Definicion A.5. Una sucesion {p.} , p; €0" , es una sucesion de Cauchy si, dado un

€>0, existe un indice i, tal que la distancia | p; — p; |< & paratodos los i, j > i, .

Proposicion A.2. Una sucesion {p.} , p; €0 " , converge siy solo si es una sucesion de

Cauchy.
B. CONJUNTOS CONEXOS.

Definicion B.1. Una curva continua «:[a,b] - A" se denomina un arco en A que

une a(a) con a(b) .

Definicién B.2. Se dice que Ac[]" es conexo por arcos si, cualesquiera que sean los

puntos p,q e A, existeunarcoen A que une p con qg.
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Definicién B.3. Un conjunto Ac[]" es conexo cuando no es posible representarlo en

la forma A=U,UU, , donde U, y U, son subconjuntos abiertos no vacios de A y

U NuU, =4.
C.CONJUNTOS COMPACTOS.

Definicién C.1. Un conjunto Ac[]" es acotado si este contenido en alguna bola de "

.unconjunto K <" es compacto y es cerrado y acotado.

Teorema C.1 (Teorema de Funcion Inversa). Sea F:U c[1" —[1" una aplicacion
diferenciable y supéngase queen p U ladiferencial dF,:[1" —[1" esunisomorfismo.
Entonces existe un entorno V- de p en U y un entorno W de F(p) en 0" tal que

F:V —W tiene una inversa diferenciable F*:W >V .

Una aplicacién diferenciable F:V 0" —>W <", donde V y W son conjuntos
abiertos, se denomina un difeomorfismo de V en W si F tiene una inversa

diferenciable. El teorema de la funcién inversa afirma que su en un punto peU Ia
diferencial de es un isomorfismo, entonces F es un difeomorfismo en un entorno de
P . En otras palabras, una afirmacion sobre la diferencial de F es un punto implica una

afirmacién similar sobre el comportamiento de F en un entorno del punto.

D. TEOREMAS DE ECUACIONES DIFERENCIABLES ORDINARIAS

Sea f:A—[]? un campo de vector continuos que a cada (X,y) e A asocia un vector

f(x,¥)=(P(x y),Q(x Y)). La ecuacion diferencial asociada al campo es:

x'=P(x,y)

Teorema D1: { .
y'=Q(xY)

Una solucion de la ecuacion (1C) es una curva diferencial u(t) =(x(t), y(t)) tal que

{X' =P(x(®), y(1))
y'=Q(x(t), y(1))
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Luego, x'(t)= f (x(t)) donde x'(t) es el vector tangente a la curva x en el punto t.

Esta igualdad nos dice que el vector tangente a la curva es exactamente el vector dado

por el campo de vectores.

De modo general para un campo de vectores continuo F: A—[1" definido en el abierto
Acl" FX)=(RMX),FEMX).wF () 5 X=X %) % X,) €A , asociamos la

ecuacion diferencial
X'=F(x)

Que corresponde a n-ecuaciones (i=1,2,3,...,n) de la forma

K= F (X X,)

Una solucion de estas ecuacion diferencial con condiciones inicial p, e A es una curva

diferencial x(-&,&) = A con x(0)=p, y X'=F(X(t)) , Vte(-¢,¢).

El siguiente teorema es un caso particular del teorema de Picard, que nos garantiza la

existencia de soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria con condicién inicial.

Teorema D.2. (teorema de existencia y unicidad de las soluciones de una ecuacién

diferencial ordinaria).

Sea F:U —[" un campo de vectores definido sobre el abierto U =" de clase C'.
Para todo X, =(x),X,..,X) €U existe ¢ >0 y curva diferencial x:(-¢,&) >U con

x(0) = x, que es la solucion de la ecuacion diferencial ordinaria
X'=F(x)

Ademas, si x y y son dos soluciones que coincide en un punto, digamos x(t,) = y(t,) ,

entonces son iguales para todo ten el dominio comun.

El siguiente teorema es un caso particular del teorema de dependencia continua y
diferenciable de las soluciones de una EDO con relacion inicial y pardmetro.
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Supongamos que para todo XxeU la solucion de la ecuacién diferencial ordinaria
X'=F(x) , a:(-¢,¢) >U esta definida en el intervalo (—¢,¢). Entonces esta bien

definida la funcién

a:(-&,6)xU —->U

(t,X) = (t, x) =u,(t)
Teorema D.3. Sea F las condiciones de arriba.
Si F es una funcién continua, entonces  también es continua
Si F es una funcion de clase C?, entonces « es de clase C

E. APLICACION LINEAL AUTOADJUNTA

Definicion. Sean (V()) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
ysea f:V —V una transformacion lineal. Se dice que f es autoadjunta si f*=f.

Observacion. Una transformacion lineal f :V —V es autoadjunta si y solo si

(F00,y)=(x, f(y)),vx,yeV
F. CAMPOS VECTORIALES.

Un campo vectorial es una aplicacion en un conjunto abierto U <[] * que asigna a cada

qeU un vector w(q)e?. Se dice que el campo vectorial W es diferenciable si
escribiendo q=(Xx,y) y W(q)=(a(x, y),b(x,y)) las funciones a y b son funciones
diferenciablesen U .

En el lenguaje de la teoria de ecuaciones diferenciable ordinarias, se dice que el campo

vectorial W determina el sistema de ecuaciones diferenciable,

dx dy _
e a(x, y) y & b(x,y) (F1)

Y la trayectoria de W es una solucion de la ecuacion (F1).

El teorema fundamental de existencia y unicidad para la ecuacion (9) es equivalente al
resultado sobre trayectorias. Las letras | y J son intervalos abiertos de [ .
Teorema F.1. Sea W un campo vectorial en un conjunto abierto U c0?. Dado peU,

existe una trayectoria «:l1 —>U, es decir, a'(t):w(a(t),tel) con «a(0)=p. Esta
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trayectoria es Unica en el sentido siguiente; cualquier otra trayectoria £:J —U con

£(0) = p coincidecon @ en 1N J.

Teorema F.2. Sea W un campo vectorial en un conjunto abierto U —[]*. Para cada

p €U existe un entorno V <U de p, unintervalo | yuna aplicacion «:V x1 —U tal

que

(1).Para qeV fijo, la curva «(q,t), tel, es la trayectoria de W que pasa por (;

es decir,
o
a(q,0)=q, E(q’t) =w(a(q,t)) -

(2). a esdiferenciable.
Definicion F.1. Un campo vectorial W es un conjunto abierto U — S de una superficie
regular S es una correspondencia que asigna a cada peU un vector w(p) €T (S). El
campo vectorial W es diferenciable en peU si, para alguna parametrizaciéon x(u,v)
en P, las funciones a(u,v) y b(u,v) dadas por w(p)=a(u,v)x,+b(u,v)x,, son
funciones diferenciables en p; resulta claro que esta definicion no depende de la

eleccién de x.

88

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



