. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO

FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL Y ARQUITECTURA

ESCUELA PROFESIONAL DE CIENCIAS FISICO
MATEMATICAS

BASES DE GROBNERY SU APLICACION EN LA SOLUCION

DE SISTEMAS POLINOMIALES

TESIS

PRESENTADA POR:

Bach. FLORES MAMANI LUIS CESAR

PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL DE:
LICENCIADO EN CIENCIAS FISICO MATEMATICAS
CON ESPECIALIDAD EN MATEMATICAS
PUNO - PERU

2021

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

DEDICATORIA

Dedico el presente trabajo, a mis queridos padres: Ernesto y Yolanda, por haberme guiado
con amor y sabiduria, ensefiarme con su ejemplo el significado de dedicacion y esfuerzo,
a mis hermanos Griselda, Aydon y Denis, que me acompafaron incondicionalmente;
también quiero dedicar este trabajo, a mi amiga y compafiera de vida, Hilda Maria

Mendoza, que gracias a su apoyo he logrado culminar satisfactoriamente mi trabajo.

Luis Cesar.

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

AGRADECIMIENTO

En primer lugar, agradezco a mi padre celestial, quien me dio fuerza y paciencia para
superar las adversidades de cada circunstancia en mi vida, quien me guia y me impulsa
para forjar un camino de bien, haciendo de mi un testimonio de entrega y servicio.

Gracias, sefior.

En segundo lugar, agradezco a la directora de esta tesis, Lic. Fabiola Loayza Torreblanca,
por la dedicacién y el apoyo que me brind6 a lo largo de la elaboracion de este trabajo, le
agradezco por el respeto a mis sugerencias e ideas. Asi como también, haber sido
paciente, al momento de acompafiarme en la realizacién de mi trabajo, gracias por
compartir conmigo su vocacién de servicio y su conocimiento para asi, poder culminar

esta investigacion.

También, agradezco a todos los docentes de la Escuela Profesional de Ciencias Fisico
Matematicas, de la Universidad Nacional del Altiplano, por haber sido participes de mi
formacion académica. Finalmente doy las gracias a mis jurados, por haberse tomado el
tiempo de leer mi trabajo, y hacer las observaciones correspondientes, para poder

culminar mi trabajo con éxito.

Luis Cesar.

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

INDICE GENERAL
Pag.
DEDICATORIA
AGRADECIMIENTO
INDICE GENERAL
INDICE DE FIGURAS
INDICE DE ACRONIMOS
RESUMEN ..ottt sttt an sttt 7
ABSTRACT ..ottt sttt ettt 8
CAPITULO |
INTRODUCCION
1.1. PLANTEAMIENTO DE PROBLEMA .......cccocooiiiiieeeeeeeeesieneeen e 10
1.2.  FORMULACION DEL PROBLEMA. .......cocoviiieieieeeeeeseseneeen e 10
1.3.  HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION .......cocovivieireeeeeeeseneeererseinens 11
1.3.1. HIpOteSIS GENEIAL. ..ot e 11
1.3.2.  HIpOteSiS ESPECITICAS....c.viverieieierieieiee e e 11
1.4.  JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION ......cocooviiiveeeeseeeeeeeeene 11
1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION.......cocooiiieieeeeeeeeereeee e 12
1.5.1.  ODbJetivo general.........ccccoveiiiiieiieie e e 12
1.5.2.  ODbjetivo eSPECITICO ....uiiveeiiiie e 12
CAPITULO 11
REVISION DE LITERATURA
2.1. MARCO TEORICO ....oooiieeeceeeeeees et en st 13
2.4. IDEALES POLINOMIALES.........cooiiiieseeeeseeesesee s 25
CAPITULO III
3.1, MATERIALES. ...ttt st 31
3.2, PRESUPUESTO .. ..ottt tesee s es s sse s 32
3.3, METODOS ..ottt 32
CAPITULO IV
V. CONCLUSIONES ......oovoieveeeteieseeseesses ettt 75
VI. RECOMENDACIONES.......c.ooiiitiieieeeeiesestesiesiesesesesssses st ssaneanens 76
VII. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.........ooiieeeeeeeeeeeeeeeeseee e 77

Area  : Matemética
Tema : Bases de Grobnery su aplicacién en la solucién de sistemas Polinomiales
Linea : Algebra
FECHA DE SUSTENTACION: 16 de noviembre de 2021.

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

INDICE DE FIGURAS
Pag.
Figura 1. La curva de interseccion de la esfera de centro 0,0,1 y de radio 2 y el cilindro
circular de radio 1 CON el €J8 Y ...oiuiiiiiiiiiieee e 73
Figura 2. Es la interseccion de los cilindros y? —2z—2=0y x?+22—-1=0.....74

Figura 3. Conjunto algebraico no irreductible y por tanto no es una variedad afin........ 74

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

INDICE DE ACRONIMOS

B : Elvector (B4, ...B,) €N"

K[x4, ... x»]: Anillo de polinomios de n indeterminadas con coeficientes en K
N: Conjunto de los nimeros naturales incluido el cero

Z: Conjunto de los numeros enteros

XB: Al monomio x,%1, ..., x,,Pn

a/b: adivideab

M,,: El conjunto de los Monomios K|[x;, ... x,]

cp(f): Coeficiente principal de f

mp(f): Producto de potencia principal o monomio principal de f

tp(f): término principal del polinomio f

mcd: Maximo comun divisor

mcm: Minimo comin multiplo

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

RESUMEN

Este trabajo de investigacidn tiene como objetivo encontrar las Bases de Grobner
y con ellas resolver sistemas de ecuaciones polinomiales, partiremos con conceptos del
algebra abstracta tal como grupos, grupo abeliano, campo, espacios vectoriales, anillos,
ideales etc. también hacemos un estudio de las ordenes monomiales dentro de ellas
estudiamos el orden lexicografico prioridad, el algoritmo de la division; seguidamente
el algoritmo de Buchberger los cuales son necesarios para determinar las Bases de
Grobner, Grobner fue un matematico aleméan el cual dio un argumento que garantiza que
todo ideal de un anillo de polinomios admite conjuntos finitos de generadores
“especiales” llamados posteriormente por Bruno Buchberger “Bases de Grobner” Los
cuales posibilitan decidir si un elemento pertenece o no a un ideal dado. Las Bases de
Grobner son una herramienta que se aplica a diversas areas, dentro de ellos a la solucién
de sistemas de ecuaciones Polinomiales, al ser este un proceso muy extenso se hace uso
del software CoCoa version 4.7.5 (Computacion in Conmutativa Algebra) este nos

permite obtener las bases las soluciones.

Palabras clave: Anillos, bases de Grobner, ideales, sistemas polinomiales,

o6rdenes monomiales.
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ﬂ. UNIVERSIDAD

ABSTRACT

This research work aims to analyze the Bases of Grobner and with them solve
systems of polynomial equations, we will start with concepts of abstract algebra such as
groups, abelian group, field, vector spaces, etc. We also do a study of monomial orders
within them we study the lexicographic order with the highest priority, we study the rings,
ideals, the algorithm of division; which are necessary for the analysis of Grébner’s Bases,

then Buchberger’s algorithm and Hilbert’s Basis theorem.

Grobner was a German mathematician who gave an argument that guarantees that
every ideal of a ring of polynomials admits finite sets of “special” generators later called
by Bruno Buchberger “Grébner bases” which make it possible to decide whether or not
an element belongs to a given ideal. The Grobner Bases are a tool that is applied to various
areas of many mathematical problems within them systems of polynomial equations, as
this is a very extensive process, this work uses the Cocoa software version 4.7.5
(Computation in Commutative Algebra) This allows us to solve the calculations more
quickly. We must take into account the importance of solving systems of polynomial
equations since these are representations of real problems in different areas of our

environment.

Key words: Rings, Grobner bases, ideals, polynomial systems, monomial

orders.
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CAPITULO |

INTRODUCCION

En los afios 60, Bruno Buchberger y Heisuke Hironaka introdujeron
independientemente nuevos algoritmos para manipular sistemas de ecuaciones
polinomiales que desembocaron en la creacion de la teoria de bases de Grobner, también
Ilamadas bases estandar en un contexto local (Giménez 2016). Grébner fue un
matematico aleman el cual dio un argumento que garantiza que todo ideal de un anillo de
polinomios admite un conjunto finito de generadores “especiales” llamados, bases de
Grobner” por el matematico austriaco Bruno Buchberger quien ademas presento un
algoritmo para el calculo de estas, todo ello fue presentado en su tesis de doctorado el afio
de 1960 cuyo asesor fue justamente Grobner (Gonzéles 2014). Las bases de Grobner son
una herramienta que se aplica a diversas areas, dentro de ellas a la solucién de sistemas
de ecuaciones Polinomiales, al ser este un proceso muy extenso se hace uso de paquetes
de calculo simbolico, en esta investigacion se trabajo con el CoCoa version 4.7.5
(Computacion in Conmutativa Algebra) (Cifuentes, Patifio, y Pérez 2010) este nos

permiti6 obtener de manera rapida las bases y soluciones de sistemas polinomiales.

El objetivo fundamental de la investigacion es explicar que son y cémo obtener
las Bases de Grobner y para ello utilizar las ordenes monomiales, el algoritmo de la

division, el algoritmo de Buchberger.
El trabajo se estructurd de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se presenta la introduccion, también se menciona los componentes
del problema, la formulacién del problema, las hipoétesis, la justificacion y los objetivos

para el desarrollo de esta investigacion.
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En el capitulo 2 se muestra la revision de literatura, en ella se encuentran los
antecedentes que sustentan el desarrollo de esta investigacion, el marco tedrico en el que
se enuncia a detalle todos los conceptos que seran necesarios para lograr el objetivo de la

investigacion.

En el capitulo 3, se encuentran los materiales y métodos.

En el capitulo 4 se encuentran los resultados y discusion, en ella presento ordenes
monomiales, el algoritmo de la division, algoritmo de Buchberger, el teorema de los ceros
de Hilbert y el proceso de la obtencién de las bases de Grobner las cuales me sirvieron
para determinar la solucion de sistemas Polinomiales, por lo extenso del procedimiento
se hizo necesario el uso de un software en este caso se trabajé con el software CoCoA.
Finalmente, en el capitulo 5 y 6 se encuentran las conclusiones y las recomendaciones,
en ellas explico lo que se logré en esta investigacion y recomiendo posibles temas de

investigacion que han surgido del proceso de este.

1.1. PLANTEAMIENTO DE PROBLEMA

¢Como obtener bases de Grobner, y de qué manera se pueden aplicar para en la

resolucion  de sistemas Polinomiales?

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA.

En la presente investigacion titulada “Bases de Grobner y su aplicacion a la

solucion de  sistemas Polinomiales” se plantea lo siguiente:

¢ Qué son las Bases de Grobner?

10
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¢Como se obtienen las Bases de Grobner para la solucion de sistemas
Polinomiales? ¢Como se clasifican las ordenes monomiales en K[xl,xz, ...xn.] para

desarrollar la base de Grobner?

1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

1.3.1. Hipotesis general

Las bases de Grobner permiten resolver sistemas de ecuaciones polinomiales

1.3.2. Hipotesis especificas
- Las 6rdenes monomiales intervienen en la determinacion de una base de Grobner.

- En el proceso para determinar bases de Grobner interviene el algoritmo de la
division.

- El algoritmo de Buchberger permiten determinar las bases de Grobner.
1.4. JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

El estudio de las Bases de Grobner para la solucion de sistemas de ecuaciones
Polinomiales es un tema se suma importancia dentro de las matematicas en la linea del
algebra y especificamente del algebra conmutativa, esta investigacion nos lleva a
profundizar conceptos que en muchos casos no le encontramos aplicacién como son la
teoria de grupos, campos, espacio vectorial, anillos, ideales etc. Lo mas importante es que
con ello encontramos una herramienta que nos va a permitir resolver sistemas de
ecuaciones y otros como el problema de los colores etc. Muchos problemas reales en
diferentes areas se modelan y estas se representan en sistemas de ecuaciones, las mas
comunes son las ecuaciones lineales con dos variables con tres y para su solucion sabemos
que hay métodos como los de igualacion, sustitucidn, graficamente etc. pero a medida
que los problemas se van tornando mas complejos los sistemas ya no se pueden resolver
facilmente y se tiene que recurrir a otros métodos como el de Gauss Jordan etc. Aqui

11

repositorio.unap.edu.pe

No olvide citar adecuadamente esta tesis
]



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

surge la necesidad e importancia de este trabajo de investigacion ya que este es un método
novedoso e importante que nos va a permitir encontrar las raices de sistemas de
ecuaciones polinomiales; para problemas simples podemos operarlo manualmente, pero
en muchos casos los problemas reales son complejos para lo que es necesario utilizar
software como el CocoA, el Macaulay etc. Por todo lo mencionado este trabajo de
investigacion es importante para el desarrollo de las ciencias matematicas y por ende va
a dar luces a muchos investigadores tomarlo como herramienta Util para solucionar

muchos problemas.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo general

Determinar Bases de Grobner y aplicar a la solucién de un sistema de ecuacion

polinomial.

1.5.2. Objetivo especifico

- Analizar las ordenes monomiales

- Analizar el algoritmo de la division

- Analizar el algoritmo de Buchberger

12
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CAPITULO II
REVISION DE LITERATURA
2.1. MARCO TEORICO

En esta seccion se presenta definiciones, teoremas, lemas algoritmos que seran

necesarios para lograr los propositos de la investigacion

Definicion 2.1.1 Un grupo (G; -) es un conjunto G provisto de una operacion- : G X G —

G Que satisface las siguientes condiciones:
e Asociatividad: paratodo g;,9,,93 € G, es
(91-92)-93 = 91-(92-93)
e Elemento neutro: existe un Unico e € G tal que para todo
geEG,eg=g=g.e
e Inverso: para todo
ge€EG I g.g=e=g.g9

si ademas para todo par g,h € G es g.h = h. g entonces el grupo se llama abeliano

(conmutativo)

Definicion 2.1.2 Un subconjunto no vacio H de un grupo G se llama subgrupo de G, si

H mismo forma un grupo relativo al producto de G.

Definicion 2.1.3 Un anillo (4, +, -) es un conjunto no vacio en donde estan definidas un
par de operaciones llamadas suma y producto, las cuales denotamos por + y -

respectivamente.

13
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Estas operaciones satisfacen cada una de las propiedades siguientes:

Cerradura respecto a la suma: paratodo a,b € A, se tiene que a + b € A.

e Asociativa respecto a la suma: para todo a, b, ¢ € A, se tiene que

a+(b+c)=(a+b)+c

e Existencia del neutro aditivo: existe un elemento neutro"0" en A4, la cual

Ilamaremos cero, tal que

a+0=a=0+aparatodoa en A

e Existencia del inverso aditivo: para todo a en A, existe otro elemento en A,

denotado por —a, el cual llamaremos el opuesto de a y que verifica

a+(-a)=0=-a+a

e Conmutativa respecto a la suma: paratodo a,b en A se tiene .

at+b=b+a

e Cerradura respecto al producto: paratodo a,b en A se tiene se tiene que a. b

estan en A.

e Asociativa respecto al producto: paratodo a, by c en A se satisface

a.(b.c) =(a.b)c

e Existencia del neutro multiplicativo: para todo a, existe un unico elemento, e,

en A que es neutro de la operacion; es decir

Je€eAVaeceAera=a=a-e

14
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e Leyes distributivas del producto respecto a la suma: paratodo a,by c en A se

satisface

a.(b+c)=ab+a.c

(a+b)-c=a-c+b-c

Ejemplo 2.1.4. (de anillos)

CRQZ

Si R es un anillo, entonces R[x], R[xq, ..., x| también son anillos.

Definicion 2.1.5 Un Monoide (M, -) es una estructura algebraica en la que M, es un
conjunto y “- “ es una operacion binaria interna en M, que cumple las siguientes

propiedades.

1. Operacion interna: para cualesquiera dos elementos del conjunto M operados

bajo “- “; el resultado siempre pertenece al mismo semigrupo M. Es decir:

Vx,y EM:x-y€EM

2. Asociativa: para cualquiera elemento del conjunto M no importa el orden en que
se operen las parejas de elementos, mientras no se cambie el orden de los elementos

siempre daré el mismo resultado. Es decir

Vx,y,ZzEM:x-(y-z)=(x"y)zEM

3. Elemento neutro: existe un unico elemento, e, en M que es neutro de la

operacion “ -”esdecir:3' e e M\,Vx E Mie-x =x=Xx"¢€

Un monoide es conmutativo o abeliano si satisface la propiedad conmutativa.

15
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Definicion 2.1.6 Sea Kun conjunto no vacio, y sean + y - dos operaciones internas sobre

K el sistema (K, +, -) es un campo si cumple:

Asociativa respecto a la suma: para todo a, b, c € K se tiene que

a+(b+c)=(a+b)+c

e Conmutativa respecto a la suma: paratodo a,b € K se tiene que

a+b=b+a

e Existencia del neutro aditivo: existe un elemento neutro 0 en K, el cual

Ilamaremos cero, talque

a+0=a=0+aParatodo a € K.

e Existencia del inverso aditivo: para todo a en K, existe otro elemento en K,
denotada por —a, el cual Ilamaremos el opuesto de a, el cual llamaremos el

opuesto de a y que verifica

a+(—a)=0=—-a+a

e Asociativa respecto al producto: paratodo a, b en K satisface

a.(bc) = (ab).c

e Conmutatividad respecto al producto: paratodo a,b en K se tiene

ab = ba

e Existencia del neutro multiplicativo: existe un (Gnico) elemento e € K, tal que

"

para todo a es neutro de la operacion “- “, es decir

Jee€eK,VaeK:eea=a=a.e

16
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e Existencia del elemento inverso multiplicativo: paratodo a € K,3a € K, €S

decirr a.a=ce

- Definicion 2.1.7 (Espacio vectorial) Sean dos conjuntos, no vacios V y K ,donde

K es un campo. En V se define las operaciones:

1. Suma de vectores u + v

2. Multiplicacion por un escalar au.

El conjunto V es un espacio vectorial sobre el campo K, si para todo vector u,v,w eV

y para todo escalar a, f € K se cumple que:

1. u4+veV

2. u+v)+w=u+@w+w)

3. u+v=v+u

4. u+ e = u,donde —u es el elemento neutro para la suma.

5. u+ (—u) = e, donde —u es elemento inverso de u para la suma

6. aueVlV

7. (aPp)u = a(pu)

8. (a+pu=au+pfu

9. a(u+v)=au+av

10. (1)u = u, donde 1 es la unidad del cuerpo.

Definicion 2.1.8 (Base y dimensién) Dado un subconjunto S de un espacio vectorial V

17
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Sesunabase de V siy solo si satisface las siguientes propiedades.

1) S es linealmente independiente

2) {S} =V, enotras palabras, paratodo, x € V,>7";c;x; €ES,1<i<n

3) El nimero de elementos de la base se llama dimensionV  (dimV)
Ejemplos 2.1.9.

Dado S = {(1,0),(0,1)} c R?

S es una base de R?, pues

1. es linealmente independiente

2. {5} =V, v(x,y) =x(1,0) + y(0,1)

3. dimV=2
Ejemplo 2.1.10.

Dado s; = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} c R3

S Es una base de R3, pues

1. es linealmente independiente

2. ?{s1} =V, V(x,y,z) = x(1,0,0) + y(0,1,0), z(0,0,1)

3. dimV =3

18
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Teorema 2.1.11. (Teorema fundamental de algebra)

Todo polinomio en una variable de grado n > 1 con coeficientes reales o complejos tiene

al  menos n raices (reales o complejas).

Sea f(x)=apx"+ax" 1+ -+a,_1x+a,n=>=1, con coeficientes reales o

complejos cualesquiera. Podemos ver que al descomponer f(x) en la forma

fx) = (x —a)e((x)

Los coeficientes de ¢ (x) son nuevamente reales o complejos y entonces, ¢ (x) tiene una

raiz, en virtud del teorema fundamental del algebra, de donde

fQ) = (x —a)(x — az)e(x)

Si continuamos de este modo obtenemos la descomposicion (Unica, salvo el orden de los

factores) del polinomio f(x) de n- ésimo grado en un producto de n factores lineales.
f(x) = ag(x — a))*1(x — ay)k2-(x — a)k
Donde
ki +k,+ki=n,ya; #a, -+ aq;.
2.2 . POLINOMIOS EN VARIAS INDETERMINADAS (el anillo K[xq, ..., x,])
Definicion 2.2.1 Un monomio en x4, X3, ..., X, €S un producto de la forma
an

a a
X191, x,%2, . L, x O,

Donde todos los exponentes o4, a5, ..., a, SON exponentes no negativos. El grado total

de este monomio es lasuma |a| = ay + ay + -+ oy,

Notacién: escribimos x* por x;%t.x,%2, ...,x,% donde a = (o, a5 , ..., &) €S UNA

19
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n — upla de enteros no negativos. Si a = (0,0, ...0),x* = 1 ademas,

la| = X, a;, Denota el grado total del monomio x€.

Ejemplo 2.2.2. (monomios)

4x5y?z3 3 . 8 .

Ejemplos 2.2.3. (no monomios)

7 -3 7

74

Definicion 2.2.4 Sea K un campo. Un polinomio f en x4, x5, ..., X, con coeficientes en
K es una combinacion lineal de un numero finito de monomios (con coeficientes en K).

Se puede escribir de la siguiente forma:
f =Zaax“,aa EK
a

Donde la suma se realiza sobre un nimero finito de n — uplas a = (aq, a; , ..., a,.).

El conjunto de todos los polinomios en x4, x, ..., x,, con coeficientes en K se denotara
por K[x4, ..., x,] y cuando tratemos con polinomios en un nimero pequefio de variables,
usualmente prescindiremos de los subindices. De esta manera, polinomios en una, dos y

tres variables perteneceran a K[x], K[x,y] y K|[x,y, z] respectivamente.
(O’Shea, Ideals, Varieties, and Algorithms, 2010, pag. 02)
Ejemplo 2.2.5. sea f un polinomio.

f(x,y,2z) = 2x3y°z* + 4xyz + xz

Es un polinomio en las variables x, y, z;
20
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Pues es una combinacion lineal de los términos 2x3y>z4, 4xyz, xz

Ejemplo 2.2.6. sea fun polinomio.
Seaf(x,y,z) = 4x’y’z + ;}’323 —3xyz + y?x*z

Es un polinomio Q[x, y, z]. ComUnmente se usa las letras de f, g, h, p, q, r para nombrar
a los polinomios. Usaremos la siguiente terminologia para tratar con ellos.

2.3. TERMINOS Y COEFICIENTES

Definicién 2.3.1 Sea f = Y., a,x® un polinomio en K[xq, ..., X,].
i) Donde a,, es el coeficiente del monomio x“.
ii) Sia, # 0,a,x% se dice que es un término de f.

1ii)  Elgrado total de f denotado grad(f) es el maximo |a| entre todos los monomios
cuyo coeficiente a, son distintos de cero.

Ejemplo 2.3.2. el polinomio dado anteriormente
5
f=4x3y?z%2 + §y3z3 — 3xyz + y?x*z

Consta de 4 términos y grado 7. Se observa que hay 2 términos de grado total

maximo, algo que no puede suceder para los polinomios en una variable.

La suma y el producto de dos polinomios es de nuevo otro polinomio. Diremos
que un polinomio f divide al polinomio g, si g = fh para algin h € K[x4, ..., x,].
Podemos observar que bajo la adicion y la multiplicacion definidas de la manera usual

Za aaxa + Za baxa = Za(aa + ba)xa y
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K|[x4, ..., x,]. Satisface todas las propiedades de campo excepto por la existencia

del inverso multiplicativo (por ejemplo —noesun polinomio). Tal estructura matematica
1

es conocida como anillo conmutativo, y por esta razén nos referimos a K[xq, ..., Xp]

como un anillo Polinomial.

Corolario 2.3.3. Si K es un campo, entonces todo ideal de K[x] se puede escribir
de la forma (f) para algin f € K[x]. Ademas, f es Unico salvo por un factor no nulo en

K.

Observacion: Tenemos resultados interesantes si d(x) es el maximo comdn divisor
de dos polinomios f(x)y g(x), existen polinomios u(x) y v(x) tales que los
polinomios es una combinacion lineal denotada como identidad de (Bezout)
f(x).u(x) + g(x).v(x) = d(x), ademas si los grados de f(x)y g(x) son mayores
que cero, entonces el grado de u(x) es menor que el grado de g(x), y el grado de v(x)

es menor que el grado f(x).

Aplicando este resultado a polinomios primos, obtenemos el siguiente resultado:

Los polinomios f(x)y g(x) son primos entre si, si solo si, existen polinomios

u(x) y v(x) que satisfacen la igualdad f(x).u(x) + g(x).v(x) = 1.

¢Existe un algoritmo para decidir si un polinomio dado f € K[x]. Pertenece al ideal
(f1, -, fs)? Larespuesta es si, y el algoritmo es facil de escribir. El primer paso es usar
mcd para encontrar un generador h de (f4, ..., f). Entonces, puesto que f € (f1, ..., fs)

es equivalente a f € (h), solo necesitamos usar el algoritmo de la division para escribir
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f =gh+r,donde grad(r) < grad(h), se deduce que f pertenece al ideal si solo si

r=0.

Definicion 2.2.4 (méaximo comun divisor generalizado) Un maximo comun divisor de

los polinomios f4, ..., fs € K[x] es un polinomio h tal que
e hdivideaf;, ..., fs
e Sip esotro polinomio que divide a f, ..., f; luego p divide a h.
e cuando h tiene estas propiedades, escribimos h = mcd(f, ..., f5)

(O’Shea, Ideals, Varieties,and Algoritmhms, 2010, pag. 44)

Proposicion 2.3.5. Sean fi, ..., fs € K[x], donde s > 2. Entonces:

i) mcd(fy, ., fs) € K[x] existe y es Unico salvo por la multiplicacion de una

constante no nula en K.
i) mcd(fy, ..., fs) € K[x] es un generador del ideal (f;, ..., f;)-

iii) Existe un algoritmo para calcular el med(fs, ..., f5)-

Demostracion:

Las pruebas de las partes (i) y (ii) son similares a las principales propiedades de

los mcd y serén omitidas.

Probando (iii), sean h = mcd(f>, ... f;), probaremos que:

(fuh)=(fu, . fs)
a) Probaremos que (fi, ..., fs) € (f1, h).

sea fi=fi+0h
fi = mihi 2<i< S,
Entonces (f1, ..., fs) € (f1, h ). por tanto (f+, ..., fs) € (f1, h). Sigamos con la otra
inclusion
23
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b) (fi,h) < (f1,...,fs) recordemos que f{ € (f1, ..., f5) Y que h puede ser expresado
de la siguiente forma por (ii)

h = mzfz + +m5ﬁ5
h = Ofl +m2f2 + +m5ﬁ5

Entonces, f1,h € {f4, ..., fs). De esto se deduce que (f1,h) < (f4, ..., fs). Por tanto,

<f11h> = <f1'""fs)-

Por (ii) de esta proposicién vemos que

(mcd(f,,h)) = (mcd(fy, ..., fs))

Entonces mcd(fy, h ) = mcd(f4, ..., fs) resulta de la parte de la unidad de corolario

2.3.3, lo que prueba lo deseado.

Finalmente, necesitamos demostrar que existe un algoritmo para calcular
mced(f4, ..., fs). laidea basica es combinar la parte (iii) con el algoritmo de Euclides.

Por ejemplo, supongamos gque queremos calcular:

med(f1, f2.f3 f1)

med (fp mCd(fz,f3» f4))
med (f,,med (fymed (£, 1)

Si usamos tres veces el algoritmo de Euclides (una vez por cada mcden la segunda

linea) de (6). Obtenemos el mcd de f+, f f3, f4. La proposicion ha sido probada.

Ejemplo 2.3.6 Calcular el m. c. d de los polinomios f, g, h,i € K[x].

Sean:
fX)=x=1;gx)=x*—1;h(x) =x3-3x+2;i(x) =x?-1

El comando del maximo comun divisor en la mayoria de los sistemas del algebra

computacional solo maneja dos polinomios a la vez. Por lo tanto, para trabajar mas de
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dos polinomios, tendra que utilizar el método escrito en la demostracion de la proposicion

anterior.
Consideremos el ideal:
I=(x°—1,x*-1,x3-3x+2,x2—1) € K[x]

Sabemos que med (x® — 1,x* — 1,x3 — 3x + 2,x% — 1) es un generador. Ademas, se

puede verificar que:

med(x® —1,x*—1,x3 —-3x+2,x2—-1)
med(med(x® — 1,x* — 1), med (x® — 3x 4+ 2,x% — 1))
Asi se obtiene el maximo comun divisor de dos polinomios.

med(x?> —1,x — 1)

+0x—-1x—1
—x*+x x+1
x—1

-x+1

0
Ahora encontramos en m. c. d. Para estos nuevos polinomios por medio del

algoritmo de la division tenemos:

mcd(x — 1)

Por algoritmo de Euclides tenemos el mcd de I es x — 1

2.4. IDEALES POLINOMIALES

Definicion 2.4.1 Un ideal I c K[x4, ...,x,] €s un ideal monomial si existe un
subconjunto A € ZZ, (posiblemente) finito tal que I esta formado por todos los

polinomios que son sumas finitas de la forma:
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h, € K[x4, ..., x,]. En este caso, denotamos I = (x*: a € A).

Lema2.4.2Seal = (x*: a € A) un ideal monomial. Entonces un monomio x? € I si solo

si xP es divisible por x* para algin a € A.
Demostracion:

x# Es multiplo de x* para algin a € A , entonces x# € I por definicion de ideal.
Reciprocamente, si x# €I, entonces xf = ¥,_, h;x®®, donde h; € K[xy, ...,x,] ¥
a(i) € A. Si desarrollamos cada h; como una combinacién lineal de monomios, veremos
que todo término del miembro derecho de la ecuacion es divisible por algan x*®. Por

tanto, el miembro izquierdo x# debe tener la misma propiedad.

Lema 2.4.3 Sea I un ideal monomial, y sea f € K[x4, ..., x,] las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i) fel
i) todo termino de f estaen I.
iii) f esuna K — combinacion lineal de los monomios en I.
Demostracion:
(i) > (ii).seal = (x*:a € A) € K[x4, ..., x,] y f € I, entonces

f=Y5_hxD a(i) €A yh; €K[xg, ..., Xp].
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Al desarrollar el producto h;x*® nos quedan términos de la forma a;xfx*® e
1.(ii)«<(iii). Para facilitar la demostracion veamos que si un término pertenece a I el

monomio respectivo pertenece a 1.
1
a,x*el= (—) (agx®)el=>x*€el
aa
Esto lo podemos hacer porque los coeficientes los tomamos del campo I c
K[xq, ..., x,].

Entonces podemos trabajar con monomios en I'y luego pasarnos al término

multiplicando por una constante adecuada al monomio respectivo.
Sea f = Y5_; ag(xPY) € K[xy, ..., x,], donde cada a(;x#0) € I. Entonces xF0) € I.

Por tanto. f es una K —combinacion de monomios en I (recuerde que esto
significa que fes una sumatoria de elementos del campo por monomios).
(iii)=(1). si f es una K —combinacion lineal de los monomios en I, f es de la forma:

S
f = Z aa(i)x“(i) el
i=1

Donde @, € Ky x*9 €I, entonces cada aq;x*® € 1, y como f es una
sumatoria de elementos de I, f € I.
Definicién 2.4.4 Dado un subconjunto I © K[x,, ... x,,] es un ideal si satisface:

1. 0 €I (el polinomio constante cero pertenece a I)

2. Si f,ge€lentonces f+ g€l (si dos polinomios pertenecen a I, las sumas

pertenecen a I)
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3. Sifelyhe€K]|[xy,..x,],entonces h. f € I. (el producto de un polinomio del ideal

por un polinomio cualquiera, es otro polinomio que pertenece al ideal).

El conjunto de polinomios con varias variables x4, ..., x,, y con coeficientes en K,

siendo Kun cuerpo, forman el anillo de polinomios que denotaremos K[x, ... X, ].

Definiciéon 2.4.5 Sea I c K[x4, ... x,] un subconjunto no vacio. I se llama un ideal

polinomial si:

a) f+gelsiemprequefelygel

b) pf € Isiempreque f € I,y p € K[x4, ... x,] €S un polinomio arbitrario.
Definicion 2.4.6 (Sumay producto de ideal)

Si I y J son ideales, entonces los conjuntos

I'+]={+g:felge]}
n
I.]={ fe-gifu €EL,gr €Jcon n,1<k<n
k=1

son ideales.
(O’Shea, 2010)

Lema24.7. Sif,,..f; € K[x,,...x,] entonces

S
(Fr o £ = z hif,: hy, ..., hy € K[xp, oo X, ]
i=1

Es un ideal K[x, ... x,] llamado el ideal generado por fi, ... f

Demostracion:
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En primer lugar,0 € (fy, ..., fs) por que 0 = }; 0: f; Supongamos ahora que

f=Y1nfi Y 9=2_1qifiyseah € K[x;, ...x,].

Entonces.
S S S
f+g= Zpifi +Zqui + = Z(pifi + qif?)
i=1 i=1 i=1

f+g= Z(pi + g fi €frs s fs)-

Porque es de la forma: Y;;_; h;f; donde h; = p;+q; € K[xq, ...x,] , Y

Bf = ) (hpOf; € (fu o fo)

Porque es de la forma Y;i_; h;f;donde h; = hp; € K[xy, ... xy,]
Esto prueba que (fi, ..., f;) €s un ideal.

Definicion 2.4.8 Un ideal I es finitamente generado si existen fy, ..., fs € K[xq, ... x,]

tales que
I=(f1,..fs)
En este caso decimos que f4, ..., fs forman una base de I.

Teorema 2.4.9 (Teorema de la base de Hilbert). El anillo A =K[x4,...x,] €s
noetheriano, es decir que satisface cualquiera de las dos condiciones equivalentes

siguientes:
1. Todo ideal de A es finitamente generado.
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2. Toda cadena ascendente de ideales de A estabiliza

Teorema 2.4.10 (Teorema de los ceros de Hilbert). Si K es un cuerpo algebraicamente

cerrado, para todo ideal | de K[x;, ... x,,] se tiene:
(version débil) V(D) =1, I = (1)

(version fuerte) 1(V(1)) = VI
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CAPITULO Il

MATERIALES Y METODOS
3.1. MATERIALES

Los materiales necesarios de acuerdo con el tiempo que se programo para este

trabajo de investigacion esta resumido en la tabla siguiente:

Trimestres

Actividad
MA MJ|J| Al S|O| N| D

Revision Bibliografica

X[ X| X[ X
Redaccion del proyecto

X
Presentacion del proyecto

X
Revision y Aprobacion del proyecto

X
Obtencidn del borrador de tesis

X

Sustentacion
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3.2.PRESUPUESTO

El recurso utilizado para el desarrollo de este proyecto de investigacion se ha estimado

de la siguiente manera.

Descripcion Costo Unitario (S/.) Cantidad Costo  total
(S1.)

Bibliografia 60.00 10 2400.00
Papel bond 20.00 3 millares 60.00
Fotocopias 0.10 500 50.00
Memoria USB 30 1 50.00
Impresion 0.20 1000 100.00
Uso de internet 1.00 2.00 200.00
otros 100.00
Costo total 2960.00

3.3. METODOS

El método que se ha utilizado en la presente investigacion es lectura, analisis,

sintesis, justificacion, interpretacion y aplicacion.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

41. ORDENES MONOMIALES

Un orden monomial es una ordenacion de conjunto de monomios de un anillo de
polinomios, se utiliza para poder establecer un algoritmo de divisién en polinomios, en
una variable no se tiene mayor problema ya que se puede ordenar de mayor a menor los
monomios del polinomio que queremos dividir y los del divisor, Pero cuando tenemos

varias variables, sabemos que no hay una manera Unica de ordenar los monomios.

La relacion de orden > sobre el conjunto de monomios gque necesitamos para la
division tiene que ser total, para ordenar los monomios de mayor a menor sin ninguna

ambigiedad, Ademas tiene que ser compatible con el producto.

Definicion 4.1.1 El conjunto de todos los monomios sera denotado por M,,, es decir,

n
Mn = {1_[ xl-“i; ag, ...,y € N}

i=1

En lo que sigue, consideramos M,, las 6rdenes que tienen ciertas propiedades.

(Hernandesi, 2010, pag. 9)

Definicion 4.1.2 Una relacién de orden > sobre el conjunto de los monomios de A =

K[x4, ... x,,] €s un orden monomial si:
(i)> es un orden total (o lineal) en ZZ,.
(i) Sia>pyyeZl, entoncesa+y>p+y.

(iif) > es un buen orden en ZZ%,,. Esto significa que todo subconjunto no vacio Z%,,

tiene un elemento minimo bajo>.
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Lema 4.1.3 Una relacion de orden > en ZZ, es un buen orden si y solo si toda sucesion

estrictamente es decreciente en Z%,

a(l) > a(2) > a(3) ..

es finita.

(O’Shea, Ideals, Varieties,and Algorithms, 2010, pag. 56)

Demostracion:

Probaremos esto con el contra reciproco: > no es un buen orden si y solo si existe

una sucesion estrictamente decreciente infinita en ZZ,.

(=) Si > no es un buen orden, entonces algln subconjunto no vacio S c Z%,.

No tiene elemento minimo. Escojamos a(1) € S. Como a(1) no es elemento
minimo, de modo que existe un a(2) € S con a(1) > a(2). Pero a(2) no es el elemento
minimo, de modo que existe un a(3) € S son a(2) > a(3). Continuando de esta

manera, obtenemos una sucesion estrictamente decreciente;

a(l) > a(2) > a(3) > -

(<) Dada una sucesion infinita estrictamente decreciente.

a(l) > a(2) > a(3) > -

Entonces {a(1), @(2), a(3), ... }. Es un subconjunto no vacio de Z%,. Que no tiene

elementos minimos. Por tanto > no es un buen orden.
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Definicion 4.1.4 (Orden lexicografico)

Dado dos monomios x%xP € K[xy,...,x,Jcon o= (ay,..,a,) Yy B=

(B1, - Bn) € Z3p.

Decimos que a >4, P si, en la diferencia vectorial @« — g € Z%, . La primera
componente sea distinta de cero, de izquierda a derecha es positiva. Entonces este caso

escribiremos  x% >, xfsia >.., B.
(O’Shea, Ideals, Varieties,and Algorithms, 2010, pag. 56)
Ejemplo 4.1.5. Comparaciéon de monomios K|[x4, ..., x,,] con orden lexicogréafico.

Sea xy?z? <., x?yz este orden se distingue muy facilmente, solo hay que fijarse
que la primera variable tenga menor grado en el monomio menor. En caso de que la
primera variable tenga el mismo grado en ambos monomios, nos fijaremos en que la

segunda variable tenga menor grado en el monomio menor y asi sucesivamente.

Ejemplo 4.1.6. sea:

3y > xy8,x5y3z >, x5y%z? | etc.

Nota: el orden lexicogréfico resulta un orden monomial K[xy, ..., x,]

Sin = 3 considerando x; > x, > x3:

666,. 666

x,77 > x,76x,%%x;
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Proposicion 4.1.7 El orden lexicografico en ZZ,,. Es un orden monomial
Demostracion:

i) Que >, es un orden total se deduce directamente de la definicion y del hecho que

el orden numérico usual en ZZ,. Es un orden total.

i) Si @ >, B, entonces la primera componente no nula mas a laizquierda en
a — . Digamos aj — B > 0 es positiva. pero x%. x¥ = x®*V y xB x¥ = xF+v,
Entoncesen (a +y) — (B +y) = a — B, la primera componente no nula més a la

izquierda es de nuevo aj — S > 0.

iii) Supongamos que >;., no fuera un buen orden. Entonces por el lema (4.1.3),

existiria una sucesion estrictamente decreciente finita
a(1) > a(2) > @(3) >pex oo >
De elementos de ZZ,. Mostraremos que esto conduce a una contradiccion.

Consideremos las primeras componentes de los vectores a(i) € Z%,. Por
definicion del orden lexicografico, estas primeras componentes forman una sucesion no
creciente de enteros no negativos, como ZZ%, es bien ordenado, las primeras componentes
de los (i) deben eventualmente estabilizarse. Es decir, existe un K tal que todas las

primeras componentes de los a(i) con i > k son iguales.

Comenzando en a(k), la segunda y la subsiguiente componente entran en juego
en determinar el orden lexicografico. Las segundas componentes de a(k), a(k + 1), ...,
forman una sucesion decreciente. Por el mismo razonamiento de antes, las segundas

componentes también se “estabilizan “en algin momento. Continuando de la misma
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manera, vemos que para algin I, de las a(I) > a(I + 1), son todas iguales. Esto

contradice el hecho que a(l) >, a(l + 1).
Ejemplo 4.1.8. dado dos polinomios fy g.
K[x,y,z,x >y >z
Tenemos los monomios
flx,y,2) = x°y3z?
9(x,y,2) = x°y*z
Vamos a ordenar estos monomios segun el orden lexicografico
Sif(x,y,2) >1ex 9(x,y,2)
x°y3z% >0 x3y*z

(632)—(3B41)=3,-11)

Por lo tanto x°y3z2 >, x3y*z,
Ejemplo 4.1.9.
Sea el polinomio f(x,y,z) = 2xyz? + 323 + 5x3 — y3z € K[x, y, 2]
Escribimos el polinomio de la siguiente manera:
f(x,y,2) = 5x3 + 2xyz? —y3z + 323
Sea el polinomio: f(x,y,z) = 5xy*z + 5z% — 6x3 + 8x%z* € K|[x, y, z]

Orden f(x,y,z) = —6x3 + 8x%*z? + 5xy*z + 5z°
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Ejemplo 4.1.10.

Sea el polinomio: g(x,y,z) = x’y +y+y3 —x — 1+ xy? € K[x,y, 2]
Orden g(x,y,z) =x*y +xy* —x+y3+y—-1

Definicion 4.1.11 (Orden lexicogréafico graduado).

Dado dos monomios x% xf € K[x4,...,x,Jcon a = (ay,..,a,) Yy B=
(B1, -, Bn) € Z%. diremos que @ >pegrex B Si lal > |B], 0 en caso de ser |a| =

|Bl,si @ > deglexf, donde para un monomio cualquiera @ las barras,|@]|, denotan el

orden de 6, o sea lasuma 61+, ...+ 6,,

Seaa.f € Z7,. decimos que a >pegrex B, S

n n
ol = > @ > 181 = Bi,0lal = |81y @ >iex B
i=1 i=1
Vemos que el orden lexicogréafico graduado ordena con el grado total luego cuando son

iguales usaremos el orden lexicogréfico,

Ejemplo 4.1.12.

Sea xy%z% >pegrex X*yz porque |(1,2,2)| =5 >4 = [(2,1,1)|. Eneste orden en
lo primero que hay que fijarse es en el grado total del monomio. Y serd menor el

monomio con menor grado.

Ejemplo 4.1.13.

Sea; K[x,y,z]|,x >y > z; Tenemos los monomios
flx,y,2) = x°y3z*

9(x,y,2z) = x3y*z
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Vamos a ordenar estos monomios segun el orden lexicografico graduado entonces:

64,32 3,4
yz >DegLexxy Z

X

[((6+3+2) =11y |3+4+1)|=8

Por lo tanto x6y3z2 >DegLex x3ytz

Ejemplo 4.1.14.

Seael polinomio  f(x,y,z) = 2xyz* + 323 + 5x3 — y3z € k[x,y, Z]
f(x,y,z) = 2xyz* — y3z + 5x3 + 323

Sea el polinomio: f(x,y,z) = 5xy?z + 5z% — 6x3 + 8x%2z2 € k[x,y, z]

Orden f(x,v,z) = 8x%z% + 5xy?z — 6x3 + 522,

Ejemplo 4.1.15.

Sea el polinomio: g(x,y,z) = x’y +y+y> —x — 1+ xy? € K[x,y, 2]

g, y,z) =x*y+xy?+y3—x+y—1.
Definicion 4.1.16 (Orden Lexicografico Graduado Invertido)

Sea a.f € Z3,. decimos que & >pegreviex B Si

lal = ¥ @ > Bl =T, Bi,olal = |B] Yena—B €22, laprimera

componente no nula por la derecha es negativa.

Ejemplo 4.1.17.
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Si x%2yz? >DegRevLex xy3z pues el grado total de los monomios es el mismo,

pero,

Si x2yz% >pegreviex Xy3z yaque (2,1,2) — (1,3,1) = (1,—2,1) que tiene el
primer elemento no nulo por la derecha es negativa. En este orden, en caso de que los
grados totales de los monomios sean los mismos, los comparamos siguiendo el orden

lexicogréfico.
Ejemplo 4.1.18.
Si el anillo de polinomios es K[x, y, z],x > y > z;Tenemos los monomios
flx,y,2z) = x°y3z?
9(x,y,2) = x3y>2°
Vamos a ordenar estos monomios segun el orden lexicogréafico graduado Invertido
x°y32% >pegreviex x3y>z3
[(6+3+2)=11y|(3+5+3)| =11

Como vemos el grado total de los monomios son iguales, entonces usamos la
diferencia vectorial, encontrar que la primera componente no nula por la derecha sea

negativa.
Entonces
xCy3z? >DegRevLex x3y>z3
(6,3,2) —(3,53)=(3,-2,-1)
Porlotanto  x°y3z2 >, reprex X3y°23
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Ejemplo 4.1.19.

Sea el polinomio: f(x,y,z) = 5xy%z + 5z% — 6x3 + 8x%z% € k[x,y, z]
Orden f(x,y,z) = 5xy?z + 5x%z* — 6x3 + 5z°
Definicion 4.1.20. (Orden Lexicografico Inverso)

Sea a.B € Z%,. decimos que & >;..in B, Si solo si en la diferencia vectorial

a— B € Z™, la primera componente no nula por la derecha es positiva.
Ejemplo 4.1.21.
Si xy3z > ..in X>yz*pues el grado total de los monomios es el mismo, pero,

(1,3,1) - (2,1,2) = (—1,2,—1) cuando los grados totales de los monomios
coinciden, los comparamos siendo el monomio menor el que tenga grado mayor en la
Gltima variable, serd menor el que tenga grado mayor en la penultima variable y asi

sucesivamente.
Ejemplo 4.1.22.
si; K[x,y,z],x >y >z
Tenemos los monomios
flx,y,2) = x°y3z?
9(x,y,2) = x*y°2°
Vamos a ordenar estos monomios segun el orden lexicogréfico inverso

64,32 3.,5,3
XY Z" ZLexin X°Y°Z
x6y3z% > lex graduado invertido x3y>z3
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(6,3,2) —(3,53) =(3,—-2,—-1)
Porlotanto  x%y3z2 >, i, x3y°2z3.
Ejemplo 4.1.23.
Sea el polinomio: f(x,y,z) = 5xy*z + 5z% — 6x3 + 8x%z% € k[x,y, z|
Orden
f(x,y,2z) = 8x?z% + 522 + 5xy?z — 6x3.
Observacion:

Para aclarar la relacion entre el orden lexicografico graduado con el orden
lexicogréafico graduado Invertido, observe que ambos usan el grado total del mismo modo.
Pero la diferencia esta en queé el orden lexicografico graduado usa orden lexicografico, es
decir, observa la variable (mayor 0) mas a la izquierda y escoge la mayor potencia. En
cambio, cuando en el DegReglex coinciden los grados totales, observa la variable (menor

0) mas a la derecha y escoge la menor potencia.
Definicion 4.1.24 (coeficiente, Monomios Principal)

Sean f = Y., a,x® un polinomio no nulo en K[xq, ... x,,] y > un orden

monomial
El multigrado de f es

multigrad(f) = max{a € ZZ;: a, # 0}.
(El maximo es tomado respecto a >).

El coeficiente principal de f = coeficiente lider de f es
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Cp(f) = Cl(f) = Qnultigrad(f) € K.

El monomio principal = monomio lider de f es

mp = ml = xmultigrad(f)

El término principal= término lider de f es
tp(f) = tl(f) = cl(f). mi(f)
sea f(x,y,z) = 6xy3z + 3y?z — 7x* — 8x%y3 y sea > el orden lexicogréfico.
Entonces:

Ordenamos lexicograficamente el polinomio

multigrad(f) cl(f) = -7 ml(f) = x* tl(f) = 7x*
= (4,0,0)

Lema 4.1.25

Sean f, g € K[xq, ... x,] polinomios no nulos.

Entonces:

1) multigrad(fg) = multigrad(f) + multigrad(g).

2)si f+ g # 0, entonces

multigrad(f + g) < max{multigrad(f), multigrad(g)}

Si ademés multigrad(f) + multigrad (g), se cumple la igualdad.

4.2. ALGORITMO DE LA DIVISION

4.2.1 Teorema (algoritmo de la divisién) dado g(x) € K[x] \ {0}, para cualquier
f(x) € K[x] existen q(x),r(x) € K[x] nicamente determinados con las condiciones:
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f=aqg+rconr(x)=00gr(r()) <gr(g(x))
Demostracion
(Existencia) sean f(x) y g(x) polinomios tales que g(x) # 0 en f(x); si f(x) =0
entonces tomemos q(x) = r(x) = 0 tal que: f(x) = g(x)q(x) +r(x)conr(x) =0
Ahorassi f(x) # 0 vamos proceder la demostracion por induccion en gr(f).
Si gr(f) < gr(g), entonces tomamos q = 0 e r = f tenemos . g + f e obtenemos lo
deseado.

Por otro lado, si gr(f) = gr(g), entonces tl(g) divide a tI(f) es asi,

&)
() = 555 t1(9).

()

r = 0 obtenemos lo deseado.
ti(g)

Sitl(f) = ng;(g) 0, entonces tomamos q =

_ay)

e )( g) # 0,entonces

gr( tlgf; ><gr(f)

Por hipétesis de la induccidn, existen polinomios q,,; € K[x] tal que

l
f—%g—qlgﬁ-ﬁ,

Comor; =00 gr(r) < gr(g)asi.

Ahora, tomando q = ZE’:; +q, yr, =r tenemos lo deseado.

Supongamos que existen g4, q,, 11,1, € K[x]tale que

f=qg+tmnn € f=qg+n,

Conr;=00gr(r) < gr(g) parai € {1,2}. Asi, podemos afirmar que
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gr(g) > max{gr(ry), gr(r,)}. Sigue que
O0=f—-f=(@1—q)g+(1—1)

O sea,

=1 =(q1 — q2)g

Sir, # 1y, entonces

gr(g) > max{gr(r), gr(r;)} = gr(r, — 1) = gr((q1 — 42)9) = gr(9).
jAbsurdo!
Si,r, =1, Y (g1 — q2). Como K[x] es un dominioy g # 0,

Se sigue que q; — g, = 0 entonces obviamente q; = q,. Probado.

Teorema 4.2.2 Algoritmo de la division multivariada

La meta de esta seccion es generalizar el algoritmo de la division de polinomios
en una variable a polinomios en varias (n)variables, también llamado proceso de
reduccidn. la principal diferencia es que usamos un algoritmo que divide un polinomio
por un conjunto de polinomios; este algoritmo es esencial para obtencion de Bases de

Grobner de un conjunto de polinomios.

Fijemos un orden monomial >en Z%,, considere F = (fy, ..., fs) una S-uplas
ordenada de polinomios en K[x4,...X,]. Entonces cada f € K[xq,..X,] puede ser

escrito en forma:
f= a1f1+-"+asﬁ5+7‘

donde los “coeficientes” ay, ..., as, y el resto r pertenece K[xq,...x,] la idea
béasica del algoritmo es cancelar el término principal de f usando el termino principal de
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algln f; y repetir este proceso hasta que no se pueda hacer, y r =0 0 r es una
combinacion lineal de monomios (con coeficientes en K), ninguno de los cuales es

divisible por alguno de ti(f,), ..., tL(f).

—F
Llamaremos a r un residuo de la division de f por F y se denota por f . Ademas, si
a;f; # 0, entonces tenemos multigrad(f) > multigrad(a;f;). Veremos un

ejemplo.
Ejemplo 4.2.3. Dividir f por F = (g(x), h(x)).
Para ilustrar el algoritmo de la division en K[xy, ... x,,].

Dados:

f(x) =3x3—4x?2 —5x —2

gx)=x*-1
h(x)=x-2

Dividiendo f por g y h obtenemos:

3x3 —4x2-5x—2 | x%-1 ;x-2

—3y3 +3x 3x—4 ;-2

—4x2—2x -2

4y —4

Por tanto: —2x =6
2x—4

=10

3x3 —4x? —5x—2=0CBx—-4)x*-1)+ (-2)(x—2)—10
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Ejemplo 4.2 4.

Queremos dividir f(x,y) = x’y + xy? +y?> entre g(x,y)=xy—-1 y
h(x,y) = y* — 1 usaremos el orden lexicografico con x > y como mlI(f) es miltiplo

de ml(g) primero dividiremos entre g.

x2y+xy2+y2| xy —1| yZ—1

—x%y +x x+y 1
xy? +x+ y?
—xy’+y
yi+x+y
—yZ+1

x+y+1

Como x + y + 1 no son divisibles por mI(f) ni por ml(g) por tanto queda como

resto, y termina la division.
foy)=x*y+xy* +y* =y - D+ + @ -Di+x+y+1
Ejemplo 4.2.5.

f(x) = x*y + xy* + y* € R[x,y] y{xy — 1,y* — 1} c R[x, y], Respecto al orden

lexicografico (y < x) tenemos
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ry+xy:+y? jxy—-1,y° -1 X
—x?y+x x+y 1 y+1
xy? +x + y?
—xy? +

x+y*+y

—X
y:+y
—y*+1

Y+1

Al final de la divisiontenemos f = (x + yY)(xy— D+ (2 - 1D+ (x+y+ 1)

Ejemplo 4.2.6.

Sea en K[x,y] con el orden lexicografico x > y, dividimos f = xy? + 1 entre f; =

xy+1lyfo,=y+1

i +1 |xy+1, y+1

—xyi-y oy -1
-y+1

+y+1

9

Por tanto:

xy +1=yxy+ 1D+ (D +1)+2.

Definicion 4.2.7 Sea I c K|[x4, ... x,] un ideal distinto de cero {0}.
Seal c K[x, ... x,] un ideal distinto de cero {0}.

Denotamos por tI(I) al conjunto de todos los términos principales de los elementos de

I. Asi

48

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

tp(I) = {cx“: existe f € I contp(f) = cx*}
Denotado por (tp(I)). Al ideal generado por los elementos tp(I).
Proposicion 4.2.8. Sea I c K[xq, ...x,] unideal (tp(I)). Es un ideal monomial.
Existe g4, ..., g€l tal que (tp(D)) = (tp(g1)). ,.... {tp(g.))-
4.3 BASES DE GROBNER

Definicion 4.3.1 Fijado un orden monomial en K[xy, ... x,], un conjunto finito G =

{91, .-.,g:} deunideal I c K[xq, ... x,] es una Base de Grobner para I si

(tp(g1)). ..... {tp(gy)) = (tp(I))

Equivalentemente, un conjunto G = {g4, ..., g} < I es una base de Grobner de I

si solo si el término principal de cualquier elemento de I es divisible por uno de los
tp(g:).
Corolario 4.3.2.

Fijemos un orden monomial. Entonces un ideal I # {0} c K[x;, ... x,] tiene una

base de Grobner. Ademas, toda base de Grobner de un ideal I es una base de I.
Propiedades de las bases de Grobner
Proposicion 4.3.3

Sea G ={g4, ..., g:} una base de Grobner para un ideal I c K[xq,..x,], y sea f €

K[x4, ... x,,] entonces existe un Unico r € K[x4, ... x,,] con las siguientes propiedades:

1) Ninguln terminé de r es divisible por cualquiera de tp(g,), ..., tp(gs)

ii) Existeun g € I tal que f = g + 7.
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En particular, 7 es el residuo en la division de f por G sin importar como los elementos

de G sean listados cuando usemos el algoritmo de la division.
Observacion:

El residuo de r es a veces llamado la forma normal de f y sus propiedades de
unicidad seran exploradas en los ejercicios. En realidad, las bases de Grobner pueden ser

caracterizadas por la unicidad del residuo.

Aunque el residuo r es Unico para una base de Grobner, los coeficientes a; producidos
por el algoritmo de la division f = a;g4 + -+ + a; g, + r pueden cambiar si son listados

los generadores en un orden.
Corolario 4.3.4.

Sea G = {g1, ..., g} una base de Grobner para un ideal I c K[x,...x,]. Sea f €

K[x4, ...x,]. Entonces f € I si y solo si el residuo de la division de f por G es cero.

Definicion 4.3.5 Denotaremos por fF al residuo que resulta de dividir £ por la S-upla
ordenada F = (fy,...,fs). Si F es una base de Grobner para (fy, ..., fs), entonces

podemos considerar a F como un conjunto (sin orden en particular).
Ejemplo 4.3.6.

Sea f(x,y) = xy? con F: (x3y% — y3,x%y3 — y3) € K[x, y]

Si tenemos los siguientes polinomios: f dividido por g.

g(x;y) = x%y* —y?

h(x;y) = x°y® —y3
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Entonces tenemos el resto de la division: y*

3 x3y?-y3xSy3-y3
Entonces fF =1 = x6y2{ Vo y*

Puesto que con el algoritmo de la division produce
x%y? = (2 + ) (Ey* —y*) + 0 (x°y —y°) + y*

Discutiremos después como saber si un conjunto generador dado de un ideal es
una base de Grobner. Como hemos indicado, el “obstaculo” para que {f4, ..., fs} Sea una
base de Grobner es la posible aparicion de combinaciones polinomiales de los f4 cuyos
términos principales no estén en el ideal generado por tp (f;). Una forma en que esto

pueda ocurrir es si los términos principales es una combinacion adecuada.
ax®f; — bxPf;
Se cancelan, dejando solo términos mas pequefios. Por otra parte,
ax“f; — bxﬁfj €l
Asi su término principal esta en (tp(I)).

Definicion 4.3.8 (S — polinomio) Sean f,g € k [x4, ..., x,,] polinomios no nulos.
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Si el multigrad (f) = a y el multigrad (g) = f§,entonces p =
(¥1, -, Yn) donde p; = max (a;, B;) para cada I. llamamos a xP el minimo comun

multiplo del mp (f) y mp(g),y escribimos.
(x? = mem (mp(f), mp(g)).

Un S — polinomio f y g es la combinacion

xP xP
2 " pg)?

S(f,s) =
El S — polinomio S(f, g) estd disefiado para producir la cancelacion de los
términos principales.
Ejemplo 4.3.9

Calcular el S — polinomio f(x,y,z) = (4x*z — 7y?),g(x,y,2) = (xyz* +

3xz?) € R[x, y] con el orden lex.

xP xP

o " w@?

s(f.9) =

x? = x*yz?

tp(f) = 4x°z

tp(g) = xyz*

x%yz? x2yx?
T, (4x%z — 7y?) — paws: (xyz? + 3xz?)

s(f.9) =
yz
s(f,9) = T(4xzz —7y%) — x(xyz? + 3xz?)

7
s(f,g) = x?yz? — Zy3z — x2yz?% — 3x2%22
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7
s(f,9) = —Zy3z — 3x%z7%

Ordenando segun lex.

7
s(f,g) = —3x%z% — Zy3z

Lema 4.3.10. Supongamos que tenemos una suma ;_;c;f;, donde c; €K y el
multigrad (f;) = § € Z2, para todo i. Si el multigrad(}.;_; c;f;) < 8, entonces

(Xi=1 ¢if ) es una combinacion lineal. Con coeficientes en K, de los:

S — polinomio S(f;, f) para 1<jk<s. Ademas cada S(fj fy) tiene

multigrad < 6..
4.4. ALGORITMO DE BUCHBEGER
Teorema 4.4.1. (Criterio de los § —pares de Buchberger)

Sea I un ideal polinomial. Entonces una base G = {g4, ..., g} de I es una base
de Grobner de I si y solo si para toda la pareja i # j, el residuo de la division de S(gi, g]-)

por G (listado en cierto orden) son cero.
Demostracion:

= Si G es una base de Grobner, entonces, dado que S(gi, g,-) € I, el residuo de la

division por G es cero por corolario 4.3.4.

< Sea f €I un polinomio no nulo. Debemos probar que si todos los S —
polinomios tienen residuo cero al dividirlos por G, entonces tp(f) €
(tp(g1), ..., tp(g;)) antes de dar los detalles, vamos a bosquejar la estrategia de la

demostracion.
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Dado f € I = (g1, ..., g¢), existen polinomios h; € K[x;, ... x,,] tales que
f =Ziz1hig; (2)
Del lema 2.4.2, se sigue que
multigrad (f) < max(multigrad (h;g;)) (3)

Si la igualdad no ocurre, entonces alguna cancelacion entre los términos
principales de (2) debe ocurrir. el lema 4.3.10. nos permitira rescribir esto en términos
de los § — polinomios. Entonces nuestra suposicion de que S — polinomios tiene
residuo cero permitira reemplazar los § — polinomios por extensiones para f que tenga
menos cancelaciones de términos principales. Continuando de esta manera, encontramos

eventualmente una expresion (2) para f donde la igualdad ocurre en (3). Entonces
multigrad (f) = (multigrad (h;, g;))

Para algun i , y de ellos se seguira que tp(f) es divisible por tp(g;). Esto demostrara

que tp(f) € (tp(g4),...,tp(g:)), que es lo que queremos probar.

Demos ahora los detalles de la demostracion. Dada una expresion (2) para f, sea m(i) =

multigrad(h;, g;) , y definamos & = max(m(1), ..., m(t)).
Entonces la desigualdad (3) se vuelve
multigrad (f) < 6.

Ahora consideremos todas las posibles maneras en que f puede ser de la forma
(2). Para cada una de estas expresiones, obtenemos posiblemente un & deferente. Ya que
un orden monomial es un buen orden, podemos seleccionar una expresion (2) para f tal

que & sea minimo.
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Mostraremos que una vez que este éminimo es escogido, tenemos
multigrad (f) = 8. Entonces la igualdad ocurre en (3), y como observamos, se sigue

tp(f) € (tp(g1), ..., tp(g,)) esto probara el teorema.

Resta probar que multigrad (f) = 6. Probaremos esto por contradiccion. La
igualdad prueba fallar solo cuando el multigrad (f) < & para aislar los términos de

multigrado & , escribimos f en la forma siguiente:

f=Tmw=sigi + Zmw<s higi = Zm@y=s tP(h) g + Tmy<s(hi —

tp(hy))g; + Tmw<shigi (4)

Los monomios que aparecen en la segunda y la tercera suma del miembro derecho
de la igualdad tienen multigrad < &. Asi, la suposicion de que multigrad (f) < 8
significa que la primera suma también multigrad (f) < 8.

tp(h)g; = Z cix*@g;,
m(i)=6 tp(hgi

Tiene exactamente la forma f; = x*@ g,;. asi el lema (4.3.10) implica esta suma

es una combinacion lineal de los § — polinomios . S(x*Wg;, x*® g, ). Sin embargo,

x4 x4

S(x*WDyg., a(k) T 10 ) —
(<", x091) x“(f)tp(gj)x 9 (g

xa(k)gk

xs L xS
tr(9;) 9i ™ g I*

xSV ik xSV ik
xViktp(g;) 9i = Fiketp(gp Ik

Yik Yjk
_ EVik [ x'J x
w@) 9~ wign Ik
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— x6—yjk5(gj ,gk)
Donde x¥i* = mem(mp(g;), mp(gy)) . Asi existe la constante c;, € K tales que
Ymi=str(hi)gi = Xjk Cirx® i S(g;.9x) (5)

El proximo paso es usar nuestra hipotesis de que el residuo de S(gj ,gk) en la

division por los g4, ..., g; €s cero. Usando el algoritmo de la division, esto significa que

cada S — polinomio puede ser escrito en la forma
S(9;,9x) = Xiz1 i (6)
Donde a;jx € K[x4, ...x,,]. Elalgoritmo de la division también nos dice que
multigrad(a;xg;) < multigrad (S(gj ,gk)) (7)

Para todo i, j, k ver teorema (4.2.2.). Intuitivamente, esto dice que cuando el
residuo es cero, podemos encontrar una expresion para los S(g]- ,gk) en términos de G

donde los términos principales no todos se cancelan.

t
x®7YiksS(g;, gx) = z aijk i
i=1
Donde bj;, = x“‘yiksaijk. Entonces (7) y el lema (4.2.10) implica que
multigrad(bijkgi) < multigrad (x‘s‘ykaS(gj ,gk)) ) (8)

Si sustituimos la expresion de arriba para x‘s‘yikss(gj,gk) en (5), obtenemos la

ecuacion.

tp(hy) g; = z cixx® VS (g, gx) = z Cik (Z biiji) = Z h.g;
i i

m(i)=6 jk Jjk
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La que por (8) tiene la propiedad que para todo i,
multigrad(h,g;) < §

Para el paso final de la prueba, sustituyamos .,,¢i=s tp(h;) g; = X; h,g;enla

ecuacion (4)

Para obtener una expresion para f como una combinacién polinomica de los g;
donde todos los términos tienen multigrad < & esto contradice la minimalidad de &

y completa la prueba de teorema.
Teorema 4.4.2 (Algoritmo de Buchberger)

Seal c K[xy4, ..., x,] un ideal. Entonces una base de Grobner G = {g4, ..., g¢}
de I es una base de Grobner de I si solo si para cada par i # j, el resto de la division de

S(g: gj) entre G es cero.
Ejemplo 4.4.3.
Encontrar una base de Grobner para el ideal I.
Consideremos el anillo K [x, y, z] con el orden lexicogréfico y sea:
I =(f,g) = (x*y* — z,xy*z — xyz).
f,y,2) =x?y? -z
g(x,y,2z) = xy’z — xyz

Ahora encontraremos S — polinomios para f, f, tenemos la formula.

xP xP
T AR AL
xP = x%y?z
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tp(f1) = x%y?
tp( f) = x*y*z

nyZZ nyZZ
S(fl)fZ) = xzyz (xz}’z _Z) -

2, _
2z (xy“z — xyz)

S(fi. f2) = z(x*y? — z) — x(xy*z — xyz)

S(fu, f) = —2> + x*yz
Ordenamos de forma lexicografica.
S(fu f2) = x*yz — z*
Aplicando el algoritmo de la division para S(fq, f2) por f1 vy f>.

Bueno esta division tiene residuo es: x?yz — z? entonces incluimos al generador

xtyz—z*  |x*y*—z, xy*z—xyz
I

0 0 0

x’yz — 7°
0
xiyz —z°

Entonces f; = x%yz — z?

F= {fpfz,fs} = {x2y2 - Z, XyZZ — xyZ,xzyz — zz}.

—FF
Luego obtenemos s(f f3)
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yz? —z? |x%y*—z ,xv’z—xyz ,x’yz —z?

0 0 0 0
yz? — 72

0

yz? — 72

0

yz? — 7?

——F—FF
Por lo tanto, el residuo es: s(f, ;) =0

Encontramos S-polinomio s(f, f3)

xP = x2y?z
tpfi = x%y?
tpfs = x*yz
x2y?z x%y?z
s(fufs) = W(xzyz —z) — . (x%yz — z2)

s(fufs) = 2(x*y* — 2) — y(x*yz — 2%)
s(fufs) = x*y?*z — 2% — x?y%z + yz?
s(fufs) = -2 +yz*
Ordenando de forma Lexicografico.

Obtenemos

s(fuf3) = yz* - 22

Luego usamos el algoritmo de la division para s(flf3)para F
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Ya que nuestro residuo no es nulo agregamos a nuestro generador
fo = yz* - 2*
F= (fl)fZ!f3»ﬁl-) = {x2y2 - ZnyZZ - xyZ,xzyZ - ZZ 'yZZ - ZZ}

—F
Por otro lado, determinando s(fy f;) Obtenemos:

yz? — 7° Fczyz—z , Xy*z—xyz , x*yz—z* |, yz* —z*
0 "0 0 0 I
yzz _ Z2
0
yz2 _ Zz
0
yz? — z*
—yz? + z7°
0
s(hf) = 0
Encontrando S — polinomio S(f;f,)
xP = x2y?y?
tp(f1) = x*y?
tp(f4) = yz*
x2y?z?
x2y?

2y?y

yz?

x 2

SUfufa) = (x*y* —2) — (yz* — 2%

S(fu fa) = 22 (x*y* — 2) — x*y(yz* — z%)
S(fi, fa) = x*y?z? — 2° — x*y?z* + x*yz?

S(fi. fu) = =23 + x*yz?
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Ordenamos el polinomio de forma lexicografica

Luego usamos algoritmo de la division para el polinomio S(f;, f3) por F

a
xiyz? — yz? |x2j;2 —z,xy%z — xyz,x*yz — z°, yz® — z°

x?yz — z? 0 0 -1 1
yz? —z?

—yz? 4+ z*

0

Ya que nuestro residuo es cero. Por lo tanto, no debemos incluir al conjunto

generador.

F={fifofa. fu} = (x*y* — z,xy?*z — xyz ,x*yz — z%,yz* — z%}.
Encontramos S — polinomio S(fi, f4)
xP = x2y?z?
tp(f1) = x*y*
tp(fs) = yz*
2.,2,,2 x2 ZZZ

S ) =~ (2 =)

yZZ (yZZ_ZZ)

S(f1, fo) = 22 (x?y? — z) — x*y(yz* — z?%)
S(fi, fa) = x*y?z? — 2% — x%y?z% + x*yz?
S(fu, fa) = =23 + x2yz?

Segun el orden lexicogriafico.

S(fufa) = x*yz* — z°
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Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f3, f1)

x*yz? — 2% |x*y? —z,xy’z — xyz, xPyz — 27, yz® — 27

—xyz? 4+ 22 0 0 0 0

0

Encontrando S-polinomio S(f5, f3)
xP = x%y?z de término lideres

x2y2z x2y2z 2 2
X“YVZ — Z
iy XY )

S(far f3) = (xy?z — xyz) —

xy?z
S(fa f3) = x(xy?z — xyz) — y(x*yz — 2%)
S(for f3) = x*y*z — x*yz — x*y*z + yz*
S(fo fs) = —x*yz + yz*

S(fa, f3) = —x%yz + yz*°.

Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f», f3) por F

—x’yz +yz* ‘Jﬁy2 —z,xy*z—xyz,x*yz—z°,yz* - 7*

0 0 0 -1 |
—x*yz + yz?
0
—x?yz + yz?
x*yz —z°
yzt — 77
—yz* + 7

0
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Ya nuestro residuo es cero no debemos incluir en nuestro conjunto generador
F={fifofsfa} = 6% = 2,xy%z — xyz,x%yz — 2%, y2* — 7%}
Encontrando S-polinomios S(f2 f3)

xP = xy?z?
tp(f2) = xy*z
tp(ty) = yz*

2 2,2

z? xy*z

x
4 (xy%z — xyz) —

xy?z

S(fz,f4) = (yz* - z%)

yz?

S(fofs) = 2(xy?z — xyz) — xy(yz? — 22)

S(fz,f4) = xy?z? — xyz? — xy?z% + xyz?
5(f2,f4) =0

Ya qué nuestro s-polinomio es cero. Por tanto, F no tiene ningin cambio.
F={fufofs fu} = (x*y* = 2,xy*2 — xyz,x*yz — 2, yz* — 2°}
Encontremos S-polinomio S(f3, f4)
xP = x2yz?

tp(f3) = x*yz

tp(fa) = yz*

2 2

x°yz
x%yz

x%yz?

(x*yz —z%) — (yz* — z?)

S(fs fa) =

yz?
S(fs fa) = z(x*yz — z°) — x*(yz* — z°)
S(fa, fo) = x*yz? — 2% — x%yz? 4+ x*22

S(fs, fa) = —2° + x*2°
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Ordenando segun lex

S(fa, fa) = x*2* = 2°

Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f3, f4) por F

x?z? —z* |Py® —z,xy’z—xyz,x*yz —z% yz* — z*
0 0 0 0 0
x272 — 78

0
x2z2 — 73
0
x2z2 — 73
0
272 — 73

Nuestro residuo no es nulo. Por tanto, incluimos nuestro residuo en nuestro

conjunto generador fs = x%z% — z3.entonces
F= {flﬁfZﬁf3ﬁf4ﬂf5} = {xzyz - z,xyzz —xyZ,xzyZ _ZZ'yZZ _ZZ'XZZZ _23}

———FF
Luego determinamos s(f3 f;) obtenemos:
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x*z? — 2% |x*y? —z ,xy*z—xyz,x*yz — 2%, yz* — 2%, x*z* - 7*

0 0 0 0 0 l

x2z? —7°
x2z? - z*
x%z? — 78

x%z% - z*

—x?z2 4 23

Entonces tenemos

—
S(fs,f4) =0
- F
Encontrar S- polinomio de s(fgfs)
xP = x2yz?®

tp(f3) = x*yz

tp(fs) = x*z*

ZyZZ
Z

x%yz? x
x2 2

(x%yz —z%) — (x%z% — z3)

5(f3f5) =

x*yz
s(fs.fs) = z(x%yz — z2) — y(x?2% — 2°)
(fafs) = x%y yz: +y

(fafs) = —2° +yz*

Ordenamos de forma lexicogriafica.

(fs,fs) =yz® - 23
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Luego utilizamos el algoritmo de la division para S(f3 fs) por F

yz? —7° |Jtc2y2 —z,xy*z —xyz,x’yz — z%,yz* — 2%, x*z* - 7*

0 0 0 0 0 l

yz® — 73
0
yz® — 73
0
yz® — 28
0

yz® —z°

Nuestro residuo de la division es cero. Por tanto, no incluimos a nuestro

conjunto generador. Por tanto, no tenemos cambios de F

F= {flﬁfZﬁf3ﬁf4ﬂfS}

= {x%y? — 7 ,xy%z — xyz ,x*yz — z%,yz? — 7%, x%2% — 73
y y Yy y y
Encontramos S — polinomios S(f3, fs)
xP = x*yz?

tp(f3) = yz*

tp(fs) = x*2*

2 2 2

7 x%yz
}’2 (yz2 — 22) _xz_yzz(xzzz —2%)

X
yz

S(far f5) =
S(fa f5) = x*(yz* — z%) — y(x?2* — 2°)
S(fu, fs) = x? yz? — x22z% — x?yz? + yz3

S(fa fs) = —x*z* + yz*3
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Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f4, f5) por F

—x%z% + yz? |x2y2 —z,xy%*z —xyz ,x*yz — 2%, yz* — z°,x%z* — z*

0 0 0 0 Z -1
—x?z% +yz?
0
—x%z? + yz?
0
—x%z? + yz?
x%z? — 73
yz? —z°
—yz? + z°

0

Por tanto, nuestro residuo es cero no debemos incluir a nuestro conjunto

generador. Por tanto, F no tiene ningin cambio.

F={fi.f2 f3 fa fs}

=1x —Z,XY“Z — XYZ ,X“yZ — z“,yZ* — Z°,X“2“ — Z
2y2 y2 y Zy 2 y 2 2 .22 3
Encontramos S — polinomios S(fi, f)
xP = x2y?z2

tp(f1) = x%y?
tp(fs) = x%2*

2y2Z2 x2y222

X
S(fl’fs) = W(xzyz - Z) —W(xZZZ —Z3)

S(fi f5) = 2°(x%y?* — z) — y?*(x?z* — z3)
S(fi, fs) = x?y?z® — 23 — x*y?z* + y*2°
S(fu fs) = —2z° + y?z°
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Ordenamos segln lex.

S(fifs) =y?z° = 2°

Utilizamos el algoritmo de la division para S(f;, f5) por F

y2z% — 2% |x%y? — z,xy%z — xyz ,x?yz — 23, vz — 2%, x%z% — 2*

0 0 0 0 VZ+z 0
y2z3 — 73
0
y2z3 — z®
0
yzzg — 52
_},222 + yza
yZS _ 23
—yz? + 22
0

Nuestro residuo es cero. Por tanto, no se incluye a nuestro conjunto generador.
F= {flﬁfZﬁfBﬁﬁlﬂfS}
= {x%y? — z,xy%z — xyz ,x*yz — z%,yz% — z%,x%2% — 73}
Encontramos S- polinomio S(f5, fs)

xP = x2y?z?

tp(f2) = xy*z

tp(fs) = x22*

x%y?z? x2y272
S(f2.fs5) = 27 (xyZZ - xyz) — 2,7 (xzzz — 23)

S(fa, fs) = xy(xy?z — xyz) — y*(x*z* — 2°)
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S(fr fi) = %2222 — x%y72 — x2y272 4 y273
S(fo fs) = —x2yz? 4+ y*z3

Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f», f5)por F

—x*yz? +y*z3 )Py? —z,xy’z —xyz , X’yz — 2%, yz* — 2%, x*2* — 2°

0 0 0 0 yZ -y
—x?yz? + yiz?
0
—x2yz? + yi7?
0
—x2yz? + 27}
x?yz? —yz?
y2zt — yz?
—y22% 4y

0

Ya que nuestro residuo es cero. Por tanto, no debemos incluir al conjunto

generador. Por tenemos.

F={fufofsfa fs} = (x?y? — z,xy*z — xyz ,x*yz — 2%,y2* — 2%, x*7* — 7°}

Ya concluimos todas las combinaciones podemos observar que

———Afufo.f3.fafs} . .
s(f.f,) =0Vi>]j

Y asi finalmente se tiene que
F= {f1'f21f31f4'f5}
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F ={x?y? —z,xy%z — xyz,x*yz — z%,yz% — z%,x%2? — z3}.

Es una base de Grébner.

Ejemplo 4.4.4.
Usando la aplicacion (COCOA)

Encontrar una base de Grobner para el ideal I

I =(f,g) = (x*y? — z,xy?z — xyz)

Use R: =QQ [X, Y, Z], Lex;
G: = GBasis (Ideal (X"2*Y"2-Z, X* Y2*Z-X*Y*2));
G;

[X* YA2*Z- X*NY*Z, XN2*YN2-Z, - XI2*N*Z+ZN2, Y'* ZN2-212, XN\2* ZM2- Z13]

Ejemplo 4.4.5. Resolver sistema de ecuaciones
x2+y?+2z2-3=0
x2+2z2-2=0
x—y+2z=0
Sea el ideal
[=(x>+y?+22-3=0,x*+2%—-2,x —y + 2z),
Resolvemos el sistema de ecuaciones por medio de software COCOA.
Obtenemos las bases de Grobner
G ={1—26z%+ 25z* 4y + 21z — 2523,4x + 29z — 25z3}.

Entonces tenemos,
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1—-262z2+25z* =0y 4y+21z—25z3 =0y 4x + 29z — 252z3=0

Obtenemos

y:—]_)z:—’
1
y_l;z__gi
y=1,z=1
-7
X =—
5
x=1
7
X ==
5

Ejemplo 4.4.6. solucidn de sistema de ecuacion lineal por método de Gauss Jordan

x+y+2z=1

{2x+3y+z=0
x—y—z=-1

Solucioén:

La matriz ampliada del sistema es

2 3.1 0\ 0 5 3 2
Ay=(1 1 2 1]|2=4,=(0 2 3 2|A—-Ff

1 —1-1 -1/ 7% 1 -1-1 -1

0 3 0 0 0 1.0 0)
A; =10 2 3 2)71A4=<023 zﬁ

1 -1-1 -1/7 1 —-1-1 —-1/7* ™"

01 0 0 0 1 0 0
A5=<0 0 3 2>§A6= 00 1 Z|f+fp

1 0-1 -1/" 1 0-1 -1
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Reordenamos las tres filas obtenemos

o~

[e0]

Il

S O =
o =, O
= o O
wlwowl’l\

Ya tenemos resultados de nuestro sistema

resolvamos el mismo sistema de ecuacion, haciendo el uso de las bases de Grébner

Ejemplo 4.4.7.

Resolvemos el sistema de ecuaciones por medio de software COCOA.

2x+3y+z=0
x+y+2z=1
x—y—z=-1

Inicialmente encontramos las bases de Grdbner

Use R:: = QQ[X,Y,Z],Lex;
G := GBasis (Ideal(2*X+3*Y+Z X+Y+2*Z-1,X-Y-Z+1));
G;

[X +1/3, Y,Z-2/3]

Por tanto, tenemos las raices de las variables

2
x=75 ,y=0,2z=3
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Ejemplo 4.4.8. Grafique los conjuntos algebraicos:
x2+y2+(z—1)%> —4,x% 4+ z?> — 1 € R3 es el conjunto de los ceros de
x2+y2+(z—-1)2-4=0

xX>+z2-1=0

Figura 1. La curva de interseccion de la esfera de centro (0,0,1) y de radio 2 y el cilindro

circular de radio 1 conel eje Y
Usamos COCOA para hallar las bases de Grobner del ideal generado por los polinomios

dados:

Use R: =QQ [X, Y, Z], Lex;
G: = GBasis (Ideal(X"2+Y"2+(Z-1) "2-4, X"2+2Z"2-1);
G;

[X"2+272-1, Y/2-2Z-2]

Obtenemos:G = {x? + z? — 1,y? — 2z — 2}
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Figura 2. Es la interseccion de los cilindros y> —2z—2=0y x?+2z2-1=0

Ejemplo 4.4.9.

x2+y?—2z=0 0 z+ 2 =0, este es un conjunto algebraico no irreductible y por tanto

no es una variedad afin

Figura 3. Conjunto algebraico no irreductible y por tanto no es una variedad afin
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V. CONCLUSIONES

e Selogré desarrollar todo el proceso para determinar las Bases de Grobner y aplicar
estas para encontrar la solucion de sistemas de ecuaciones polinomiales, de tal
manera que podemos concluir que con las bases de Grobner se pueden resolver
sistemas de ecuaciones polinomiales.

e Se logro analizar de manera integra las 6rdenes monomiales, llegando a la
conclusion que es importante e influyen en la determinacion de una Base de
Grobner.

e Se ha logrado analizar y demostrar el algoritmo de la division, concluyendo que
esta es una herramienta central para la obtencion de las bases de Grobner

e Sehalogrado analizar el algoritmo de Buchberger, encontrando que esta nos lleva

a determinar las bases de Grobner utilizando herramientas computacionales.
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VI. RECOMENDACIONES

e A los docentes de departamento, se les insita fomentar en los estudiantes de
matematica la investigacion no solo en temas de matematica tedrica sino ella

como herramienta para la matematica aplicada.

e A los estudiantes de matematica, utilizar el presente documento como base para
estudios futuros acerca del tema y profundizar sobre las aplicaciones de bases de
Grobner. Como solucién de sistemas de ecuaciones polinomiales en varias variables,

relacion de las variedades algebraicas con los ideales de polinomios, solucion del
problema de los tres colores, solucién de problemas de optimizacion con restricciones

polinomiales en varias variables y solucion de problemas de programacion entera.

e Instar a los estudiantes del departamento de Matemaética investigar sobre el uso de

nuevos métodos para la solucion de sistema de ecuaciones Polinomiales.

e Experimentar mas sobre el uso de softwares que permitan determinar bases como
el COCOA, SINGULAR, MACAULAY etc. Ya que son herramientas

fundamentales para el desarrollo de muchas investigaciones.
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