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RESUMEN

Un funcional lineal es un operador lineal con dominio en un espacio vectorial X y la
imagen en un campo escalar IK. El objetivo central de esta investigacion es representar
funcionales lineales en el espacio de funciones continuas, asimismo demostrar el teorema
de representacion de Riesz y mostrar aplicaciones concretas de este teorema en el andlisis
funcional, para lo cual iniciamos con el estudio de espacios vectoriales, transformaciones

lineales, espacios métricos, espacios de normados y espacios de Hilbert.

Palabras clave: Anélisis funcional, espacios de Hilbert, teorema de la representacion de

Riesz.
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ABSTRACT

A linear functional is a linear operator with domain in a vector space X and the image
in a scalar field IK. The central objective of this research is to represent linear functionals
in the space of continuous functions, as well as to prove the representation theorem of
Riesz and show specific applications of this theorem in functional analysis, for which we
start with the study of vector spaces, linear transformations, metric spaces, normed spaces

and Hilbert spaces.

Keywords: Functional analysis, Hilbert spaces, Riesz representation theorem.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. Descripcion del problema

En el andlisis funcional, el teorema de la representacion de Riesz ampliamente estudia-
da para la representacion de los funcionales lineales continuos. La presente investigacion
desarrolla este resultado, expuesto por Frigys Riesz, afirma que cualquier funcional lineal
continuo positivo sobre el espacio de funciones continuas definido en cierto espacio to-
poldgico, puede representarse de forma unica por un espacio con producto interno, este
resultado es conocido como el teorema de representacion de Riesz. En cada caso se enun-
cia, la teoria necesaria para conseguir la demostracion del teorema de Riesz. Finalmente,

se muestran dos aplicaciones concretas.

Por lo que enunciamos la siguiente interrogante:

(, Como se representa funcionales lineales en el espacio de funciones continuas?

1.2. Antecedentes de la investigacion

A continuacion, se presenta la revision de literatura a nivel internacional y nacional,

referente al tema objeto de investigacion:

= Los estudios de Yuh-jia (1997) generaliza el teorema de representacion de Riesz a
dimensiones infinitas, asi mismo concluye que el teorema en mencion se ha genera-

lizado por varias clases de funciones continuas sobre varios espacios topolégicos.

= Del Rio (2017) da una demostracion directa del teorema de representacion de F.

Riesz que caracteriza los funcionales lineales actuando en el espacio vectorial de

11
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funciones continuas definidas en un conjunto KK, toma como punto de partida la
formulacién original de Riesz, donde KK es un intervalo cerrado, usando la teoria ele-
mental, da una demostracion para el caso en que J es un conjunto arbitrario compacto

de ndmeros reales.

= Por su parte Horvath (s.f.) afirma que algunos de los resultados de Riesz son validos
en el caso de un espacio de producto interno abstracto, y conduce a sistemas ortonor-
males méximos que no son totales, concluye con una demostracién debida a Akos
Csaszar que muestra que una variante de la condicién de Riesz implica la forma de

Fischer (es decir, integridad).
1.3. Hipotesis de la investigacion

Las funcionales lineales en el espacio de funciones continuas se representan a través

del teorema de la representacion de Riesz.

1.4. Objetivos de la investigacion
1.4.1. Objetivo general

Representar funcionales lineales en el espacio de funciones continuas
1.4.2. Objetivos especificos
= Demostrar el teorema de la representacion de Riesz

= Mostrar aplicaciones concretas del teorema de la representacion de Riesz

12
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CAPITULO 11

REVISION DE LITERATURA

En este capitulo presentamos algunos resultados y definiciones, entre estos podemos
citar: espacios vectoriales, espacios métricos, espacios métricos completos, espacios de
Banach y espacios de Hilbert. Para este capitulo tomaremos de referencia los siguientes
libros de texto: [1], [2], [3], [4], [5].[6] y [7], este capitulo se inicia presentando diferentes

conceptos del dlgebra lineal.

2.1. Espacios vectoriales

Definicion 2.1 ([2]). Un espacio vectorial V' (sobre un campo R o C) es un conjunto de

objetos llamados vectores en el que se definen dos operaciones:

1. Suma

+:VxV =V
(w,v) > u+v

verificando las siguientes propiedades

a)u+v=v+uVvVu,vevV conmutativa
by u+v)+w=u+(v+w),Vuv,weV asociativa
c) Existe0 e Vtalqueu+0=0+u=u,VuecV elemento neutro

dyVueV,3(—u) e Vtalqueu+ (—u) =(—u)+u=0  elemento opuesto

2. Producto por un escalar
cKxV =V
(A,u) > A-u
verificando las siguientes propiedades

13
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a)l-u=uVueV
by - (p-u) =) - w,V\ peK VueV
o) A+p)u=Aut+p-u,VA\peKVYaeV

dXN-(u+v)=A-ut+ - v,VAeKVuvelV
Los elementos de un espacio vectorial se llaman vectores.

Ejemplo 2.1. A continuacién presentamos ejemplos sobre espacios vectoriales con las

operaciones que se indican.

1. El conjunto de n-uplas de nimeros reales
R" = {x = (21,22, ..., xn) = ()1<i<n/Ti € R, 1 <7 < n}
con las operaciones
X+y = (T1+ Y1, T2+ Y2, -, Tn + Yn)
AX = (Ax1, A\Zg, ..., ATy,)
2. El conjunto de matrices de dimension n X m

Msm(R) = {A = (aij) 1<i<n faz € R, 1 <i<n, 1 <j < m}

1<j<m

con las operaciones suma de matrices y producto por nimeros reales.

3. El conjunto de todos los polinomio con coeficientes reales en la variable x

PR) = {zn:akxk/n eN,a; € ]R}

k=0

con las clasicas operaciones de suma y producto por numeros reales.

4. El conjunto de todas las funciones reales
FR)={f:R— R}
con las operaciones suma de funciones y producto por nimeros reales.

14
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5. El conjunto de todas las sucesiones de nlimeros reales
oo
S ={(zn)2/rn € Ryn > 1}
con las operaciones suma de sucesiones y producto por nimeros reales.

6. Sea C'(—0o0, 00) el conjunto de todas las funciones continuas de valores reales defi-
nida sobre toda la recta real. Este conjunto consta de todas las funciones polindmicas

y de todas las demds funciones que son continuas sobre toda la recta real.

7. Consideramos que V' es el conjunto de todas las funciones continuas de valor real
definidas sobre el intervalo [0, 1]. La adicion para V' es la adicién ordinaria de fun-
ciones (f + g)(x) = f(x) + g(x). El campo escalar R es de los nimeros reales. Si

A € Ry f € V la multiplicacién escalar queda definida por (A f)(x) = A\(f(x)).

Definicion 2.2 (Subespacio)([2]). Si V' es un espacio vectorial sobre R y W un subcon-
junto de V' que asu vez tambien espacio vectorial sobre R considerando la adicién y la

multiplicacién escalar de V', entonces decimos que W es un subespacio de V.

Teorema 2.1 (Condicién suficiente)([8]). Si V' es un espacio vectorialy W C V, W # (),
entonces 11 es subespacio vectorial de V' si y sélo si cumple las siguientes condiciones

de cerradura
l.u+veW,VuvelW
2. ueW, VAeKyYue W

Demostracion. =] Evidente, pues W es espacio vectorial.

<] (1) y (2) garantizan que las operaciones estdn bien definidas sobre W, al ser éste
un conjunto cerrado respecto de ellas. Ademds, por ser ¥ un subconjunto de V/,
se verifican todas las propiedades de la suma y el producto siempre que sea cierto
que 0 € W y que el opuesto de cualquier elemento de 11 estd en 1. Esto es, para

cualquieru € W,
0=0-ueWy —u=(-1)-ueW

15
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luego IV es un subespacio vectorial de V.

]

Ahora presentamos una de las caracteristicas mas importantes de un espacio vectorial,

que es una obtencién de nuevos vectores a partir de vectores dados.

Definicion 2.3 (Dependencia lineal)([2]). Si V' es un espacio vectorial sobre R o Cy
U1, Vg, ..., Up ¥ O, ..., (i, SON, TESPECtivamente n vectores en V' y n escalares en R, enton-
ces el vector

V= QU1 + QoUy + - - - + U,
se llama combinacion lineal de v1, ..., v,, con coeficientes o, ..., v,.

Si todo vector en un espacio vectorial dado puede expresarse como una combinacién
lineal de vectores en un conjunto ¥ dado, entonces se dice que W es un conjunto gene-

rador del espacio vectorial.

Definicion 2.4 (Conjunto generador)([9]). Sea W = {v;, vy, ..., v} un subconjunto del
espacio vectorial V. El conjunto 11" se denomina conjunto generador de V', si todo vector
en V' puede expresarse como una combinacion lineal de vectores en 1. En estos casos se

dice que W generaa V.
Abhora definimos la dependencia e independencia lineal.

Definicion 2.5 ([9]). Sea V' un espacio vectorial y vy, v, ...,v, € V. Decimos que el
conjunto {vy, ...,v,} es linealmente independiente (LI), o que los vectores vy, .., v, son
LI, si la ecuacion

avy + -+ o, =0
implica que a1 = ay = -+ = a,, = 0. En caso en que exista algin «; # 0 decimos que

{v1, ..., v, } es linealmente dependiente (LD), o que los vectores vy, ..., v, son LD.

Abhora, estamos interesados en encontrar, dentro de un espacio vectorial V', un conjunto

finito de vectores, tales que cualquier otro vector de 1 sea una combinacion lineal de ellos.

16
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En otras palabras, queremos determinar un conjunto de vectores que genere V' y tal que
todos los elementos sean realmente necesarios para generar V. Este tipo de conjuntos

forma una base del espacio vectorial.

Definicion 2.6 ([8]). Un conjunto {vy, ..., v, } de vectores de V' serd una base de V' si:
1. {vy,...,v,} es LI
2. {v1,...,v,} es un conjunto generador de V'

Definicion 2.7 (Dimension de un espacio vectorial)([9]). Si un espacio vectorial V' tiene
una base que consta de n vectores, entonces el niimero n se denomina dimensién de V' y
se denota por dim(V') = n. Si V' consta solamente del vector cero, entonces la dimensién

de V se define como cero.

Teorema 2.2 ([2]). Si V' es un espacio vectorial de dimension finita sobre R y dimV = n,

entonces cualesquiera n + 1 vectores en V' son linealmente dependientes.

La estructura de subespacios de un espacio vectorial de dimension finita se describe en

el teorema siguiente.

Teorema 2.3 ([2]). Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre R y sea W un

subespacio de V. Entonces, IV es de dimensién finita y
dimW < dimV (2.1)
la ecuacion (2.1) se convierte en una igualdad siy s6losi W = V.

2.2. Transformaciones lineales

Pasamos ahora, al estudio de las transformaciones lineales, que se caracteriza por cier-
tas funciones que llevan elementos de un espacio vectorial en otro, de gran importancia

en todas las areas de las ciencias exactas.

Definicion 2.8 (Transforamcion lineal)([10]). Sean U y V espacios vectoriales sobre el

17
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campo R. Una transformacion lineal 7' : U — V es una funcion de U en V' que satisface

las propiedades:
1. Yuy,us € U, T(uy +uz) = T'(ur) + T'(uz)
2. Vae R,u e U;T(au) = aT'(u)
Ademas estas propiedades pueden ser expresadas como una sola de la siguiente forma:
T(aquy + agug) = T (uq) + 2T (usg)
para todo uy, us en U y o, s en R.

Ejemplo 2.2. La transformacién 7' : R? — R? definida por
T(xz,y) = (2x — y, 3z + 5y)
es lineal.
1. Seau; = (w1,91) y us = (2, y2) vectores de R?, se tiene que:

T(ur + uz) = T((z1,91) + (22, y2))
=T(21 + 72,91 + Y2)
= (2(z1 +22) — (11 + ¥2), 3(z1 + 22) + 5(y1 +12))
= (221 + 2w9 — Y1 — Yo, 31 + 322 + Sy1 + Hyo)
= (221 — y1, 371 + 5y1) + (229 — Yo, 39 + HYyo)

18
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2. Paratodo o € R, u; € R? se tiene que:

T(ouy) = T(a(z1,y1))
= T(axy, ayy)
= (2ay — ayy, 3axy + Say,)
= (a(2x1 — y1), a(3z1 + 5y1))
= a(2z1 — y1, 321 + 5y1)

= oT(uy)
Por consiguiente, 7' es una transformacion lineal.
Ejemplo 2.3. La transformacién 7" : R? — R? tal que
T(z,y) = (z*,y)
es no lineal.
1. Seau; = (w1,41) y us = (w2, y2) vectores de R?, tenemos:

T(uy +ug) =T (21, y1) + (z2,92))
=T(x1 4+ x2,y1 + y2)
= (w1 + 22)°, (Y1 + 12)%)

Por otro lado, T'(u; )+ T (us) = (2423, y? +y3). Luego, como (21 +15)* # 7+ 23

y (y1 +y2)? # 3?2 + 3, tenemos que T (uy + uz) # T'(uy) + T(uz).

Ejemplo 2.4. Sea V = C ([a,b],R) el espacio de funciones f : [a,b] — R continuas.

SeaT : V — R dada por
b
1) = [ fa)da

T es una transformacion lineal de V en R.

19
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1. Dado f,g € C([a,b]) se sigue
T(f+9) = [ (7 +9)a)s
~ [ )+ gtapas

/f d:v—l—/ g(x)dx

(f) +T(9)

2. Considerando o € R se sigue

rf) = [ (o) (a)da
- /ab af(x)dx

—a / ’ f(x)dz

Por lo tanto, 7" es una transformacion lineal.

A continuacién, presentamos algunos resultados basicos, pero importantes de transforma-

ciones lineales.

Corolario 2.1 ([10]). Sean U y V espacios vectoriales sobre Ky 7" : U — V una

transformacion lineal. Entonces,
a) T'(0y) = Oy, donde Oy y Oy denotan los vectores nulos de U y V/, respectivamente.
b) T(—u) = —T'(u), paracadau € U.

o) T (Z oziui) = Z%T(Ui), donde o; € Ky u; € Uparai € {1,...,m}.
i=1 i=1
Demostracion. a) Seau € Uy a € IK. Por el hecho de T ser transformacién lineal,
entonces T'(au) = aT'(u).

Tomando a = 0 tenemos 7'(0 - u) = 07" (u) = 0,.

20
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b) Seau € Uy a € K. Como T es una transformacion lineal entonces 7'(au) = o7 (u).

Tomando o = —1 tenemos T'(—1 - u) = —1T(u) = =T (u).

¢) La demostracion de este item se hard por induccién sobre m € IN.

Parael casode m = 1, T'(aquy) = o T (uy) es vélido, pues T es lineal.
k k
Supongamos que la propiedad es védlida param = k, estoes, T’ (Z aiui> = Z a; T (w;).
i=1 i=1
Vamos a mostrar que la propiedad es vélida tambien para m = k + 1. En efecto,

k+1 k
T (Z Oéﬂj@) =T (Z oy + (ak+1uk+1)>
=1 =1
k
=T (Z aiui) + T (1 Us1)-

=1

Usando la hipodtesis de induccion y la linealidad de 7' nuevamente,

k+1 k
T (Z oziuz) = Z OéZT(U1> + T(ak+1uk+1)
=1 i=1
k
= Z o T (w;) + a1 T (up+1)

i=1
k+1

Luego, la propiedad es vélida param = k + 1.

Por lo tanto, la propiedad vale para todo m € IN.

]

Una propiedad importante de una transformacion lineal es que ella queda totalmente
determinada si conocemos sus valores en los vectores de una base de su dominio. Comen-

cemos con un ejemplo.

Ejemplo 2.5. Hallar, si es posible, una transformacién lineal f : R? — R? que verifique

f(1,1) =(0,1)y f(1,0) = (2,3).

Dado (71, 15) € R? se tiene que (21, 72) = x29(1,1) + (21 — 22)(1,0).

21
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Entonces, si f verifica lo pedido, entonces
f(ﬂ?l,.’l,‘g) = T2 f<]-7 1) + ('rl - ‘TQ) ’ f(lJO)

=129(0,1) + (x1 — 22)(2,3)

= (21’1 — 2[132, 3£L‘1 — 21’2)
Ademas, esta funcion es una transformacion lineal y que vale

fL,1)=(0,1) 'y f(1,0)=(2,3)

Luego,

f(l‘l,l'g) == (21‘1 — 2%2, 31‘1 — 21’2)
es la Unica transformacidn lineal que satisface lo pedido.

Ejemplo 2.6. Sea T : R?* — TV una transformacién lineal de R? en un espacio vectorial

w.

Tenemos que B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} es una base candnica

de R3. Dado cualquier vector v € R3, tenemos

v = (:z;,y,z) = l‘(l,0,0) + y<07 170) + Z(0,0, 1)

= xey +yes + zegconz,y,z € R
ahora, tenemos

T(v) =T (ver + yea + ze3)

= 2T (e1) + yT(e2) + 2T (e3)

osea, cualquier transformacién lineal de R?® queda completamente determinada por su
actuacion en los vectores de la base {e;, €5, e3}. Por ejemplo: T'(—3,5,0) = —3T'(e1) +
5T (e2) 4+ 0T (e3).

Ahora, en el siguiente teorema generalizamos este resultado.
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Teorema 2.4 ([11]). Consideramos espacios vectoriales V' 'y W sobre un cuerpo K y
sea B = {vy,...,v,} una base de V' (dimV'=n). Entonces, dados n elementos arbitrarios
(no necesariamente distintos) wy, wo, ..., w, € W, existe una Unica trasformacion lineal

T:V = Wtalque T (v;) =w; ;Vi=1,...,n.

Demostracion. Primeramente demostraremos que existe una transformacion 7" con 7'(v;) =
w;. Dado un elemento v € V, sabemos que u se puede escribir como una combinacion
lineal

n
U = E C;U;
i=1

Para este elemento u, vamos a definir una aplicaciéon 7' : V' — W de la forma
n
T(u) = Z CW; (2.2)
i=1
tenemos que 7' es una transformacién bien definida. Por la definicion, queda evidente
que T'(v;) = w;.

Para mostrar que 7" es una transformacion lineal, sean A € K y un elemento v € V

escrito como
n
v = E bﬂ}i
i=1

Asi, tenemos que

n

T(u+ \v) = Z(cZ + A\b;)w;

i=1
i=1 i=1
=T (u) + AXT'(v)
por tanto 7" es una transformacion lineal.

Ahora vamos a mostrar la unicidad de la transformacion lineal 7'. Para eso, suponemos

que existe otra transformacion lineal P : V' — W tal que

P(v;) = w; parai =1,..,n
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asi, tenemos que

P(u) =p (Z civi>
= Z CZ'P<’U,L'>
= ; C;W;

Luego, P es exactamente la regla de la transformacion lineal 7" definida en (2.2). Por tanto,

probamos la unicidad de la transformacién lineal 7', lo que completa la demostracién. [

El nicleo y la imagen de una transformacion lineal son dos subespacios de su dominio
y de su contradominio, respectivamente, que nos brindan informaciones valiosas sobre
la transformacion. Existe una relacién importante entre las dimensiones del dominio, del
nucleo y de la imagen de una transformacion lineal, que presentamos en las siguientes

definiciones.

Definicion 2.9 (Ndcleo)([11]). Sean V' y W espacios vectoriales sobre el cuerpo Ky T°

una transformacién lineal de V' en W. El conjunto
Ker(T) = {v e V/T'(v) = Ow}
es denominado nucleo de la transformacion 7'.
Teorema 2.5 ([11]). El conjunto Ker(7") C V' es un subespacio vectorial de V.

Demostracion. Sabemos que T'(0y/) = Oy, ello implica que 0y € Ker(T').

Ahora, tomando u, v € Ker(T"), tenemos que
T(u)+T(v) =T(u+v) =0y

Luego, u + v € Ker(T).

Finalmente, considerando u € Ker(7T') y A € K, se tiene que
T(Au) = AT'(u) = Ow
Luego, \u € Ker(T'), lo que completa la demostracion. O
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Definicion 2.10 (Imagen)([11]). Sean V' y W espacios vectoriales sobre el cuerpo Ky 7'

una transformacion lineal de V' en W. El conjunto
Im(7T') = {w € W/w = T(v) paraalginv € V}
es denominado imagen de la transformacion 7'
Teorema 2.6 ([12]). El conjunto Im(7") C W es un subespacio vectorial de V.

Demostracion. Sabemos que 17'(0y) = Oy, implica que Oy € Im(7).

Abhora, considerando 7'(u), T'(v) € Im(T), se tiene que
T(u) +T(v) =T(u+v)

comou+v €V yT(u+wv)e W,tenemos que T'(u) + T'(v) € Im(T).

Finalmente, tomando 7'(u) € Im(T") y A € K, tenemos que
AT (u) = T'(Au)

como A\u € V' 'y T'(Au) € W, obtenemos que AT'(u) € Im(7T"). O

2.3. Espacios métricos

Definicion 2.11 ([13]). Una métrica en un conjunto M es una funciéon d : M x M — R,
que asocia a cada par ordenado de elementos =,y € M un nimero real d(z,y), llamado
distancia de = a y, de modo que, para cualquier z,y, 2z € M, la aplicacién d cumple las
siguientes propiedades:

l. d(z,x) =0siysolosiz =y

2. Siz # yentonces d(z,y) > 0

3. d(z,y) = d(y,x) (simetria)

4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (desigualdad triangular)

En esas condiciones cada imagen d(z, y) recibe el nombre de distancia de x a y y el
par (M, d), donde d es una métrica sobre M, es denominado espacio métrico.
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Ejemplo 2.7. Sea X un conjunto no vacio y definimos d : X x X — R como

O;six =y
d(z,y) = (2.3)
l;siz#y
Entonces d es una métrica en X, llamada métrica discreta y (X, d) es un espacio métrico;

(X, d) se llama espacio métrico discreto.

Ejemplo 2.8. Sea el conjunto de los nimeros reales Ry d : R x R — R una funcién
definida por d(z,y) = |z — y| (distancia entre dos puntos z,y € R). Esta es denominada

la métrica usual de la recta.

Ejemplo 2.9. Sea X = R"yseaz,y € R",donde x = (21, %2, ..., Zn) YU = (Y1, Y2, -, Yn)

son elementos de X, definimos la distancia entre dos puntos en R” de tres maneras

n 1/2

D) d,y) = /(21— g2+ (@ — )2 = | (2 — )

=1

i) d'(z,y) = vy — |+ + |2, — Y| = Z |z — yil
i=1

Z“) d,/($ay) = médx{|£l - y1|7 (XY |zn - yn|} = 112?27(1 |$Z - yl|

Las funciones d,d’,d” : R™ x R"™ — R son métricas.

Ejemplo 2.10. Sea X un conjunto C([a, b]) de todas las funciones reales continuas defi-

nidas en el intervalo [a, b], con la distancia (distancia maxima entre sus graficos)

d(f,9) = méx |g(t) — f(t)| (2.4)

a<t<b

también es un espacio métrico.

2.4. Espacios métricos completos

En esta seccidn, estudiaremos sucesiones en espacios métricos, mostrando la demos-
tracion de algunos resultados como: sucesiones, limite de sucesiones, sucesiones de fun-
ciones, destacando las sucesiones de Cauchy, teniendo como objetivo la definicién de

espacios métricos completos el cual depende de sucesion de Cauchy.
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2.4.1. Sucesiones

Una sucesion en un conjunto M es una aplicacién z : IN — M, definida en un conjunto
N = {1,2,....,n,...}. El valor que la sucesién x asume para el nimero n € IN serd
indicado por x,,, en vez de z(n), y se denominara el n-ésimo término de la sucesion. En
notacién de funcion:

x:IN—= M
n— x(n) = x,

Usaremos las notaciones (z1, Za, ..., Tp, ...), (Tn)nen, 0 (z,) para representar una suce-
sién. Por otro lado, escribiremos {1, xa, ..., Ty, ...}, {zn;n € N} 0 z(IN) para indicar el
conjunto de valores, o el conjunto de términos de la sucesion. Este conjunto no debe ser

confundido como una sucesion.

Ejemplo 2.11. Si definimos z : N — R como z, = (—1)", entonces obtenemos la
sucesion (—1,1,—1,1,...) cuyo conjunto de valores es {—1, 1}. Vemos asi que entre los
términos x,, de la sucesion pueden ocurrir repeticiones, esto es, se puede tener x,, = =,
con m # n. Cuando la aplicacién = : N — M fuese inyectiva, o sea, cuando m # n =

T # T, decimos que (x,,) es una sucesion de términos distintos o sin repeticiones.

Una subsucesion de z,, es una restriccion de la aplicacion n — z,, a un conjunto
infinito N = {n; < ny < .-+ < ny < ---} de IN. La subsucesion estd indicada por las

notaciones (Zn1, Tn2, - Tnk, - )s (Tn)nen', (Tnk)kew 0 simplemente, ().

Ejemplo 2.12. La sucesion (4, 16,64, ..., 4% ...) es una subsucesién de (2,4, 8, 16, ..., 2", ...),

en el cual IN’ es el conjunto de los ndmeros pares.

Definicion 2.12 (Sucesiones limitadas)([14]). Una sucesion (x,,) en un espacio métrico
M se llama limitada cuando el conjunto de sus términos es limitado, esto es, cuando existe

¢ > 0tal que d(x,, x,) < c para cualesquiera m,n € IN.

Como una sucesion es una funcién, es claro que el concepto de sucesion limitada
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coincide con el de funcidén limitada. Ademas de eso, toda subsucesién de una sucesion

limitada también es limitada.

Ejemplo 2.13. Sea M = R, la sucesién (z,,) definida por z,, = % Entonces (z,,) es
limitada.
En efecto;
o(1 1)L
m’'n mon

Ejemplo 2.14. Sea M = R, la sucesién (x,,) definida por z,, = (—1)". Entonces (z,,) es

1
< ‘—‘ < 1;VYm,n € IN.
m

limitada, pues d(z,, T.,) = 0, 0 d(zy, ) = 2;Vm,n € IN.

2.4.2. Limite de sucesiones

Definicion 2.13 ([13]). Sea (x,,) una sucesién en un espacio métrico M. Se dice que el
punto @ € M es el limite de la sucesién (x,,) cuando, para todo nimero ¢ > 0 dado
arbitrariamente, se puede obtener ny(€) € IN tal que n > ng = d(z,,a) < €. Se escribe

lim z,, = a; se dice también que z,, tiende para a y se escribe cuando x,, — a.
limz, = a <= Ve > 0,3ny € N/Vn > ng = d(z,,a) < e.

Mais precisamente, considerando un margen de error € > 0, existe un indice ng € IN
tal que todos los términos z,, de la sucesién con indice n > ng son valores aproximados
de a con error menor que e.

Esta importante definicion significa que, para valores muy grandes de n, los términos
T, Se toman y se mantienen tan proximos de a cuando se desea.

Cuando existe limx,, = a € M, se dice que la sucesién de puntos z,, € M es con-
vergente en M, y converge para a. Si no existe lim z,, € M, decimos que la sucesion es
divergente en M.

Afirmar que lim z,, = a en un espacio métrico M equivale a decir que toda bola B
de centro a (todo abierto A conteniendo a o toda vecindad V' de a) contiene x,, para todo
valor de n, con excepcidn de un ndmero finito de ellos (que son un maximo de los puntos
1,22, ..., Tng)-
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Ejemplo 2.15. Toda sucesion constante, z,, = a, es convergente y converge para a.
En efecto,

Paratodo e > 0ytodon € N,d(z,,a) = d(a,a) = 0 < e. Por tanto lim z,, = a.

2.4.3. Sucesiones monodtonas

Definicion 2.14 ([13]). Una sucesioén (z,) es denominada no decreciente si, para todo

numero natural n, x, < x,.q,estoes, rg < <ry <3< ---<x, <.

Definicion 2.15 ([13]). Una sucesién (z,,) es denominada creciente si, para todo nimero

natural n, x,, < xpiq1,estoes, rog < ry < To < Tz < -+ <Xy < - -

Definicion 2.16 ([13]). Una sucesién (,,) es denominada no creciente si, para todo nime-

ro natural n, x,, > T, 11,€St0€S, Xy > X1 > To > Ty > -+ > Ty > -+

Definicion 2.17 ([13]). Una sucesi6n (z,,) es denominada decreciente si, para todo nime-

ro natural n, x,, > T,41,€stoes, g > T3 > Ty > Ty > -+ > Ty > -

Definicion 2.18 ([13]). Una sucesién (z,,) es denominado monétona si es no creciente y
no decreciente.

2.4.4. Sucesion limitada

Definicion 2.19 ([13]). Una sucesién (z,,) es limitada si existe un ndmero real positivo

M tal que |z,,| < M,V¥n € N. El nimero M es llamado cota superior de la sucesién (a,,).
Teorema 2.7 ([14]). Si (x,,) es una sucesion convergente, entonces (x,,) es limitada.

Demostracion. Sea (z,,) una sucesion convergente con limite L. Por la definicién de 1imi-
te, sea € = 1, entonces existe un valor ny € IN a partir del cual se tiene que |z, — L| < 1.

Aplicando la desigualdad triangular, se tiene

|zp| = |#p — L+ L| < |z, — L| 4+ |L| < 1+ |L|,Vn > ny. (2.5)
Los tnicos términos de la sucesién (z,), que posiblemente, no atiendan a la condicién
representada en la ecuacién (2.5) son: xy, X2, X3, ..., Tn,. Considerando el nimero real
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C' como un mayor entre todos los ndmeros 1 + |L|, |x1], |z2], |z3], ..., |Zn,—1], se tiene

|z,| < C;¥n € IN. O

2.4.5. Sucesion monotona y limitada

Teorema 2.8 ([14]). Toda sucesion (x,,) mondtona y limitada es convergente.

2.4.6. Sucesiones de Cauchy

Definicion 2.20 ([14]). Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesién (x,,), de puntos de
X se dice que es una sucesién de Cauchy en (X, d) si tiene la propiedad de que, dado

e > 0 existe un entero NV tal que
d(xp, x;,) < € paratodon,m > N

2.4.7. Espacios métricos completos

Definicion 2.21 ([14]). Un espacio métrico (X, d) se dice que es completo si toda suce-

sion de Cauchy en X es convergente.

2.4.8. Completitud de espacios métricos

Sea X un espacio métrico no completo, agregando algunos puntos a X es posible

obtener un espacio métrico X completo, el espacio X es llamado el completamiento de

X.

Definicion 2.22 ([3]). Sean X = (X,d) y X = (X, d) espacios métricos. Entonces

1. La aplicacién T' de X en X es llamado una isometria si 7' preserva distancias, es

decir, si paratodo z,y € X

d(Tz, Ty) = d(z,y)
donde 7'z y T'y son la imdgenes de x e y respectivamente.
2. El espacio X es llamado isométrico con el espacio X si existe una isometria biyec-

tiva de X sobre X. Los espacios X y X son llamados espacios isométricos.
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Definicion 2.23 ([15]). Un completamiento de un espacio métrico X es un par (X 1)

donde f : X — X es una inmersién isométrica, X es completo y f(X) es denso en X.
El siguiente teorema es llamado el teorema de completitud.

Teorema 2.9 ([3]). Para un espacio métrico X = (X, d) existe un espacio métrico X =
(X, d) que tiene un subespacio W que es isométrico con X y es denso en X . Este espacio
X es Unico excepto para isometrias, es decir, si X es cualquier espacio métrico completo

teniendo un subespacio denso W isométrico con X, entonces X y X son isométricos.

2.5. Espacios vectoriales normados

En esta seccidn definimos a los espacios normados sobre espacios vectoriales y si estos
espacios son completos se llamaran espacios de Banach, también haremos el estudio de las
propiedades de los espacios normados y los operadores lineales. El campo KK considerado

puede ser R o C.

Definicion 2.24 ([4]). Una norma en un espacio vectorial E es una aplicacion
I E—=R
satisfaciendo las siguientes condiciones
1. ||z|]| > 0y ||z| = 0si, y s6lo si, z = 0.
2. [ Azl = [Affll
3.z +yll < [lfl + [lyll

La funcién definida por d(z,y) = ||z — y|| resulta de forma directa de las propiedades

de norma.

Un espacio vectorial visto como espacio métrico, con la métrica inducida por esta
norma, se llama un espacio vectorial normado. Si en la definicién de norma la condicién

||z|| = 0, entonces = = 0 fuera retirada, se dice que || || es una seminorma.
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Definicion 2.25 ([16]). Un espacio normado que es completo con la métrica inducida por

la norma es llamado espacio de Banach.

La siguiente proposicién muestra la importancia de los subespacios cerrados de un

espacio de Banach.

Proposicion 2.1 ([6]). Sean F un espacio de Banach y F' un subespacio vectorial de F.
Entonces F' es un espacio de Banach, con la norma inducida de E, si, y sélo si, F' es

cerradoen F.

Demostracion.

=] Por hipétesis, I’ es un espacio de Banach y sea (x,,) una sucesién en F’ tal que
T, > x €K

Entonces (z,) es de Cauchy en F', y por lo tanto es convergente, esto debido a que F'
es completo. Luego existe y € F' tal que x,, — y. De la unicidad de limite se tiene que
x =y € F, esto prueba que F' es cerrado en .

<] Por hipétesis F' es cerrado en F y sea (x,,) un sucesion de Cauchy en F, entonces
(x,,) es una sucesion de Cauchy en F, es decir, existe x € F tal que x,, — =y como F es

cerrado entonces = € I, esto prueba que F' es completo. [

Ejemplo 2.16. Sea X un conjunto no vacio. Una funcién f : X — K es acotada si su
imagen es un subconjunto acotado de K, o sea, si existe M > 0 tal que |f(z)| < M para
todo z € X. El conjunto B(X) de todas las funciones acotadas f : X — K, que es un
espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones, es un espacio de Banach con

la norma
[ flleo = sup | f ()]
rzeX
| f|lo €s una norma.

En efecto:
Lolfllee = supsex [f(#)] = 0y [[flle = 0si,y s6losi, sup,cx [f(2)] = 0 <

f(z) =0, paratodo z € X.
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2. [[Mflloe = supgex [Af ()] = sup,ex [ f(2)] = [Al]Lf]loo-

3. También

If +9glle = sg§|f(x)-|—g(x)|

sup(|f(z)] + lg(=)])

IN

IN

sup | f(z)| + sup |g(z)]
zeX reX

= | flloo + llgllo

Por lo tanto ||f||o es una norma en B(X). Para mostrar la completitud sea (f,) una
sucesion de Cauchy en B(X), es decir, que para todo € > 0, existe ng € IN tal que para
todos m, n > ny, se tiene || f, — fnll < €. Como m,n > ny entonces sup, ¢y | fm(x) —
fn(x)| < €y por lo tanto | f,,(z) — fn(x)| < € para todo x € X, esto quiere decir que
(fn(x)) serd una sucesion de Cauchy en K para todo = € X. Puesto que K es completo,

entonces (f,,(x)) es convergente y f tiene la forma

f(z) = lm f,(z)

Por otro lado, (f,) es una sucesién de Cauchy, entonces existe M tal que || |l < M,
esto implica que |f,(x)| < M y por lo tanto |f(x)] < M paratodo z € X y asi se
tiene que f € B(X). Por lo tanto B(X) es completo lo que muestra que es un espacio de

Banach.

Ejemplo 2.17. Como |[a, b] es compacto en R, el conjunto C|a, b] de todas las funciones
continuas de [a, b] en K es un subespacio vectorial del espacio de Banach Ba, b], y por

tanto es un espacio vectorial normado con la norma

[ flloe = sup{|f (z)[/ = € [a, b]} = méx{[f(x)|/ x € [a, b]}
Mas ain, C'la, b] es un espacio de Banach.
Por la proposicion 2.1 basta probar que C'[a, b] es un subespacio cerrado de Bla, b|.
En efecto
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Sea (f,) C Cla,b] tal que f,, — f € Bla,b]. Para todo € > 0, existe no € IN tal que

n2no = |[fo = fll < €= sup|ful@) = f@)] < €= [ful@) = f@)] <€

es decir, (f,) converge uniformemente para f y se sigue que f es continua. Por lo tanto

Cla, b] es cerrado.

Lema 2.1 ([6]). Sea B = {z1,...,x,} un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes de un espacio normado £. Entonces existe una constante ¢ > 0, que depende del

conjunto B, tal que
larzy + -+ + apxy|| > c(lag| + -+ + |an|)
para cualesquiera escalares ay, . . ., a,.

La constante ¢ del lema anterior serd utilizado en la demostracion del siguiente teore-

ma.

Teorema 2.10 ([6]). Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach.
Consecuentemente, todo subespacio de dimension finita es un espacio normado E es ce-

rrado en F.

Demostracion. Sean E un espacio normado de dimensiéon n y {fi,...,[,} una base
normalizada de E. Dada una sucesion de Cauchy (z;) en E, para cada k € IN existen
a¥, ..., ak escalares dnicos tales que z;, = aff3; + --- + a*3,. Dado € > 0, tomemos

no € N tal que ||z, — x,,|| < ce siempre que k, m > ny donde ¢ es una constante del lema

anterior para el conjunto linealmente independiente {1, ..., (3, }, entonces

n n

1 1
Dolaf —afl < = |3 — a)Bs|| = Sl + wall < c
j=1 j=1

siempre que k,m > ng. Se sigue, que para cada j, la sucesién de escalares (a*) es de
? J

Cauchy y por lo tanto convergente. Y podemos escribir en la forma

— Tt o F
bj—llgnaj,
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En ese caso, tenemos
n
lim Y |a% —b;| =0
k 7Y
j=1

Definiendo x = b8 + - - - + 0,5, se tieneque x € E'y

n

’ ’ k z k
hin |xp — || = hin Z(aj — ;)5 < 11]£n2n|aj —bj|=0

J=1 Jj=1

Por lo tanto, z,, converge para z, y asi, IV es un espacio de Banach. [

2.5.1. Propiedades de los espacios normados

Un subespacio Y de un espacio de normado X es un subespacio de X considerado
como espacio vectorial. Sea Y un subconjunto de X, donde X es un espacio de Banach,

Y es subespacio de X, si Y es subespacio de X como espacio normado.

Definicion 2.26 (Convergencia)([3]). Una sucesién (x,) en un espacio normado X es

convergente si X contiene un z tal que

lim ||z, —z|| =0
n—oo

x, — z,y decimos que z es el limite de (z,,).
Observaciones.

1. Una sucesion (z,,) en un espacio normado X es de Cauchy si para cada e > 0, existe
un NV tal que

|xm — za|| <€
para todo m,n > N

2. Si () es una sucesion en un espacio normado X, podemos asociar () la sucesion
(s,) de sumas parciales

Spn=x1+x2+---+z,

donden = 1,2,....Si (s,) es convergente, entonces s,, — s que es

|sn —s|| = 0
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o0
3. Si ||1]| + ||z2]] + - - - converge, la serie Zxk = x1 + @9 + - - - es absolutamente
k=1
convergente.

Definicion 2.27 ([3]). Sea X un espacio normado, decimos que la sucesion ¢, € X es
una base de Shauder para X si, y s6lo si, para todo x € X existe una Unica sucesion de
escalares o, tal que

|z — (a1er + - -+ apen)|| = 0

lim |z — (cier + -+ 4+ anen)|| =0

Luego,

0
r = E AL
k=1

Ejemplo 2.18. El espacio ¢? tiene una base de Shauder, donde

={x=(4,&,...)/&G€C Y |G < oo}
k=1

Sea la norma

00 1/p
EER DNk
k=1
Entonces ¢ es un espacio normado. Luego e1, es, .. .; es una base de Shauder para x =
(&1,&,...) € P
i |z — (arer + -+ anen) | = 1m [l — (&er+ -+ Enen) |
n—oo n—o0
= nli)rgo ”(617627 . ) - (6161 ++ gnen)”
- r}inolo “(07 Oa s 7§n+17§n+27 e )H
Luego, se t, = [[(0,0,...,& 41, &2, .- .)||, entonces £, es una sucesion decreciente de

nimeros t; > ty > t3 > -+ Porlo tanto, lim ¢, = 0, entonces lim ||z — (aje; + -+ +
n—oo n—oo

anen)|| = 0y por lo tanto ej, e, ... es una base de Shauder. Si un espacio normado X

tiene una base de Shauder, entonces X es separable, es decir, que existe un subconjunto

M denso y numerable en X. No todo espacio de Banach separable tiene una base de

Shauder.
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Teorema 2.11 ([3]). Sea X = (X, || ||) un espacio normado, entonces existe un espacio
de Banach X y una isometria A de X sobre un subespacio W de X que es denso en X.

El espacio X es tinico excepto para isometrias.

Demostracion. Por el teorema 2.9, se tiene la existencia de una espacio métrico X y una
isometria A : X — W = A(z) donde W es denso en X y X es dnico, excepto para
isometrias.

Se define en X las operaciones de un espacio vectorial, consideremos z, 9y € X y (z,) €
X y (yn) € Y, donde # y ¢ son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en X.
Sea z, = x,, + yn, esta eleccion no depende de los representantes, entonces (z,) es de

Cauchy en X, puesto que

l2n = 2mll = 20 + Yn — Tm — Yml|
= H(mn_mm)‘i'(yn_ym)n

<l = 2ol + 1y — yml
Definiendo la suma
=2+
Si (xn) ~ (23,) ¥ (yn) ~ (y) entonces (z,, + yn) ~ (x,, + yy), puesto que
0 +yn — (2 + Y| < 2w — 2l + 1y — ya

Similarmente se define el producto ax € X de un escalar o y &, nuevamente esta de-

finicion no depende de los representantes. Ademads, A induce sobre W una norma || ||,
cuyo valor a caday = Az € W es ||y|| = ||=||. La correspondiente métrica sobre W es
la restriccion de d a W, desde que A es isometria. Podemos extender la norma || ||; a &

~

estableciendo ||| = d(0, &), para cada & € X. O

2.5.2. Operadores lineales

Vamos a definir el operador lineal y algunos resultados que son de gran importancia.
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Definicion 2.28 ([16]). Un operador lineal entre los espacios vectoriales X e Y es una
aplicaciéon 7' : X — Y en que su dominio Dom 7" es un subespacio vectorial y T'(x +

ay) =T (z) + oI (y), para todo =,y € Dom Ty todo escalar a.

Note que 7'(0) = 0 para todo operador lineal 7', es también conveniente observar que

la notacion de los operadores puede variar, es decir, 7'(x) también serd denotado por 7'z.
Teorema 2.12 ([3]). Sea 7" un operador lineal, entonces

1. El rango Z(T') es un espacio vectorial

2. Sidim Z2(T) = n < oo, entonces dim Z(T) < n

3. El espacio nulo (7") es un espacio vectorial.

Definicion 2.29 ([6]). Un operador lineal continuo del espacio normado E en el espacio

normado F', ambos sobre el mismo campo K, es una aplicaciéon 7' : &/ — F' tal que
1. T es lineal, es decir, T'(x + ay) = T'(z) + o1 (y)

2. T es continua, es decir, para todo xy € E'y e > 0 existe § > 0 tal que ||7(z) —

T(xo)|| < esiempre que x € E'y ||z — xo|| <.

El conjunto de todos los operadores lineales continuos de E en F' serd denotado por
L(E, F), en donde con las operaciones usuales de funciones £(F, F') es un campo vec-
torial sobre K. Si F es el campo de los escalares, escribimos E’ en lugar de L(F,K) y
llamaremos a ese espacio dual de £y diremos que sus elementos son funcionales lineales

continuos.

Se dice que una funcidn es lipschitziana f : M — N entre dos espacios métricos si
existe una constante L tal que d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) paratodo z,y € M;y se dice que
f es uniformemente continua si para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que d(f(z), f(y)) < €

siempre que z,y € M y d(z,y) <.
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Definicion 2.30 ([3]). Sea X e Y espacios normados y 7' : & — Y un operador lineal,

donde ¥ C X. El operador T es llamado acotado si existe un nimero real C' tal que para
todo x € 2(T),

17| < Cll|
Y se tiene las siguientes implicaciones, para funciones entre espacios métricos
Lipschitziana = uniformemente continua = continua = continua en un punto

El siguiente teorema muestra que todas esas definiciones son equivalentes para operadores

lineales entre espacios normados y las implicaciones entre ellos.

Teorema 2.13 ([6]). Sean 'y F' espacios normados sobre K y T : £ — F' lineal. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

—

. T es lipschitziano

2. T es uniformemente continuo

3. T' es continuo

4. T es continuo en algtin punto de £
5. T es continuo en el origen

6. sup{[|T'(z)|[/z € Ey [lz]| <1} < o0

3

. Existe una constante C' > 0 tal que ||7'(z)|| < C||z|| para todo = € E.

Demostracion. Las implicaciones 1. = 2. = 3. = 4. son verdaderas en espacios métricos
y que no dependen de la linealidad de 7.

4. = 5. Por hipétesis 1" es continuo en algin punto xy € E, es decir, para e > 0, existe
d > 0tal que |T(z) — T'(zo)|| < € siempre que ||z — z¢|| < 0. Tomando = € FE tal que

|z — 0| = ||z|| <6, entonces ||(x + x¢) — zo|| = ||z]| < I, se tiene
17 (2)=T )] = [[T(x) =0l = T (@)[| = T (2)+T (xo)+T (o) || = [T (x+w0)=T (o)l < €

39

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

‘ﬂ, UNIVERSIDAD

Esto demuestra que 7" es continuo en el origen.
5. = 6. Como T es continuo en el origen, es decir, dado ¢ = 1, existe 6 > 0 tal que
|T(z)|| < 1 siempre que [|z| < 4. Si [|z]] < 1 entonces ||2z| < 6y (T (z)| =

|T(32)|| < 1, es decir
2
sup{|7(2)/ 7 € By llal) <1} < 2 < oo

6. = 7.Parax € F, x # 0, se tiene

WWW:W(kawmwwmwsu

]l ]
y por lo tanto [|T(x)|| < (sup{[|T(y)/ llyll < 1}) < [|[| para todo = 7 0.

7.= 1.Sean x1, 29 € F,
1T (1) = T(@2)|| = 1T (21 = @) || < Cllzr = o]
por lo tanto 7" es lipschitziano con constante C'. ]

Corolario 2.2 ([6]). SeaT' : E — F' un operador lineal biyectivo entre espacios nor-
mados. Entonces 7" es un isomorfismo si, y sélo si, existen constantes C';, Cs > 0 tales
que

Cille]l < T ()| < Col|]
paratodo x € F.

Demostracion.

=] Del teorema 2.13, como T es continuo, existe Cy > 0 tal que ||T'(z)|| < Cy||x|| para
todo x € E, ademas T es isomorfismo, es decir, 7! es continuo, entonces existe C' > 0
tal que |77 (y)|| < C|ly|| para todo y € F. Parax € E, se tiene ||z| = | T 'T(z)| <

1
C||T(x)]|, entonces EHCI}” < ||T(x)||. Poniendo C; = £, tenemos que
Cillz]l < 1T ()] < Call|
paratodo z € F.

<] Por el teorema 2.13 T es continuo. Por otro lado Ci|jz|| < ||T'(z)| implica que
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CUIT )l < IT(T ()]l = llyll para todo y € F, entonces |7 (y)|| < . y

por el teorema anterior 7! es continuo y por lo tanto 7" es isomorfismo. [

La condicién 6. del teorema 2.13 indica como normar el espacio L(E, F') de los ope-

radores lineales continuos de £ en F'.
Proposicion 2.2 ([6]). Sean E'y F' espacios normados

1. La expresion

1T = sup{|T(x)[|/ = € Ey [J=f] <1}
define una norma en el espacio L(E, F')
2. |T() < Tl
3. Si F es de Banach, entonces £(F, F') también es de Banach.
Demostracion. 1. ||T|| es una norma.

a) [T 2 0y T[] = 0 < sup{|[T[|/z € Ey[lz] <1} = 0 |T(2)]| =0«

T(r) =0paratodor € E< T =0

b)
laT] = sup{llaT(z)[l/= € Ey |z} <1}
= sup{[a|[T(2)[[/ 2 € Ey [« <1}
= lalsup{||T(2)[l/x € Ey =] <1}
= |o||T]
c)
1T+ Ul = sup{||T(z) +U(z)]|/x € Ey |z < 1}

< sup{[|T(@)[| + [U@)[|/ = € Ey [l«] <1}
= sup{[[T(2)[[/ = € Ey [lz]| <1} + sup{[|[U(z)[|/ = € E'y [|z[| < 1}
= T+ Ul
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Por lo tanto || T'|| es una norma para L(E, F').

2.Six#0

”Cﬂﬁf“ _ HT (H”;_H) H <sup{|T()l/y € By llyll <1}

esto implica que
1T(2)|] < sup{||IT(W)II/y € Ey llyll < 1}zl = [|T[|]]]

3. Sea (7},) una sucesién de Cauchy en L(FE, F'). Dado € > 0 existe ny € N tal que

T, — T)|| < e siempre que n,m > ng
1T(2) = Ton ()| = (T = Ton) (@) < T = T[] < €]l

entonces la sucesion (75,) es de Cauchy en F'y es convergente puesto que F' es de

Banach, y se puede escribir

T:E—F T(x)= lim T,(z)

n—0o0

Para x,y € X y « escalar,

Tx+ay) = lim T.(z + ay)
= lim (T,.(z) + aTo(y))

n—oo

= lim T,(z) + « lim T,(y)

n—o0 n—oo

= T(z)+ oT(y)
Haciendo m — oo tenemos
(T = T)(@)|| = [|Tn(z) = T(@)]| < ellz|
En particular
[(Ty = T) (@)l = [[Tog () = T()[| < €l

para todo = € F, lo que garantiza que (7' — T,,) € L(E, F).
Porlotanto 7' = (T — T,,,) + Tp, € L(E, F'), ademds ||T,, — T'|| < € para todo n > ny,

y asi resulta que 7,, — T"en L(E, F'). Por lo tanto L(E, F) es de Banach. O
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Teorema 2.14 ([3]). Sea T  un operador lineal acotado, entonces
1. x, — x implica T'x,, — Tx
2. El espacio nulo .4 (T') es cerrado

Demostracion. 1. De la parte 2. de la proposicion 2.2

T zn = Ta|| = IT(zn — 2)| < [ Tl[len — xl| =0

2. Para cada © € #(T) existe una sucesion (z,) tal que z,, — z. Por la parte 1.
Tz, — Tz, ademds Tx = 0 yaque Tz, = 0, asi x € A (T). Puesto que x es

arbitrario, entonces ./ (71") es cerrado.

2.6. Espacios de Hilbert

Un producto interno (z, y) en un espacio vectorial sobre el campo R es una aplicacion

12 en

bilineal, simétrica, definida positiva, y la norma estd definida por ||z|| = (z,z)
donde se dice que la norma estd generada por el producto interno. Esta nocién de producto

interno se define para el campo K (R o C).

Definicion 2.31 ([7]). Un producto interno en un espacio vectorial V' es una aplicacién

V x V +— C que satisface las siguientes condiciones, paratodo x,y,z € Vya € C

1. (Definida positiva) (x,z) >0y (r,z) =0+ =0

2. (Simetria Hermitiana) (x,y) = (y, x)
3. (Linealidad en la primera variable) (ax + 8z, y) = a(z,y) + B(z,y)

Un espacio vectorial dotado de un producto interno es llamado espacio con producto

interno.

Observacion 2.1. De la definicién de producto interno, se sigue que

1. (x,ay + Bz) = alx,y) + Bz, z)
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2. {z,0) = (0,z) =0

Definicion 2.32 ([6]). Sean dos vectores x e y de un espacio con producto interno son

ortogonales si
(z,y) =
y se denota por z L y.

Definicion 2.33 ([6]). Sean E un espacio con producto interno y A un subconjunto de F.

Denominamos el subconjunto
At ={yc E/ (z,y) =0, paratodox € A}
de complemento ortogonal de A.
La notacién del complemento ortogonal también se puede escribir como
At ={yeE/y LA}
Observaciones.

Se cumplen las siguientes propiedades del complemento ortogonal

1. AC (Ah)*
2. B+ = {0}
3. {0} =F

4. A* es un subsepacio cerrado de E.

{0}, si0e A
5. AN At =
0, si0 ¢ A
Definicion 2.34 ([5]). Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un producto
interno (x, y) y que es completo para la norma (z, y)'/2.
Ejemplo 2.19. El espacio R" es un espacio con producto interno, si dados = = (1, ..., z,)

yy = (Y1,---,Yn) el producto interno esta definido por
i=1
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Ejemplo 2.20. El espacio C" es un espacio con producto interno, si dados z = (21, ..., 2,)
y w = (wy,...,w,), el producto interno se define por
(z,w) = Z ZjW;
i=1

Ejemplo 2.21. Sea el espacio vectorial de las funciones continuas en C'[0, 1], el producto

interno estd definido por

(f.9)= [ f(z)g(z)dx

[0,1]

La norma, ||z||, del vector z estd definido por

/2
el = (o, % = [zw]

De las propiedades de producto interno, se tiene la siguiente desigualdad en C"

Teorema 2.15 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)([17]). Si z e y estdn en C", entonces

[z y)| < llz[Hly

donde y # 0, la igualdad se tiene si, y s6lo si, z = Ay para algin A € C.

Demostracion. Para cada escalar ) se tiene

0< lz=Myl* = (o—Ay.z— Ay
= (zr—Xy) = Ay, = Ay)
= (z,2) = Mz,y) — My, z) + Ay, y)
= [lz)* = Mz, y) — Ay, 2) — My, )]

= el = Aay) - A | a) - g: yi w,9)
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donde, \ = (. x)’ en la desigualdad

(, )

0

[(z, )]

< l2ll* = Mz, )

{y,7)
< oll® = o (@ y)
lyl®
< HJI,H2 _ <$,y><12’,y>
Iy
||27||2 _ |<$7y>|2
- 2
Iyl
< Izl iyl

La igualdad se tiene si 0 = ||z — \y||?, es decir, si x — Ay = 0, por lo tanto z = \y. [J

Una consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz es la desigualdad triangular,

esta desigualdad dice que la suma de las longitudes de dos lados de un tridngulo no excede

a la longitud del tercer lado.

Teorema 2.16 (Desigualdad triangular)([17]). Para x e y en C”,

[z +yll < llz[] + [lyll

Demostracion.

lz+yll* =

IN

IA

lz+yl* <

lz+yll <

(z+y,z+y)

(v,2) + (z,y) + (. 2) + (y,9)
2]1* + (z,9) + (2, y) + lyl®
l2]|* + 2Re(z, y) + ||y

l2]|* + 2[(z, )| + [ly]1?

(1 + 2(1[ 1y + llyll*

(=l =+ llyl)?
]l + 11yl
O
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En la demostracion la primera desigualdad es cierta desde que la parte real de un
nimero complejo es menor o igual a su norma, y la segunda desigualdad estd garantizada
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

La igualdad se tiene si 2Re(x, y) = 2||z|| ||y|, en particular |(x, y)| = ||=| ||y||, enton-
ces z = A\y. Ademads si Im(z,y) = 0y Re(x,y) > 0, entonces 0 < (x,y) = (\y,y) =
Ally||?, por lo tanto A > 0.

Otra consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz estd dada en el siguiente

lema.

Lema 2.2 ([4]). El producto interno en un espacio con producto interno es una funcién

continua.

Demostracion. Sean x,, — x e y, — Yy, entonces para demostrar la continuidad del pro-

ducto interno, se debe tener que (z,,, yn) — (2, ).

En efecto, usando la desigualdad triangular y de Cauchy-Schwarz

(@) = (&0 = @0, Yn) — (@, y) + (@0, y) — (2, 9)]
< [enyn) = (oo, )| + [n, ) — (2, 9)]
= [{@n,un —w)| + zn — 2,9)]
< lzallllyn =yl + lzn = [ Iyl

— 0

]

Los espacios con producto interno pueden tener la propiedad de ser espacios completos
para tener espacios de Hilbert, esta completacion se debe al uso de isomorfismos y del

lema anterior.

Definicion 2.35 ([3]). Un isomorfismo 7" en un espacio con producto interno X sobre un

espacio con producto interno X sobre el mismo campo es un operador lineal biyectivo
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T:X X que preserva el producto interno, es decir, para todo z,y € X

(Tx, Ty) = (z,y)

El isomorfismo 7’ es también una isometria entre X y X puesto que estan determinados
por la norma definida por el producto interno. El siguiente teorema afirma que el espacio

con producto interno puede ser un espacio completo.

Teorema 2.17 ([3]). Para cualquier espacio con producto interno X existe un espacio de
Hilbert H y un isomorfismo A de X en un subespacio denso W C H. El espacio H es

Unico excepto para isomorfismos.

Demostracion. Por la teoria de espacios de Banach, teorema 2.11, existe un espacio H
de Banach y una isometria A : X — W con W denso en H. Por la continuidad de A, A
es también isomorfismo de X sobre W, estos como espacios normados, ademas se puede

definir en A un producto interno, tal que

(T,9) = nlggom, Yn)

donde (z,) € X'y (y,) € X, el teorema 2.11 garantiza la unicidad de H excepto para

isomorfismos.

La norma asociada a este producto interno es

lzllx = (=)

y ambas normas coinciden. Por lo tanto / es un espacio de Hilbert. [

Definicion 2.36 ([3]). Un espacio vectorial X es llamado de suma directa de dos subes-
pacios Y y Z de X, escrito por

X=Y®Z
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si cada x € X tiene una unica representacion
r=y+=z

x € X,y € Y.Entonces Z es llamado un complemento algebraico de Y en X y vicever-

sa, y Y, Z son llamados pares complementarios de subespacios en X.

Similarmente que en espacios con producto imterno definicion 2.33, definimos en un

espacio de Hilbert H el complemento ortogonal
Yt={2€H/z1Y}
Teorema 2.18 ([3]). Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces
H=YaZ

donde Z =Y.
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CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1. Materiales

Nuestros recursos base son los libros de texto de élgebra lineal, andlisis funcional,
topologia, teoria de la medida, articulos cientificos, revistas indexadas; que se utilizaron

en el estudio y discusion tedrica del tema investigado.

3.2. Metodologia de la investigacion

Primeramente, presentaremos un estudio sobre espacios vectoriales y espacios métri-
cos; enfocandonos al estudio de los espacios métricos completos, como en los espacios
de Banach y espacios de Hilbert y ademads se estudia la teoria de los funcionales lineales,
estos conceptos son punto clave para esta investigacion, asi mismo, para comprender el
teorema de representacion de Riesz y su demostracion, presentamos algunas definiciones
y resultados que involucran operadores lineales limitados, producto interno, espacios de
Hilbert y su espacio dual. Y finalmente, presentamos la demostracion del teorema de re-
presentacion de Riesz y mostramos sus aplicaciones. Durante la investigacion se utilizé
el método deductivo propio de las ciencias matemadticas [18], asimismo referente a la po-
blacién y muestra, el universo equivale al tema de estudio. Nuestra unidad de andlisis son

las funcionales lineales limitado en el espacio de funciones continuas.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo demostramos el resultado principal, afirmando que todo funcional
lineal acotado en un espacio de Hilbert puede ser representado de una tnica forma como
producto interno. Para la demostracion se usaréd la descomposicion en suma directa del
espacio de Hilbert, esta descomposicion serd de un espacio vectorial y su complemento
ortogonal; para la norma de este funcional se utilizard la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

el campo en que se estudia es el espacio de los nimeros complejos C.

4.1. Representacion de funcionales acotados

Teorema 4.1 (Teorema de la representacion de Riesz). Todo funcional lineal acotado f

en un espacio de Hilbert H puede ser representado en términos de producto interno

f(z) = (z,2) 4.1)

donde z depende de f, es determinado Unicamente por f y tiene norma

121l = 111 (4.2)

Demostracion. La demostracion se hara en tres partes: La representacion del funcional f

como producto interno, la unicidad de esta representacion y la norma de este funcional

A= =D
1. f tiene representacion en términos de producto interno, es decir, tiene representacion
4.1).
En efecto.

Si f = 0, entonces tomando z = 0, es decir,
0= (z,0) = (z,2)
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Sea f # 0, entonces existe una representacion

fx) = (z, 2)

tal que z # 0, caso contrario f = 0y (z,z) = 0 para todo z para el cual f(z) = 0,
es decir, € N(f). Puesto que para todo z € N(f), (z,z) = 0, es decir, z L z,
se deduce que z es ortogonal a N'(f), z L N(f). Con esto usamos el complemento

ortogonal de NV(f) el cual estd definido por
N(f)yF ={z€ H|z LN(f)}

por el teorema 2.12 el espacio nulo N (f) es un espacio vectorial y por el teorema

2.14 N (f) es cerrado.

Para f # 0, es decir, existe z € H tal que f(z) # 0y x € N(f), entonces
N(f) # H, como N (f) es cerrado, por el teorema 2.18, H tiene descomposicion

en suma directa

H=N(f)eN(f)*
de donde N (f) # {0} por lo tanto existe en N'(f)* un 2y # 0. Para un elemento
arbitrario x € H, definimos

v=f(x)z — f(20)x
Aplicando f, obtenemos

f) = flf(@)z — f(z0)x]
= flf(@)z0] = f1f(20)2]
= f(x)f(20) — f(20) f(2)
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se ha utilizado el hecho de que f es funcional lineal en donde f(x) es escalar. As{

veN(f).

Puesto que z, € N (f)*, el producto interno de z con v € N'(f) es cero

0 = (v,20)
= (f(x)20 — f(20)z, 20)
= (f(#)z0, 20) = (f(20); 20)
= f(@){20, 20) — f(20){x, 20)

obtenemos
f(@){20, 20) = f(20)(z, 20)

puesto que (2o, z0) = ||20|* # 0, tenemos

—~
S
e
2
(=]
<

introduciendo

en el producto interno

(20
(20, 20)

tomando

)
<20, Zo)

obtenemos la representacion de f, para todo x € H.

f(@) = (z, 2)
con esto queda demostrada la representacién de f en términos de producto interno.

2. Unicidad.

Supongamos que para todo = € H se tienen dos representaciones de f como pro-
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ducto interno

f(z) =({z,21) = (2,22
(x,z1) — (x,29) = 0
(x,21 —29) = 0 4.3)

Eligiendo un caso particular para x = z; — 29 tenemos

0 = (x,z1 — 29)
= (Zl — 22,%1 — 22>
= [lz1 — 2
tomando extremos
0=llz1 — 2[*=0
es decir, z; — 2o = 0, por lo tanto z; = 2s.

Esto prueba la unicidad de la representacion de f como producto interno.

3. Mostraremos que ||z|| = || f]|-

Si f = 0 entonces z = 0, puesto que para todo z € H

0= f(z) = (z,0)

por lo tanto
0 =[]zl =

y queda demostrado, resta probar para f # 0.
En efecto.

Si f # 0, entonces z # 0y de la representacion del funcional

f(x) = (z, 2)
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para z = z, tenemos

Iz1* = (z,2)
= f(2)
< |f(2)]
< |IfIlll=]
dividiendo por || # 0
Izl < [1£] (4.4)

Para demostrar la igualdad, debemos probar que || f|| < ||z

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[f(@)] = Kz, 2)]
< [l llll=]]
Usando la definicién de norma
Il = Hilnlgllf(ﬂf)l
= @ﬁg!@ﬂ)!

tomando extremos || f|| < ||z]|.

De esta ultima desigualdad junto con la desigualdad (4.4), concluimos que

[l = 1171

4.2. Aplicaciones del teorema de la representacion de Riesz
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4.2.1. Aplicacion 1

Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimension finitay B = {ey,...,e,} una base

de V. Consideremos el producto interno

<1"a y> = Z TiYi
=1

Por el teorema 2.10 todo espacio vectorial de dimension finita es completo, tenemos
que V' es un espacio de Hilbert, y como en un espacio vectorial normado todos los fun-
cionales lineales son acotados, entonces para cualquier funcional lineal f sobre V', existe

z € V tal que esta determinado unicamente a partir de f, es decir,

f(@) = (z, 2)
Puesto que f es lineal, se tiene
P =3 fe)
=1
donde z = x1e1 + - - - + x,,€,, de este modo, tomando
z= fler)er+ -+ flen)e,

y por la definicién de producto interno

flz) = Zl'zf(ez) = (z,2)

Luego, por la desigualdad de Schwarz

[F(@)] = [(z, 2)| < []ll|=]]

Ahora, por la norma del funcional

f(z)
[fll = sup = <[]
zeV—{0} ]|

Para demostrar la igualdad, demostraremos la otra desigualdad, es decir, ||z|| < || f]|-

En efecto,
(2, 2) (2, 2)]|
21l = < sup = /1
12l wev—top ]l
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Por lo tanto, ||z]| = || f]|-

4.2.2. Aplicacion 2

El teorema de la representacion de Riesz, garantiza la existencia y unicidad del opera-

dor adjunto 7.

Definicion 4.1 (Operador de Hilber adjunto 7). Sea T' : H; — Hs un operador lineal
acotado, donde H; y H, son espacios de Hilbert. Entonces el operador Hilbert adjunto 7™
es el operador

T*IH2—>H1

tal que paratodo z € Hy y y € H,, se tiene

(Tz,y) = (z,T"y)

Teorema 4.2 (Existencia). El operador Hilbert adjunto 7™ de T" existe, es tinico y es un

operador lineal acotado con norma
17| = (17l
Demostracion. Sea h(y,z) = (y, Tx) que define
h:Hyx H — K

una forma sesquilineal.
En efecto:

Sean xq, 9 € Hy,y € Hy y «, § escalares

h(ya axy + 51:2) = <y7 T(axl + ﬁl’g))
= (y,aTzy + BTxy)
= O_é<y,T1> + B(y,TJI2>

= ah(y, 1) + Bh(y, z2)
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h es acotado,
En efecto:

1y, )| = [y, Te)| < Nyl Tzl < [Tl [y

por lo tanto h es acotado y

IB] < 1Tl

Ahora probaremos que ||h|| > [|T||.

En efecto:

T Tx, T
(.Tr) | |(To.To)
=] [T |||

|A]] = sup = |||

Por lo tanto, ||T|| = ||k]|

Por el teorema de la representacion de Riesz, h : Hy x H; — K tiene representacion

h(y,z) = (T"y, x)

donde 7™ : Hy, — H; es un operador lineal acotado. Ademds, 7™ es unico determinado

por A y su norma es

[T = [l = 11T
Por lo tanto, ||T*| = ||T°|]. O

Un caso particular es cuando 7" : R® — R", sea A la matriz representante del operador
T,

(Tz,y) = (Az)"y = 2’ Ay
Ahora, si B es la matriz representante del operador adjunto 7™, entonces
e By = (z,T*y) = (Tw,y) = «" ATy

Por lo tanto, B = A”.
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V. CONCLUSIONES

= Se pudo comprobar que el teorema de la representacion de Riesz caracteriza al fun-

cional lineal como representacién en otro espacio de funciones.

= El teorema de representacion de Riesz ha sido demostrado mediante el método de-
ductivo; iniciando con la representacion del funcional en términos de producto in-
terno, utilizando la desigualdad Cauchy-Schwarz conseguimos la norma del funcio-

nal.

= Las aplicaciones del teorema de representacion de Riesz, que mostramos son la re-
presentacion del espacio con producto interno en R y la existencia y unicidad del

operador adjunto.
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VI. RECOMENDACIONES

= En futuras investigaciones se recomienda ampliar este teorema a espacios mas gene-

ralizados.

= También se puede estudiar otras aplicaciones en donde el teorema de representacion

de Riesz juega un papel fundamental en el teorema de Krein-Smulian.
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