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RESUMEN

La teoria espectral es muy importante en Matematicas y Fisica. EI conocimiento
del espectro y de los espacios asociados a los valores espectrales de un operador da mucha
informacion sobre él. El objetivo de este trabajo de investigacion fue analizar,
comprender y demostrar el teorema espectral para operadores lineales en un espacio
vectorial con producto interno complejo dimensionalmente finito, el cual expresa las
condiciones bajo las cuales un operador o una matriz pueden ser diagonalizados, es decir,
representados como una matriz diagonal en alguna base, donde ademas se desarroll6 una
elegante representacion de un operador normal. Para este proposito se estudid
previamente algunos temas de Algebra Lineal como por ejemplo, espacios vectoriales,
transformaciones lineales, espacios con producto interior; autovalores, autovectores y
diagonalizacion de matrices. También se analizan los operadores lineales en espacios con
producto interno, centrando la atencién en los operadores autoadjuntos en un espacio
vectorial real, para luego estudiar el tipo méas general de operadores, los normales, en un
espacio vectorial complejo. El tipo de investigacion que se realizo fue el cientifico bésico,
mediante un estudio bibliografico, ademéas usando el método hipotético deductivo. Se
concluye mostrando que un espacio vectorial bajo ciertas condiciones tiene una base
ortonormal formada por vectores propios de un operador lineal sobre un espacio con

producto interno de dimensién finita.

Palabras claves: Diagonalizacién, Espacio vectorial, Operador normal, Producto

interno, Teorema espectral.
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ABSTRACT

Spectral theory is very important in Mathematics and Physics. Knowing the
spectrum and the spaces associated with the spectral values of an operator gives a lot of
information about it. The objective of this research work was to analyze, understand and
demonstrate the spectral theorem for linear operators in a vector space with a complex
internal product of dimensionally finite, which expresses the conditions under which an
operator or a matrix can be diagonalized, that is, represented as a diagonal matrix in some
base, where in addition an elegant representation of a normal operator was developed.
For this purpose, some topics of Linear Algebra will be previously studied, such as, for
example, vector spaces, linear transformations, spaces with inner product; eigenvalues,
eigenvectors and diagonalization of matrices. Linear operators in spaces with inner
product will also be analyzed, focusing on self-adjoint operators in a real vector space,
and then studying the most general type of operators, normals, in a complex vector space.
The type of research that was carried out was the basic scientific one, through a
bibliographic study, also using the hypothetical deductive method. It is concluded that a
vector space under certain conditions has an orthonormal basis formed by eigenvectors

of a linear operator on a space with an internal product of finite dimension.

Keywords: Eigenvalues, Vector space, Normal operator, Internal product,

Spectral theorem.
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CAPITULO |

INTRODUCCION

El desarrollo de la teoria espectral es uno de los capitulos méas informativos en la
historia de las matematicas modernas, proporciona una herramienta muy potente para
entender los operadores lineales, descomponiendo el espacio sobre el que actia en
subespacios invariantes sobre los cuales su accién es simple. El hecho central del teorema
espectral es que ciertos operadores lineales en dimension finita pueden diagonalizarse.
Este hecho es muy util porque los calculos que involucran una matriz diagonalizable a
menudo se pueden reducir a célculos mucho mas simples que involucran la matriz
diagonal correspondiente. Ademas, este resultado muestra la importancia de los valores

propios y vectores propios para caracterizar un operador lineal de forma Unica.

La presente investigacion esta estructurada de la siguiente manera:

e En el capitulo I, se realiza la introduccion, el planteamiento y formulacion o
enunciado del problema. Incluye los antecedentes de la investigacion,
justificacion, objetivos e hipotesis del trabajo de investigacion.

e En el capitulo 1, esta el marco tedrico necesario para la parte principal de este
trabajo de investigacion.

e En el capitulo I, se desarrolla los materiales y métodos que contiene el tipo y
disefio, método y técnica de investigacion que se aplico a este trabajo.

e En el capitulo 1V, se reporta los resultados de la investigacion y la discusion de
los resultados.

e Enel capitulo V, estan las conclusiones.
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e Enel capitulo VI, estan las recomendaciones.

e En el capitulo VII, finalmente estan las referencias bibliograficas.

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La representacion de un operador en un espacio con producto interno de

dimensién finita depende de los vectores propios y valores propios del operador.

Uno de los problemas importantes sobre operadores en un espacio vectorial de
dimensién finita es el encontrar una base respecto a la cual la matriz de un operador sea
la mas simple posible. Es por eso que este trabajo se va a enfocar en estudiar uno de los
resultados mas relevantes del Algebra Lineal, a saber, el teorema espectral, ademas de
todas las definiciones y teoremas previos que nos llevara a entender dicho teorema. Por
otro lado, este trabajo de investigacion sera util para mejorar la comprension del teorema
espectral de operadores autoadjuntos y normales dentro del algebra lineal, para luego con

esta base poder profundizarla y aplicarla en otros campos de estudio de la ciencia.

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Por lo tanto, se formula la siguiente interrogante de investigacion:

¢En qué condiciones un espacio vectorial tiene una base ortonormal formada por
vectores propios de un operador lineal sobre un espacio con producto interno de

dimensién finita?
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1.3. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

e José Chavez Ramirez (2002) en su tesis “el teorema espectral” desarrollado en
México DF, en la Universidad Nacional Auténoma, se introducen conceptos de Algebra
Lineal como funcién, dependencia e independencia lineal, base, etc, necesarios para
entender el teorema espectral, luego se enuncia dicho teorema en dimensidn finita con su

demostracion.

e M.A. Garcia Sanchez y T. Ramirez Alzola, 2009. Introduccion al Algebra
Lineal. Es un curso que fue publicado en el Proyecto OCW de la UPV (Universidad del
Pais VVasco)/EHU. Aqui se estudia en el tema 6 el teorema espectral para endomorfismos
autoadjuntos en espacios euclideos, luego el mismo teorema se enuncia en términos de

matrices.

e Emilio LLuis — Puebla, 2008.Algebra Lineal, Multilineal y k — Teoria
Algebraica Clasica. Es una publicacién electronica de la Sociedad Matematica Mexicana,
que enuncia y prueba en su capitulo III de “Formas y Operadores”, el teorema espectral

de un operador normal.

1.4. JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

Esta investigacion sobre el teorema espectral permitird una mejor comprension de
este teorema y extenderlo a dimension infinita, para luego con esta base poder
profundizarla y estudiarla en otros espacios, dentro del Anélisis Funcional. Ademas, este
trabajo servira como base para hacer estudios de postgrado, ya que su importancia es vital
en otras areas de la matematica superior. También sera Util para las aplicaciones en

mecanica cuantica.
10
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1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

a. Objetivo general
Examinar y demostrar el teorema espectral de operadores normales en un espacio

vectorial complejo de dimension finita.

b. Objetivos especificos

e Comprender los operadores lineales y sus adjuntas en espacios con producto
interno complejo.

e Analizar la existencia de una base ordenada B para un espacio vectorial V tal que

la matriz que represente a la transformacion lineal T: V — V sea diagonal.

1.6. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

Para un operador normal en un espacio vectorial de dimension finita provisto de
un producto interno complejo, existe una base ortonormal formada por vectores propios

de dicho operador.

11
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CAPITULO I

REVISION DE LITERATURA

2.1 ESPACIOS VECTORIALES
Definicion 2.1.1. Un espacio vectorial V sobre un campo K es un conjunto no
vacio de objetos denominados ‘“vectores” en el cual estdn definidas dos
operaciones llamadas “adicion” (representada como u + v) y “multiplicacioén por
un escalar” (representada como av), de manera que para cualesquieraa, f € K y
u,v,w € V se cumplen los siguientes axiomas:
Al. Ley de cerradura para la adicion:
u+vev
Obs: u + v es llamado sumade u y v.
A2. Ley conmutativa de la adicion:
u+v=v+u

A3. Ley asociativa de la adicion:

u+v)+w=u+@w+w)
A4. Existencia del neutro aditivo:
Existe un Unico vector 0 € V llamado “vector cero o nulo” tal que

u+0=04+u=u,Vuev
Ab5. Existencia del inverso aditivo:
Para cada vector u € V, existe un unico vector —u € V llamado “inverso aditivo
de u” tal que

u+(—uw)=(CFu)+u=0
M1. Ley de cerradura para la multiplicacién por un escalar:

au €V
12
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Obs: au es llamado producto de a por u.
M2. Ley asociativa de la multiplicacion por escalares:
a(u) = (af)u
M3. Multiplicacion por uno:
lu=u
M4. Ley distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicion de
vectores:
alu+v) =au+av
M5. Ley distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion de
escalares:

(a+ Bu=au+pPu

Ejemplo 2.1.2 El espacio vectorial, K"

Para todo namero natural n, K™ representa el conjunto de las n-adas ordenadas
u = (xq, X2, o , X, de escalares x; de K. Si v = (y1, ¥, «.. o ,¥n) con y; de KK,
la suma de u y v se define por

u+17=(x1+y1,x2+y2, ...... ,xn+yn)

Resulta K™ un espacio vectorial sobre K bajo las operaciones de adicion y

multiplicacion por un escalar.

Ejemplo 2.1.3 El espacio de matrices m x n, K™*"
Sea K cualquier campo y sean m, n enteros positivos. K™*™ denota el conjunto
de todas las matrices de orden m X n con elementos de un campo arbitrario K. La

13
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suma de dos matrices A = [a;;] y B = [a;;] en K™ se define como 4 + B =
[aij + bl-j] y el producto de un escalar a y de la matriz A se define como a4 =
[aaij]. K™*™ es un espacio vectorial sobre KK con respecto a las operaciones

anteriores de suma matricial y producto por un escalar. Obsérvese que K" = K".

Ejemplo 2.1.4 El espacio de funciones F(X; K)
Sean X un conjunto no vacio y KK un campo arbitrario. Consideremos el conjunto
F(X; K) de todas las funciones de X en K. La suma de dos funciones f,g €
F(X;K) es la funcion f + g € F(X; K) definida por

F+P0) =fx)+gkx), Vxex
Y el producto de un escalar k € K por una funcion f € F(X; K) es la funcion
kf € F(X;K) definida por

(kf)(x) = kf(x), Vx € X

F(X; K) con las operaciones anteriores es un espacio vectorial sobre K.

Ejemplo 2.1.5 El espacio de polinomios P,,
Sea P, el conjunto de polinomios con coeficientes en algin campo K de grado
menor o igual a n. Si p(x) € B,, entonces

p(x) = apx™ + ap 1 x" 1+ Lt ayx? +agx + ag
Donde a; son escalares fijos de K. B, es un es un espacio vectorial sobre IK con
respecto a las operaciones usuales de suma de polinomios y producto de una

constante (escalar) por un polinomio.

14
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Ejemplo 2.1.6 El espacio de sucesiones K*
Sea K® ={(a)nen/an € K} ={a;,ay, ... ... ,a,, ...} €l conjunto de las
sucesiones de nimeros en K. Con las operaciones de suma de sucesiones y el
producto de un escalar por una sucesion definidas de la siguiente manera
(@ )neny + (bpneny = (an + bpdnen
Aay)nen = (Aap)nen, 4 €K

es un espacio vectorial.

En un espacio vectorial, como consecuencia de los axiomas, se desprenden las

siguientes propiedades elementales:

Teorema 2.1.7
Sea V un espacio vectorial sobre un campo K.
a) Siu,v,weVtalqueu+w =v+w,entoncesu =v
b) Paratodoescalara e Ky0 eV, a0 =0
c) Para0 € Ky todo vectoru e V,0u =0
d) Siau=0,dondea e Kyu € V,entoncesa =00u =0
e) Paratodoa € Kytodou €V, (—a)u = a(—u) = —(au)
Demostracion:
Para demostrar estas propiedades, la restriccion es aplicar solamente los 10
axiomas que definen un espacio vectorial.
a) u=u+0 (A4)
=u+ (w + (—W)) (A5)
=Ww+w)+(—w) (A3)
=(@w+w)+ (—w) (Hipotesis)
15
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b)

d)

=v+(w+(-w)) (A3)
=v+0 (A5)

=v (A4)

a0+ a0 =a(0+0) (M4)
= a0 (A4)
=0+ a0 (A4)

Por tanto, a0 = 0 por la parte a) de este teorema.

Ou+0u=(0+0u (M5)
= Qu (Elemento neutro para la adicion en K)
=0+ 0u (A4)

Por tanto, Ou = u por la parte “a” de este teorema.

Esta propiedad es equivalente a demostrar que:
Sia#0yu =+ 0entoncesau # 0
En efecto, si fuese au = 0 entonces
u=1u (M3)
= (a . a)u (Elemento inverso para la multiplicacion en K)
=a Yau) (M2)
=a 10 (Hipotesis)
=0 (Por la parte “b” de este teorema)
Lo cual contradice parte de la hipotesis (u # 0). Por tanto, se concluye que

au+0

16
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e) —(auw)+au=0 (A5)
= Ou (Por la parte “c” de este teorema)
= (—a+ a)u (Elemento inverso para la adicion en K)
= (—a)u+ au (M5)
De
—(au) + au = (—a)u + au
Por la propiedad “a” de este teorema

—(au) = (—a)u

2.2 SUBESPACIOS VECTORIALES
Definicion 2.2.1. Se dice que W es un subespacio vectorial de V (sobre un campo
K) si W es un subconjunto no vacio de V y es un espacio vectorial sobre K, bajo

las operaciones de adicion y multiplicacion por un escalar definidas en V.

Teorema 2.2.2. Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto no vacio de V.
Entonces, W es un subespacio de V si y s6lo si se satisfacen las siguientes
condiciones:

a) Siue WyveW,entoncesu+vew

b) Sia € Kyu e W, entonces au € W
Demostracion:
(=) Si W es un subespacio de V, entonces se satisfacen todos los axiomas de los
espacios vectoriales; en particular, se cumplen los axiomas Al y M1. Pero éstas

son precisamente las condiciones a) y b).

17
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(<) Reciprocamente, supongase que se cumplen las condiciones a) y b). Como
estas condiciones son los axiomas Al y M1 de los espacios vectoriales, sélo se
necesita demostrar que W satisface los 8 axiomas restantes. Los axiomas A2, A3,
M2, M3, M4 y M5 son satisfechos automéaticamente por los vectores en W, dado
gue son satisfechos por todos los vectores en V. Por tanto, para completar la
demostracion, basta con verificar que los axiomas A4 y A5 son satisfechos por
W. Sea u cualquier vector en W. Por la condicion b), au estd en W para todo
escalar a. Al hacer a = 0, se deduce que Ou = 0 estd en W, y al hacer ¢ = —1,

se concluye que (—1)u = —u estden W.

Observacion 2.2.3
De la prueba anterior se concluye que todo subespacio de un espacio vectorial V

contiene al 0.

Ejemplo 2.2.4
Todo espacio vectorial V tiene al menos dos subespacios. El subconjunto {0} que
solo consta del vector cero y el propio V, las cuales son ejemplos triviales de

subespacios de V.

Ejemplo 2.2.5
Sea u € V un vector no nulo. El subconjunto W = {au/a € R} de todos los
multiplos de u representado geométricamente por la recta que pasa por el origen

y que contiene a u es un subespacio vectorial de V.

18
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Ejemplo 2.2.6
Considérese el subconjunto U de R® dado por
U={(x,y,z)/ax + by + cz = 0}
en donde a, b y ¢ son tres numeros reales fijos no todos iguales a cero. Se verifica
que U es un subespacio de R3. Obsérvese que geométricamente U representa un

plano en el espacio tridimensional que pasa por el origen.

Ejemplo 2.2.7
El subconjunto U = {(x,y,z)/x = at,y = bt,z = ct,t € R} de R representado
geométricamente por una recta que pasa por el origen también es un subespacio

de R3.

Ejemplo 2.2.8
Sea B, el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a n. Si

0 < m < n, entonces B, es un subespacio de P,.

Ejemplo 2.2.9
Sea R™™ el espacio de las matrices de orden n X n con componentes reales. El

subconjunto H de las matrices simétricas es un subespacio de R™*™,

Ejemplo 2.2.10
Sea F(R;R) el espacio vectorial de las funciones reales de una variable real
f:R — R. Para cualquier k € N, el subconjunto C*(R) de las funciones k veces

continuamente derivables es un subespacio vectorial de F(R; R).

19
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Ejemplo 2.2.11

Considérese un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con n incégnitas

a11x1 + alzxz + ... + alnxn == 0
Ay1X1 + AypXy + ... + aypnx, =0
Am1X1 + QaXy + o+ Xy =0

0 bien, en notacion matricial, Ax = 0. Se dice que un vector

S1

S>
s=|.

Sn

en R™ es un vector solucion del sistema si x; = s1,X, = Sy, ... ... ,Xp = Sp €S UNna
solucién de tal sistema. Luego, el subconjunto de R™

S ={(sq,55 o ,Sp)/ (81,82, e . ,Sp) es solucién de AX = 0}
es un subespacio de R™ y es Ilamado el espacio de soluciones del sistema

Ax = 0.

Teorema 2.2.12. La interseccion de cualquier nimero de subespacios de un
espacio vectorial V es un subespacio de V.
Demostracion:

Sea {S;} con i €I una familia de subespacios de V. Denotaremos con S la

interseccion de dicha familia, es decir, S:ﬂSi, Como cada uno de los

iel
subespacios contiene al vector cero (Observacion 2.2.3), 0 € S (Por definicion de

interseccion), asi S es no vacio. Ademas, por ser cada S; un subespacio de V y
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porque la interseccion de toda familia de subconjuntos de V es una parte de éste,

se tiene que S c V.

a) ues Aves = ue()S yve()S,

iel iel
=>u€5i /\UESi,ViEI

= u+veSs,Viel

=>U+V€ﬂ3i

iel
=u+veESs

con lo cual S es cerrado para la suma

b) Consideremosa e K AueS=a ek AUe(]S,

iel
= a€KAu€eSs,Viel

= au € S;, Vi€l

= au eﬂSi

iel
= au €S
con lo cual S es cerrado para la multiplicacion por un escalar.

Luego, S es un subespacio de V de acuerdo con el teorema 2.2.2.

Observacion 2.2.13
La unidn de dos subespacios de V no es en general un subespacio de V. Al tomar

u €S, yveS,, distintos del vector nulo, se tiene que tanto u como v estan en

S1US,y,sinembargo, u+v & S; US,.
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Definicion 2.2.14. Sean S; y S, dos subespacios de un espacio vectorial V. La
suma de los subespacios S; y S,, expresado como S; + S,, es el conjunto de
vectores x € V que se pueden escribir como la suma de un vector de S; y un vector
de S,, es decir,

Si+S,={xeV/x=u+v Au€es AveS,}

Definicion 2.2.15. La suma de cualquier numero finito de subespacios

Teorema 2.2.16. Si S; y S, son subespacios de un espacio vectorial V, entonces
S; + S, es un subespacio de V.

Demostracion:

Sean S; y S, subespacios de V. Como 0 € S; y0€S,, 0+0=0€S5; +5,.
Entonces S; + S, es no vacio. Ademas, por la definicion 2.2.13, S; + S, c V.

a) S; + S, escerrado para la adicion, ya que si x,y € S; + S, entonces
existen x;,y; € S; Y x5,y € Sy talesque x = x; +x, Yy =y, + y,. Al
hacer la suma de x con y se obtiene el vector

x+y=0q+x)+ G +ty) =G +y)+ (x +y2)
pero x; +y; € S;y x, +y, €5,, pues tanto S; como S, son subespacios

de V. Esto muestraque x +y € S; + S,

b) S, + S, es cerrado para la multiplicacion por un escalar, porque si @ € K
y x € §; + S, entonces existen x; € S; y x, € S, tales que x = x; + x5.

Al multiplicar el escalar a por el vector x se obtiene el vector
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ax = a(x, + x3) = ax; + ax,

en donde ax; € S; y ax, € S, de modo que ax € S; + S,

Finalmente, por el teorema 2.2.2 se concluye que S; + S, es un subespacio de V.

Corolario 2.2.17. La suma de cualquier nimero finito de subespacios de V es un

subespacio de V.

Definicion 2.2.18. Sean S; y S, dos subespacios del espacio vectorial V. La suma
S1 + S, es llamada suma directa de S; y S,, denotada por S; @ S, si cada vector
en el subespacio S; + S, tiene una Unica representacion como la suma de un vector

en S; y un vectoren S,.

Teorema 2.2.19. Sean S; y S, dos subespacios del espacio vectorial V. Las dos
condiciones siguientes son equivalentes:

a) S=5.DS;

b) S=S,+S,y5, NS, ={0}
Demostracion:
(a = b) Supongamos que S = S; @ S,. Cualquier vector v € S puede escribirse
de forma unica como v =u+w, con u € S; y w € S,. Asi en particular, S =

S, +S,.

Supongamos ahora que v € S; N S,, entonces
» v=v+0,dondev € S;,0€S,
» v=0+v,donde 0 € S;,vES,
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Como tal suma para v debe ser Unica, v = 0. De acuerdo conello S; N S, = {0}.

(b & a) Por otra parte, supongamos que S = S; + S, yS; NS, ={0}. Seav € S,
como S=35;+S5,, existen u€ S; y w € S, tales que v =u + w. Debemos
probar que la suma es Unica. Para ello, supongamos que también v = u' + w’,
donde u' € S; y w' €S,. En tal caso, u+w =u"+w' y por tanto u —u' =
w' —w.Perou—u' € S;yw' —w € S,; por consiguiente, como S; N S, = {0},
tenemosqueu —u' =0y w' —w =0, conlocual u=u"y w' = w. De este

modo, tal suma parav € Sesunicay S =S; @ S,.

Ejemplo 2.2.20
Consideremos los subespacios de R3
S, ={(a,00)/a € R} , S, ={(0,b,0)/b € R}
El subespacio suma S =S; + S, estd formado por todas las ternas del tipo
(a, b,0). Ambos subespacios son los ejes X e Y (rectas) y como su interseccion

es el vector (0,0,0), la suma es directa y se identifica con el plano horizontal.

2.3 COMBINACIONES LINEALES

Definicion 2.3.1. Sean v4, vy, ... ... , Uy, Vectores de un espacio vectorial V. Se dice
que el vector v € V es una combinacion lineal de los vectores vy, v, ... ... , Up, SI
existen escalares aq, ay, ... ... ,a, de Ktalesque v = a vy + ayv, + ... ... + a,v,
Ejemplo 2.3.2

En R3, sean v, =(1,2,1), v, =(1,0,2) y v3 =(1,1,0). El vector v =
(2,1,5) es una combinacion lineal de v;, v, y v5 si podemos determinar nimeros
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reales a;, a, y a; tales que v = a,v; + a,v, + azvs. Al sustituir los valores de
v, V4, V, Y V3, Obtenemos (2,1,5) = a;(1,2,1) + a,(1,0,2) + a3(1,1,0)
Al efectuar las operaciones de la izquierda e igualar las entradas correspondientes,
resulta el sistema lineal
a;+a;+az; =2

201 +a3 =1

a,+2a, =5
Cuya solucion es a; = 1,a, =2 y a3 = —1, lo cual significa que v es una

combinacion lineal de vy, v, y v3. Asi, v = v; + 2V, — V3.

Definicion 2.3.3. Si S = {v,,v,, ... ... ,Un} €S un conjunto de vectores de un

espacio vectorial V, entonces el conjunto formado por todas las combinaciones

lineales de vy, v, ... ... , U, Se denota como L(S). Esto es,
L(S) = {av; + ayv, + ... .. + avpy/a; EKi=1,2,.... ,n}
Teorema 2.3.4. Sea S = {vy, vy, ... ... , U} Un conjunto de vectores en un espacio

vectorial V. Entonces, L(S) es un subespacio de V y ademas es el menor de todos
los subespacios de V que contienen que contienen a los vectores vy, v, ... ... , Un,
Demostracion:
Se demostrara primeramente que L(S) es un subespacio de V. Para esto se tendra
que verificar que L(S) satisface las condiciones las condiciones a) y b) del teorema
2.2.2. Sean x,y € L(S). Entonces existen aq,ay, ... ... , A,y By By e e ,Bn € K
tales que

X =V + v, + ... + a,v,

y =PV + vy + ... + Bnvn
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Ahora bien,

x+y=(a+B)vs+ (ay, + v, + ... + (an + B v,
Lo que demuestra que x + y € L(S)
De forma similar, si « € K se tienen que

Ax = Mav; + av, + ... + a,v,) = Aa)v, + Aay)v, + ... + Aay)v,

vi=0.v,+0.v, + ... 0.vj1+1.v;+0.v41 + ...... +0.v, € L(S)
donde 1, 2, ... ... N
Sea ahora W un subespacio de V que contiene a v4, vy, ... ... ,Up Y Sea
X =0+ ayv; + .. + a,v, € L(S)
Por la condicién de ser W un subespacio de V, o sea, aplicando las condiciones a)
y b) del teorema 2.2.2 con los vectores vq,v,, ... ... , U, € W y los escalares
Ay, Ay, e .. , 0y, Se Ve que x € W. Es decir, L(S) € W. Esto demuestra que L(S)

es el menor de los subespacios de V que contiene a los vectores vy, vy, ... ... , Up.

Ejemplo 2.3.5
Sean v; = (1,3,—1) y v, = (2,1,3) dos vectores en R3. Segun el teorema
anterior, el menor subespacio de R3 que contiene a v; y v, es L(v,, v,) donde
L(vy,vy) ={a;(1,3,-1) + a5(2,1,3)/a;,a, € R}
L(vy,vy) = {(ay + 2a,,3a; + ay, —a; + 3a,)/a,, a, € R}

L(vy,vy) ={(x,y,2)/x = a; + 2a5,y = 3a; + a5,z = —a, + 3a,; a;,a, € R}
Se desea describir este subespacio de R3 en otros términos. Obsérvese que de la
Gltima expresion para L(v4, v,) Se obtiene
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a; +2a, =x

31 +a, =y

—a;+3a, =2z
Que puede contemplarse como un sistema de 3 ecuaciones con dos incognitas a,
y a,, el cual se sabe que tiene solucién, pues el vector (x, y, z) es una combinacion
lineal de v, y v, lo que significa que existen a; y a5, tales que (x,y, z) = a v, +

a,v,. Al aplicar el método de eliminacion Gaussiana a este sistema se obtiene

1 2 x 1 2 X
(3 1 y)~ ......... ~<0 -5 y —3x )
-1 3 z 0 0 —-2x+y+z

Entonces, el hecho de la existencia de soluciones del sistema es equivalente a que
—2x + y + z = 0. Es decir, el vector (x,y,z) € R3 es una combinacion lineal de
v =(1,3,-1) y v, =(2,1,3) si y sélo si —2x + y + z = 0. Por lo tanto, el
subespacio L(v,, v,) puede ser descrito como L(vq,v,) = {(x,y,2)/-2x +y +
z = 0}, que es un subespacio de R3 que representa geométricamente un plano que
pasa por el origen. Geométricamente éste es el plano en el que se encuentran v, y

v,.

Definicién 2.3.6. Sea S = {v,, v, ... ... , U} Un conjunto de vectores en un espacio
vectorial V. Al subespacio L(S) se le llama subespacio generado por los

elementos de S.

Observacion 2.3.7. En general, el subespacio L(S) es diferente del espacio
vectorial V (es decir, L(S) € V), tal como se vio en el ejemplo anterior. Sin
embargo, puede ocurrir que L(S) = V. En este caso se dira que el espacio vectorial
V es generado por S y se llamara a éste “conjunto generador de V.
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Definicion 2.3.8. Se dice que los vectores {v4, vy, ... ... , U} €N un espacio vectorial
V generan a V si todo vector en V se puede escribir como combinacion lineal de
ellos. Es decir, para todo v € V, existen escalares a;, ay, ... ... , a, tales que

v = (lel + ().’2172 + ... + anvn

Teorema 2.3.9. Sean S; y S, dos subespacios del espacio vectorial V. Entonces
S14+S8,=L(S;US,)

Es decir, el espacio generado por S; U S, es S; + S,

Demostracion:

Es obvio que S; + S, es un subespacio de V que contiene a S; U S,. Entonces

L(S;US,) cS;+S,, pues L(S; US,) es el mas pequefio de los subespacios de

V que contiene a S; U S,. TOmese ahora un vector x = u + v € S; + S,. Se tiene

que u€ES; cS;US, y vES, CcS;US,. Obsérvese que en L(S;US,) se

encuentran todas las combinaciones lineales (finitas) de vectores en S; U S,.

Entonces x =1.u+1.v € L(S; US,), lo que muestra que S; US, c L(S; U

S,). Porlo tanto, S; + S, = L(S; U S,).

Teorema 2.3.10. Sean S; y S, dos subconjuntos cualesquiera de un espacio

vectorial V. Entonces L(S; U S,) = L(S;) + L(S,)

2.4 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL
Definicion 2.4.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Se dice que los

vectores vy, v, ... ... ,U, € V son linealmente dependientes si existen escalares

A1, Ay, e e , &, € KK no todos iguales a cero, tales que
alvl + azvz + ... + anvn =
28
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Ejemplo 2.4.2
Considérese los vectores v; = (2,—1,4), v, =(1,-1,3), v =(1,1,-1) vy
vy, = (1,-2,—1) en R3. Sea
a,(2,-1,4) + a,(1,-1,3) + a5(1,1,—-1) + a,(1,-2,—1) = (0,0,0)
Qaq, —aq,4a,) + (ay, —ay, 3ay) + (as, az, —as) + (as, —2a4, —a,) = (0,0,0)
Qa; +a,+ asz +ay,—a; — a, + az — 2a,,4a; + 3a, —az; — a,) = (0,0,0)
De donde, igualando las coordenadas correspondientes de estos dos vectores de
R3 se obtiene
201 +ta, taz+a, =0

—ay—ay+az—2a, =0

day +3a, —az—a, =0
El cual es un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones, las cuales son

a, = —2k,a, =3k, a3 =k,a, =0,conk € R

Por lo tanto, los vectores v,, v,, v3 Yy v, son linealmente dependientes, ya que los
escalares no son todos necesariamente nulos. Mas aun, existen infinitas

combinaciones lineales no triviales cuyos resultados son el vector nulo.

Definicion 2.4.3. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Se dice que los

vectores vy, v, ... ... , U, € V son linealmente independientes si se cumple que
a1v1 + axvy + .. +ta, v, =0=a;,=a; = ... =a,=0
Ejemplo 2.4.4

Sean los vectores v, =(1,3,2), v, =(—1,2,5) y v3=(0,1,4) en R3.

Determinar si los vectores vy, v, y v5 son linealmente independientes.
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Para determinar si los vectores mencionados son L.1., se tiene que considerar la
combinacidn lineal de ellos igualada al vector cero de R3
a,(1,3,2) + a,(—1,2,5) + a5(0,1,4) = (0,0,0)
Y mostrar si implica que los 3 escalares a4, @, Y a3 son iguales a cero.
La combinacion lineal anterior puede reescribirse como
(ay — @y, 3aq + 2a, + as, 2a; + 5a, + 4a3) = (0,0,0)
De donde, igualando las coordenadas correspondientes de estos dos vectores de
R3 se obtiene
a;—a, =0
3a1+2a,+a3 =0
2a1 + 5a;, +4a3 =0
El cual es un sistema homogéneo de 3 ecuaciones lineales para las incégnitas

aq, a, Y as. El determinante de la matriz de este sistema es:

1 -1 0
det|3 2 1|=13+#0
2 5 4

Lo que dice, entonces, que la matriz del sistema es inversible y que por lo tanto el
sistema homogéneo correspondiente tiene solamente la solucion trivial a; =

a, = a3z = 0. Esto muestra que v4, v, y v son linealmente independientes.

Observacion 2.4.5. En el espacio R3, la dependencia lineal de vectores puede
escribirse geométricamente en los siguientes términos:
a) Dos vectores cualesquiera u y v son linealmente dependientes si y sélo si
yacen en la misma recta que pasa por el origen.
b) Tres vectores cualesquiera u, v y w son linealmente dependientes si y

solo si yacen en el mismo plano que pasa por el origen.
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Definicion 2.4.6. Sea S = {vq, vy, ... ... , U} UN conjunto de vectores en un espacio
vectorial V. Se dice que el conjunto S es linealmente dependiente o linealmente

independiente segln lo sean los vectores vy, v, ... ... , Un.

Teorema 2.4.7. Si un conjunto S de vectores es linealmente independiente,
necesariamente lo es cualquier subconjunto de S. Alternativamente, si S contiene

un subconjunto linealmente dependiente, S es linealmente dependiente.

Teorema 2.4.8. Si un vector es combinacion lineal de una familia linealmente
independiente, entonces dicha combinacidn lineal es Gnica.
Demostracion:
Sea v € V combinacion lineal de la familia {v,, vy, ... ... ,Un}, Y ésta linealmente
independiente. Entonces existen escalares a4, a5, ... ... , &, tales que

V=a.v; +avy + o + a,v,
Suponemos que existen escalares Sy, B, -.. ... , B, tales que

v =L101 + Bovy + . + Ly

Entonces
a1V + avy + . + a,v, = PV + vy + + Bnvn
O sea
a1V + avy + + ap,vy, — vy — Lavy — e —Bpvn =0
Luego

((ll - ,31)171 + (0(2 - ﬁz)vz + . + (an - ﬁn)vn = 0
Y como la familia es linealmente independiente, se deduce que

a—PBL=a,—f;= ... =a,—Brn=0=0a, =,a;, =By .. ... L0, =L Vi=1,2,.... ,n

En consecuencia, la combinacion lineal es Unica.

31

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Corolario 2.4.9. Todo vector no nulo de un espacio vectorial constituye un

conjunto linealmente independiente.

Corolario 2.4.10. EI vector nulo de cualquier espacio vectorial constituye un

conjunto linealmente dependiente.

Corolario 2.4.11. Todo conjunto al que pertenezca el vector nulo es linealmente

dependiente.

Corolario 2.4.12. Dos vectores v, Yy v, son linealmente dependientes si y solo si

uno de ellos es multiplo del otro.

Corolario 2.4.13. Si dos de los vectores de vy, vy, ... ... , U, son iguales o si uno es

multiplo escalar de otro, los vectores son linealmente dependientes.

Teorema 2.4.14. Un conjunto finito y no vacio de vectores es linealmente
dependiente si y sélo si al menos uno de ellos es combinacion lineal de los demas.

Demostracion:

(=) Sean vy, v, ... ... , Uy, Vectores linealmente dependientes, segun la definicion
de dependencia lineal existen escalares a4, ay, ... ... , &, NO todos nulos tales que
a1V + avy + +apv, =0...... (%)

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que a; # 0 (si esto no fuese cierto,

se reenumeran los vectores). Entonces la expresion (x) puede reescribirse como:

a a a
171:(__2)v2+<__3)v3+ ...... +<__n)vn
aq aq o

Lo que muestra que el vector v4 es una combinacion lineal de los demas vectores.
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(<) Reciprocamente, supdngase que al menos uno de los vectores vy, vy, ... ... , Un
puede escribirse como combinacion lineal de los demas vectores. Digase que v,
es tal vector. Se tiene entonces que existen escalares 5, B3, ... ... , Bn. tales que

vl = Bzvz + ﬁgvg + o + ﬁnvn

Reescribiendo esta expresion como

7.71 - ,32172 - [331]3 T e e - ﬁnvn = O
Se ve que se satisface (x) cona; =1#0y a; = —f;, parai = 2,3, ...... ,n. O
sea, que los vectores vq, vy, ... ... , Uy, Son linealmente dependientes.

Corolario 2.4.15. Un conjunto finito y no vacio de vectores es linealmente

independiente si y so6lo si ningln vector es combinacion lineal de los demas.

Teorema 2.4.16. Un conjunto finito y ordenado de vectores al que no pertenece
el vector nulo es linealmente dependiente si y solo si algin vector es combinacion

lineal de los precedentes.

2.5 BASESY DIMENSION
Definicion 2.5.1. Sea V un espacio vectorial. Se dice que el subconjunto S de V
es una base de V si
a) SgeneraaV

b) S es linealmente independiente

Ejemplo 2.5.2.
Sea K un campo, y en K" sea S el subconjunto que consta de los vectores

€1, €2, e wne , e, definidos por
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Sean aq, ay, ... ... , a, escalares de Ky hagase v = aje; + aze, + ... ... + a,e,
Entonces v = (ay, ay, ... ... , @y). ESto muestra que ey, e,, ... ... , ey generan K™,
Comov=0siysblosia; = a, = ...... ,= a, = 0, los vectores ey, e,, ... ... ,€en

son linealmente independientes. El conjunto S = {e,, e,, ... ... ,en} €s, por tanto,

una base de IK". Esta base particular se llamara “base candnica” de K".

Teorema 2.5.3. El subconjunto S = {v,,v,, ....... , U} del espacio vectorial V es
una base de V si y solo si cada vector v € V es expresado de manera Gnica como
una combinacién lineal de los vectores de S.

Demostracion:

(=) Sea S = {vy,v,, ... ... ,Un} Una base de V'y v € V un vector arbitrario de V.

Como L(S) =V, entonces v € L(S). Luego, v es una combinacion lineal de los

elementos de S. Supdngase que v = a,v; + a,v, + ... ... +a,v, Yy v=>bv,+
byv, + ... .. + b, v, son dos posibles representaciones de v.
Entonces
av1 + av, + ... + a,v, = byvy + by, + ... .. + b, v,
Es decir

(al - bl)vl + (az - bz)vz + ... + (an — bn)vn =0

Como S es linealmente independiente, se tiene que

34

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Luego. a; = by, ay — by, ...... , a, = by, de tal modo v sélo puede expresarse

como Unica combinacion lineal de los elementos de S.

(<) Reciprocamente, supdngase que cada v € V es representado de manera Unica
como combinacién lineal de vy, v,, ... ... , U EN tal caso se tiene obviamente que
L(S) =V. Sélo falta verificar que los vectores de S son linealmente
independientes. Considérese la combinacion lineal a vy + a,v, + ... ... +
apv, =0

Esta expresion se puede ver como la representacion del vector 0 € V como
combinacion lineal de vy, v, ... ... ,Uy. Pero obviamente el vector cero tiene
también la representacion

0=0.v,+0.v, + ... +0.v,

En vista de la unicidad de la representacion supuesta en la hipétesis, se concluye
que a; =a; = ... =a, = 0, es decir, que vyq,vg, ... .. , U, Son linealmente

independientes y que por tanto constituyen una base de V.

Teorema 2.5.4. Sea V un espacio vectorial generado por n vectores
V1, Vg eer oo , U, Entonces todo conjunto linealmente independiente de vectores de
V es finito y no contiene méas de n vectores.

Demostracion:

Considérese el conjunto S = {uy, uy, ... ... , Uy} de m vectores en V, en donde

m > n. Se mostrara entonces que S es linealmente dependiente.

Como L(vq, vy, ... .. ,p) =V, para cada u; existen escalares a;; con i=

1,2, .... ,n tales que
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n
Uj = ayv1 + vy + ..., +anjvn=2aijvi, j=12,.....om (%)

Formamos la combinacidn lineal
CiUy + CoUy + .. + ol (x%)

Al sustituir (*) en (**) se obtiene

m m n n m
Uy +cuy + . + iy, = Z cjuj = Z Cj Z a,jv; = z Z aijcj |v;

Como m > n, el teorema

Si A es una matriz de orden n xm con n < m, el sistema homogéneo de

ecuaciones lineales AX = 0 tiene una solucion no trivial.

Implica que existen escalares c4, ¢y, ... ... , Cm,» NO todos cero, tales que
m
Zaijcj=0, 1<i<m
j=1

Luego ciuq + couy + ... + cuy = 0. Ello demuestra que S es un conjunto

linealmente dependiente.

Corolario 2.5.5.

Dos bases cualesquiera de un espacio vectorial V tienen el mismo ndmero de
vectores.

Demostracion:

Sean S; = {vy, vy, ... ... ,Unt Y Sy = {ug, uy, ... ... , Uy} dos bases de V. Por una
parte se tiene que L(S;) = V y S, es un conjunto linealmente independiente de
vectores de V. Por el teorema anterior se tiene entonces que m < n. Por otra parte
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L(S,) =V y S; es un conjunto linealmente independiente de vectores de V.

Nuevamente el teorema anterior permite concluir que n < m. Entonces n = m.

Definicion 2.5.6. Se llama dimensién de un espacio vectorial V, denotado por dim

V, al nmero de vectores de una base cualquiera de V.

Definicion 2.5.7. Si el espacio vectorial V posee una base formada por un nimero
finito de vectores, se dice que V es un espacio de dimensién finita. Caso contrario

se dice que V es un espacio de dimension infinita.

Teorema 2.5.8.Sea S = {v,, vy, ... ... , U} un conjunto de generadores del espacio

vectorial V, supongase que existe v;,1 < j < n tal que puede escribirse como

combinacion lineal de los n — 1 vectores restantes. Entonces L(S — {v;}) = L(S)

donde S — {v;} = {v € S/v # v;}

Demostracion:

La contencion L(s — {v;}) < L(S) es clara. Se vera entonces que L(S) c L(S — {v;})

Sea v € L(S), existen ¢y, ¢y, ... ... ,Cn tales que v = cqvy + covp + .. + cp v,

segun la hipotesis, existen también escalares d;, i = 1, 2, ... ... ,n, i # j tales que
vj =dyvg +davy + +dji_1Vj_1 + djp1Vjp + e +d,v,

Al sustituir esta expresion en la anterior y agrupando, se obtiene el vector v

expresado como  combinacion  lineal de los mn—1  vectores

V1, V2, o) Vjoq, Vjpt, o oo, . ENONCes v € L(S — {v;}) como se queria

demostrar.
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Teorema 2.5.9. Sea S un subconjunto linealmente independiente del espacio
vectorial V. Supdngase que el vector v € V no pertenece al espacio generado por
S (esto es, v & L(S)), entonces el conjunto S”=SuU{v} es linealmente
independiente.
Demostracion:
Sean uy, Uy, ... ... , Uy vectores de S. Considérese la combinacion lineal

iUy + CoUy + .. + cpup + v =0 ... ... ()

Se afirma que c,,, = 0. En efecto, si ¢, # 0 se podria escribir

1 %) Ck
v=(— )u1+(— )u2+ ...... +<— )uk
Crk+1 Cr+1 Ck+1

Lo que contradice la hip6tesis de que v € L(S). Entonces la expresion (x) queda

como
Ciuq + cuy + . +cru, =0
Como S es linealmente independiente, se concluyeque c; = ¢, = -+ ... = ¢, = 0,

lo que muestra entonces que S’ es linealmente independiente.

Teorema 2.5.10. Sea V un espacio vectorial de dimension finita.

a) Cualquier conjunto de generadores de V contiene una base para V.

b) Sea DimV = n. Si {uy, uy, ... ... , Uy} €S un conjunto linealmente
independiente de V, existen vectores wy, w, ... ... , Wn_m tales que
B = {ug, Uy, v ... , Uy Wi, Wa, e e ,Wy_m} €S una base de V.

Demostracion:
a) SeaS = {vy, v, ... , U} un conjunto de generadores de V. Si S es
linealmente independiente, entonces S es una base de V. Caso contrario,

segun el teorema 2.4.14 existe un vector v;, 1 < j < k que se puede escribir
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como combinacion lineal de los k — 1 vectores restantes. Sea S; = S — {v;}.
Por el teorema 2.5.8, L(S;) = V. Si S; es linealmente independiente, S; es
entonces la base requerida. Caso contrario repita el proceso anterior. En
algin momento se obtendrd un conjunto S; (1 < i < n — 1) linealmente
independiente y ese seré la base procurada. (EI peor de los casos se
presentaria cuando se puede llegar a S,,_;, que es un conjunto con un solo
vector. En ese caso S; es linealmente independiente, y sera la base

requerida).

b) Sea S = {uy,uy, ... .. , U }. Escribase V, = L(S). Si V, =V, entonces S es la
base requerida (pues S es linealmente independiente y L(S) = V). Caso
contrario (0 sea si L(S) es un subespacio propio de V), existe un vector w, €
V tal que w; € L(S). Segln el teorema 2.5.9, el conjunto S; = S U {w; } es
linealmente independiente. Escribase V; = L(S;). SiV; =V, S; es la base
requerida B. Caso contrario existe w, € V,w, ¢ L(S), etc. Al continuar este
proceso de adjuncion de vectores de V al conjunto S, se llegard a lo mas en
n — m etapas, a un conjunto linealmente independiente que genere V. Esta

sera la base 8B procurada.

Corolario 2.5.11. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Digase que
Dim V = n. Entonces
a) Cualquier conjunto con n vectores linealmente independientes es una
base de V.

b) Cualquier conjunto con n vectores que genera a V, es una base de V.
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Teorema 2.5.12. Sea W un subespacio del espacio vectorial de dimensidn finita

V. Entonces W es de dimension finitay dim W < dim V.

Corolario 2.5.13. Si W es un subespacio de un espacio V dimensionalmente
finito, entonces W tiene una base finita y cualquier base para W es un subconjunto

de una base para V.

Teorema 2.5.14. Sea W; y W, subespacios del espacio vectorial V de dimension

finita. Entonces dim(W; + W,) = dim W; + dim W, — dim(W; n W)

Corolario 2.5.15. Sea W; y W, subespacios del espacio vectorial de dimensién

finita V tales que W; @ W, = V. Entonces dim(V) = dim W, + dim W,

2.6  TRANSFORMACIONES LINEALES
Definicion 2.6.1 Sean V' y W espacios vectoriales sobre K. Una funcion T: V —
W se llama transformacion lineal de V en W si para todo u,v € Vy a € K
tenemos que
a) Tw+v)=Tw)+T)

b) T(au) = aT(u)

Ejemplo 2.6.2. Una transformacion lineal de R? en R3
Sea T:R?— R3 definida por T(x,y)=(x+y,x—y,3y) es una
transformacion lineal, ya que se verifican las condiciones:
) TlCe,y1) + (xz¥2)] = T(x1 + 2,71 + ¥2)
=@+ 22t y1+y2,% + X2 — Y1~ Y2,3y1 +3y2)
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= (1 +y1, %1 —y1,3y1) + (2 + 2, %2 — ¥2,3y2)
= T(x1,y1) + T(x2,¥7)
b) Tlalx,y)] =T(ax,ay)
= (ax + ay, ax — ay,3ay)
=alx+yx—y3y)
=al(x,y)

Asi, T es una transformacion lineal.

Observacion 2.6.3. Un equivalente a la definicion 2.6.1 es la siguiente:
T es una transformacion lineal siy s6lo si T(au + v) = aT(u) + T(v)

paratodou,v e Vy a € K.

Ejemplo 2.6.4. Dos ejemplos importantes de transformaciones lineales son la
transformacion identidad I: V — V mediante I,;(x) = x para toda x e Vy la

transformacion cero Ty: V — W por Ty (x) = 0 para toda x € V.

Ejemplo 2.6.5. Definase T:R? — R? mediante T(ay,a,) = (a;,0). T se
denomina proyeccion sobre el eje X. No6tese que si hacemos W; = {(a,0)/a € R}

y W, = {(0,a)/a € R} entonces R? = W, @ W,.

Definicion 2.6.6. Sea V un espacio vectorial y W, un subespacio de V. Una
funcién T: V — V se llama proyeccion sobre W, si
a) Existe un subespacio W, tal que V=W, & W,

b) Parax = x; + x,, donde x; € W, y x, € W,, tenemos T (x) = x;
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2.7 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES
Teorema 2.7.1. Sea T:V — W una transformacién lineal. Entonces para todos
los vectores u, v, vy, vy, ... ... , Uy, en V'y todos los escalares a4, ay, ... ... ,
a) T(0)=0
b) T(u—v)=Tw)—T()

C) T(avy +ayvy + ... + apvy) = a;T(vq) + a;T(vy) + ... .. + a,T(vy,)

Teorema 2.7.2. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre el campo K

con base B = {xy, x5, ... ... ,X,}. Sean W un espacio vectorial sobre el mismo
campo Ky yq1, V5, wen - , Yn M Vectores cualesquiera de W. Entonces existe una
Unica transformacion lineal T de V en W tal que T (x;) = y;, parai = 1,2, ... ... , M.

Demostracién:

Sea x € V. Entonces

Donde ay,as,, ... ... ,a, son escalares unicos. Definase T:V — W mediante

n

T(x) = Z a;yi

i=1
Veremos que T es lineal, pues supdngase que u,v €V y d € K. Entonces

podemos escribir

n n
u=Zaixi y U=Zal~xl-
i i=1

Ahora bien,

n
du+v= Z(dbi + ¢c)x;
i=1
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Entonces

n

n n
T(du+v) = Z(dbi +c)y; = dz b;y; + Z c;y; = dT(uw) + T(v)
i=1 i=1

=1
También es evidente que T(x;) = y;, parai = 1,2, ... ... , M.

Ademas T es Unica, porque supéngase que U: V — W es lineal y U(x;) = y; para

=1
Tenemos
n n
U(x) = Z a;U(x;) = 2 a;y; = T(x)
i=1 i=1

PorlotantoU =T.

2.8 NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL
Definicion 2.8.1. Sean Vy W espacios vectoriales sobre el campo Ky seaT: V —
W una transformacién lineal. El ndcleo de T, denotado por N(T), es el conjunto

de todos los vectores v de V tales que T(v) = 0.

Definicion 2.8.2. Sean Vy W espacios vectoriales sobre el campo Ky seaT: V —
W una transformacion lineal. La imagen de T, denotado por Im(T), es el conjunto
formado por todos los vectores w de W tales que w = T (v) para alguna v € V,
es decir, vectores de W que son imagenes de los elementos de V por medio de la

transformacion T.
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Teorema 2.8.3. Sean V' y W espacios vectoriales sobre el campo Ky seaT: V —

W una transformacién lineal. Entonces N(T) es un subespacio de V e Im(T) es

un subespacio de W.

Demostracion:

Como T(0,) = 0y, tenemos que 0, € N(T). Sean x,y e N(T) y c € K.

Entonces

Tx+y)=Tx)+T(y)=0,+0, =0y, y T(x)=cT(x)=c0y =0y,

Por lo tanto x + y € N(T) y cx € N(T), de manera que N(T) es un subespacio

de V.

Como T(0y,) = 0y, tenemos que 0y, € Im(T). Ahora sean x,y € Im(T) y c €

K. Entonces, existen vy w en V tales que T(v) = x y T(w) = y. Asi,
Tw4+w)=TW)+Tw)=x+y vy T(v)=cTWw)=cx

Por lo tanto, x +y € Im(T) y cx € Im(T), de manera que Im(T) es un

subespacio de W.

Definicion 2.8.4. Sean V'y W dos espacios vectoriales, V de dimension finita y
T:V — W una transformacion lineal. Se define la nulidad de T como la

dimension de su ndcleo, y el rango de T como la dimension de su imagen.

Teorema 2.8.5. Sean V y W dos espacios vectoriales, V de dimension finita y
T:V — W una transformacion lineal. Entonces
nulidad de T + rangodeT = dimV

Demostracion:

Supongase que dim(V) = n, y sea {xq, x5, ... ... , Xx} una base para N(T). Por el
corolario 2.5.10. podemos extender {xi,xs, ... ... ,Xx} a una base B =
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{x1, x5, oon .. ,X,} para V. Demostraremos que el conjunto S =
{T (1), T(xgsz), oo e ,T(x,)} es wuna base para Im(T). Primero
demostraremos que S genera a Im(T). Sea y € Im(T), entonces existe x € V tal

que y = T'(x). Como B es una base para V, tenemos que

n

X = Z a;x;, para algunas a,, a,, ... ... ,a, € K
i=1

Como T es lineal se tiene que

n n
y=T() =Y aT()= ) aT(x)€LE)
i=1 i=k+1
La ultima igualdad se obtiene de que x4, x5, ... ... , Xk € N(T).

i=k+1

De nuevo, utilizando el hecho de que T es lineal, tenemos que

R

i=k+1
Entonces,
n
Z byx; € N(T)
i=k+1
Por lo tanto, existen cy, ¢y, ... ... ,Cx € K tales que
n k k n
z bjx; = Zcixl- o0 bien Z(—ci)xi + Z bix; =0
i=k+1 i=1 i=1 i=k+1

Como B es una base para V, tenemos que b; = 0 para toda i. Por lo tanto, S es

linealmente independiente.

45

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

2.9 ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES
Teorema 2.9.1. Sean V' y W espacios vectoriales sobre el campo K. Sean Ty U
transformaciones lineales de V en W. La funcion T + U definida por
T+0)(w)=TWw)+UWw)
Es una transformacion lineal de V en W. Si a es cualquier elemento de K, la
funcién definida por
(@) () = aT (v)

Es una transformacion lineal de V en W. El conjunto de todas las transformaciones
de V en W, junto con la adicion y multiplicacion escalar aqui definidas, es un

espacio vectorial sobre el campo K.

Teorema 2.9.2. Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre el campo K. Sea T una
transformacion lineal de V.en W y U una transformacion lineal de W en Z.
Entonces la funcién compuesta UT definida por UT(v) = U(T(v)) es una

transformacion lineal de V en Z.

Definicion 2.9.3. Si V es un espacio vectorial sobre el campo KK, un operador

lineal T sobre V es una transformacion lineal de T: V — V.

Teorema 2.9.4. Sea V es un espacio vectorial sobre el campo K; sean U, T; y T,
operadores lineales sobre V y sea a un elemento de K.
a) IU=Ul=U
b) U(Ty+T,) =UT, + UT,y (T, + T,)U = T,U + T,U
c) a(UT,) = (aU)T, = U(aT,)
d) U(T1T2) = (UT1)T2
46
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Definicion 2.9.5. Una transformacion lineal T: V. — W es invertible si existe una
Unica funcion T"1: W — V tal que TT"* =1, y T™IT = I,, donde I, es la
transformacion identidad en W e I, es la transformacion identidad en V. La

transformacion T-1 es la inversa de T.

Teorema 2.9.7. Sean V y W espacios vectoriales y sea T:V — W una
transformacion lineal. Si T es invertible, entonces T-1: W — V es una
transformacion lineal.

Demostracion:

Sean y;,y, € Wy c € K. Como T es sobreyectiva e inyectiva, existen vectores
Unicos x; y x, tales que T(x;) =y, y T(x,) = y,. Entonces x; = T~ 1(y,) y

x, =T 1(y,),y asi

T ey, +y2) = T7HcT(xy) + T(xp)] = T7HT (exy + %) = cxy +x, = T () + T~ ()

Observacion 2.9.8. Las siguientes propiedades no exige la linealidad y se
cumplen para funciones invertibles Ty U.
a) (Tu)yt=u-tr-t

b) (T~1)~! = T; en particular, T~ es invertible.

2.10 REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACION
Definicion 2.10.1. Sea B = {x1, x5, ... ... ,Xn} Una base ordenada para un espacio
vectorial V de dimensidn finita. Para x € V definimos al vector coordenado de x

relativo a B, denotado por [x]g, mediante

a;
a
[X]ﬂa = g
an
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Donde

Definicion 2.10.2. Sean V'y W espacios vectoriales de dimension finita con bases
ordenadas B; = {x;, X3, ... ... yXn Y Ba = V1, V2 e o , Vm } respectivamente. Sea
T:V — W una transformacion lineal. Entonces existen escalares Gnicos a;; € K
(i=12,.... myj=12,.... ,n) tales que

n
T(xj) = Z a;jy; paral<j<n

i=1

Ademas, llamaremos a la matriz A de orden m X n, definida mediante 4;; = a;;,
la matriz que representa a T en las bases ordenadas B, y B,, la cual la

escribiremos como A = [T]gj. SiV=Wy3B; =B,,escribiremos A = [T]g,

Teorema 2.10.3. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita que tienen
bases ordenadas B, y B,, respectivamente, y sea T: V — W una transformacién
lineal. Entonces, para toda x € V tenemos

[T, = [T]g: [x]s,
Definicion 2.10.4. Sea A una matriz de orden m X n con elementos de un campo
K. Denotamos por L, a la funcion L,: K™ — K™ definido por L,(x) = Ax para

cada vector columna x € K™.

Teorema 2.10.5. Sea A una matriz de orden m X n con elementos de un campo
K. Entonces la transformacion L,: K™ — K™ es lineal y [LA]gj = A, donde B, y

B, son las bases ordenadas estandar para K" y IK™ respectivamente.
48

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

'ﬂ UNIVERSIDAD

Teorema 2.10.6. Sean B, y B, dos bases ordenadas para un espacio vectorial V
de dimension finitay sea Q = [Iv]gl. Entonces
a) Q esinvertible.

b) Paratodav €V, [x]g, = Qlxlg,

Teorema 2.10.7. Sea T:V — W una transformacién lineal de un espacio
vectorial V de dimensién finita a un espacio vectorial W de dimensién finita y
sean B; y B; bases ordenadas para V, B, y B, bases ordenadas para W. Si Q es
la matriz que transforma de B3 en coordenadas de B, y P es la matriz que
transforma las coordenadas de B, a B,, entonces las matrices de la
transformacion T respecto de B; y B5, y respecto de B; y B, estan relacionados

por
By p—171B
[T1g = P7ITIg0
Corolario 2.10.8. Sea T:V — V un operador lineal en un espacio vectorial
dimensionalmente finito V que tiene bases ordenadas By B'. Si P es la matriz

que transforma coordenadas de B’ en coordenadas de B, entonces [T]y =

P~1[T]gP.

Definicion 2.10.9. Sean A y B matrices de orden n X n con elementos del campo
K. Decimos que B es semejante a A si existe una matriz invertible P € K™*" tal

que B = P71AP.
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2.11 DIAGONALIZACION
Definicion 2.11.1. Se dice que un operador lineal T sobre un espacio vectorial
dimensionalmente finito V es diagonalizable si existe una base B para V tal que

[T]g sea una matriz diagonal.

Definicion 2.11.2. Una matriz cuadrada A es diagonalizable si A es semejante a

una matriz diagonal.

Teorema 2.11.3. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial de dimension
finita V. Luego, T es diagonalizable si y so6lo si existe una base B =
{x1, x5, v .. ,Xn} para Vy escalares A4, 4,, ... ... , A, (N0 necesariamente distintos)

tales que T(xj) = Ajx;j, para 1 < j < n. Bajo estas circunstancias se tiene que:

A 0 . 0
0 A, ...

rlg=| , 0
0 0 - ln

Este teorema también puede ser enunciado de la manera siguiente:

Un operador lineal T en un espacio vectorial de dimension finita V es
diagonalizable si y solo si existe una base 8 para V compuesta por vectores
propios de V.

Demostracion:

Supodngase que T es diagonalizable. Entonces existe una base 8B para V tal que
[T]g =D es una matriz diagonal. Sean A; =Dj; y B = {xy,x3,...... , Xn)

Entonces para cada j,

n
T(x) = Z Dijxi = Djjx; = A;x;
i=1

50

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

'ﬂ UNIVERSIDAD

Reciprocamente, supéngase que existe una base B = {x;, x5, ... ... ,Xn} Y escalares

A1, A, e e, Ay tales que T(x;) = A;x;. Entonces evidentemente
A 0 o 0
0 A, -
ms={ ;770
0 o - /1n

Definicion 2.11.4. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V. Un
elemento no nulo x € V se llama vector propio de T si existe un escalar A tal que
T(x) = Ax. Al escalar A se le llama valor propio correspondiente al vector propio
X.

Definicion 2.11.5. Si A es una matriz de orden n X n en un campo KK, un elemento
no nulo x € K™ se denomina vector propio de la matriz A, si x es un vector propio
de L,. El escalar A se denomina valor propio de A correspondiente al vector propio
X.

Teorema 2.11.6. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial de dimension
finita V sobre un campo K. Un escalar A € K es un valor propio de T si y solo si
det(T — AI) = 0.

Demostracion:

(=) Supdngase que A es un valor propio de T. Entonces existe un vector propio
x €V (x#0) tal que T(x) = Ax. Luego 0 = T(x) — Ax = (T — AI)(x). Como

x # 0, T — AI no es invertible. Asi, segun un teorema, det(T — AI) = 0.

(<) Reciprocamente, supongamos que det(T — AI) = 0. Entonces, de nuevo

por el mismo teorema T — Al no es invertible. Luego existe un vector no nulo x €
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V tal que x € N(T — AI). Entonces (T — AI)(x) = 0, y légicamente T'(x) = Ax.

Por lo tanto x es un vector propio (con A como valor propio asociado) de T.

Corolario 2.11.7. Sea A una matriz de orden n X n en un campo K. Luego, un

escalar A € K es un valor propio de A si y so6lo si det(4 — AI) = 0.

Corolario 2.11.8. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial de dimension
finita V, y sea B una base para V. Entonces, 4 es un valor propio de T si y solo si

es un valor propio de [T]g.

Definicion 2.11.9. Si A es una matriz de orden n x n en un campo K, el polinomio

det(A — tI) en la incdgnita “t” se denomina polinomio caracteristico de A.

Definicion 2.11.10. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial de dimension
finita V con base B. Definimos al polinomio caracteristico f(t) de T como el

polinomio caracteristico de A = [T]g; esto es, f(t) = det(A — tI).

Teorema 2.11.11. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V, y sea A un
valor propio de T. Un vector x € V es un vector propio de T que corresponde a A

six#0yx € N(T — Al).

Teorema 2.11.12. Sea T un operador lineal en V y sean 44, 1,, ... ... , A valores
propios de T diferentes. Si x4, x5, ... ... , X) Son vectores propios de T tales que 4;
corresponda a x; (1<j <k), entonces {x;,xz,...... , X} es linealmente

independiente.

52

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Corolario 2.11.13. Sea T un operador lineal en V, un espacio vectorial de
dimension “n”. Si T tiene n valores propios distintos, entonces T es

diagonalizable.

Teorema 2.11.14. Sea T un operador lineal diagonalizable en un espacio vectorial
V de dimension “n”, y sea f(t) el polinomio caracteristico de T. Entonces f(t)
se descompone en un producto de n factores, todos de grado 1; esto es, existen
escalares 44, 15, ... ... , An (N0 necesariamente distintos) tales que

f@) =Dt -2 —2y) .. .. (t—2,).
Demostracion:
Supdngase que T es diagonalizable. Entonces existe una base 8B para V tal que

[T]g = D es una matriz diagonal. Si

,11 0 - 0
p=( % A2 0
0 0 - A
Entonces
i—t 0 0

fW) = -6, —t) ... ... A, —t)=(=D"(t—-2)({t = 23) ...... (t—2,)

Definicion 2.11.15. Sea A un valor propio de un operador lineal o de una matriz
cuyo polinomio caracteristico es f(t). La multiplicidad (algebraica) de A es el

mayor entero positivo k para el que (t — 1)* es un factor de £(¢).
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Definicion 2.11.16. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V, y sea 1 un
valor propio de T. Definase a E; = {x € V/T(x) = Ax} = N(T — Al,). El
conjunto E; se denomina el espacio propio de T correspondiente al valor propio

A.

Observacion 2.11.17. El espacio propio de una matriz A es el espacio propio

correspondiente del operador L.

Teorema 2.11.18. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial
dimensionalmente finito V. Si A es un valor propio de T de multiplicidad m,

entonces 1 < dim(E;) < m.

Definicion 2.11.19. Sean W,, W,, ... ... , W, subespacios de un espacio vectorial V.

Escribiremos V=W, W, P ...... @ W, y llamaremos a V la suma directa de

Paracadai (1 <i < k).

Teorema 2.11.20. Sean W, W,, ... ... , W}, subespacios de un espacio vectorial

dimensionalmente finito V. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a.) V=W1®W2® ...... @Wk
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b) V=YK, Wy, para vectores xy, x5, ... ... , X), cualesquiera tales que x; €

W, (i=1,2,.... k), sixg +x, 4+ . + x;, = 0, entonces x; = 0

X1+ Xy + e + xi,donde x; e W; (i = 1,2, ...... k).

d) Siparatodai=1,2,.... , k, y; es una base ordenada cualquiera para W;,
entoncesy; Uy, U ...... U y €s una base ordenada para V.

e) Paratodai=1,2,.... , k existe una base ordenada y; para W;

(i=12,.... Jk)talquey, Uy, U ... ... U ¥ €s una base ordenada para

Demostracion:

(a = b) Si (a) es cierta entonces, por definicion
k

V= Z w;

i=1

Supdngase que xy, X5, ... ..., X son vectores talesque x; € W; (i = 1,2, ......,k) ¥

X1+ x5+ . + x;, = 0. Entonces para cualquier i
SR
Jj#i J#i

Pero también —x; € W; y asi —x; € W; 0 (T W;) = {0}. Por lo tanto x; = 0,

lo que demuestra a (b).

(b = ¢) De acuerdo con (b) se tiene que

v=Sw,

k
=1
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Cualquier vector v € V puede ser representadoen laformav = x; + x, + ...... +
x; para algunos elementos x; e W; (i = 1,2, ...... , k). Debemos demostrar que
esta representacion es Unica. Supdngase por tanto que v = y; + y, + ...... + Vi,
dondey, e W; (i=1,2, ...... , k). Entonces

(xp =y + Gz —y2) + .o + (o —y) =0
Pero como x; — y; € W;, se deduce de (b) que x; —y; =0(i =1,2,..... k)

Luego x; = y; para cada i, lo que demuestra la unicidad de la representacion.

(c=d) Seay;unabaseparaW; (i =1,2,...... , k). Como de acuerdo con (c)

W=2Wi

k
=1

Es evidente que y; Uy, U ... ... Uy, genera a V. Supdngase que existen vectores

xi; €v:i =1,2,.... ymiei=1,2,.... , k) y escalares a;; tales que
Z aijxij 0
iLj
Héagase
m;
Yi = Z QijXij
j=1

Puesto que 0 e W; paratoda i y 0+ 0+ ... +0=y;+y, + ... + vy, la

condicidn (c) implica que y; = 0 para toda i. Luego,

m;
0=y = Z QijXij

j=1
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Para toda i. Pero como y; es linealmente independiente, se obtiene que a;; = 0
paraj=1,2,.... ,m; y toda i. Por lo tanto y; Uy, U ...... Uy, es linealmente
independiente y entonces es una base para V

(d = e) Es inmediato.

(e = a) Siy;unabase paraW; (i =1,2,...... Jk)talquey; Uy, U ... ... U Y €S

una base para V, entonces

Mediante sucesivas aplicaciones del teorema 2.3.10.
Fijese un indice i y supdngase que 0 = v € W; N (Zjﬂ Wj). Entonces
vEW; =L{y) vy UEZWj=L U)’j
JE! Jj#EL
Por lo tanto v es una combinacion lineal no trivial de y; y U .; y;, de manera que
v puede expresarse como combinacién lineal de y; Uy, U ... ... Uy, en mas de
una manera. Pero esas representaciones contradicen al teorema 2.5.3, por lo que

se concluye que W; n (T ;; W;) = {0}, demostrando (a).

Teorema 2.11.21. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de

dimension “n”. Supoéngase que el polinomio caracteristico de T se puede

descomponer en un producto de factores de grado 1y sean A4,4,, ... ... , A los

distintos valores propios de T. Entonces los siguientes incisos son equivalentes:
a) T esdiagonalizable

b) V=EA1®EAZ® ...... @Elk
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¢) Sid; =dim (E,lj) paral <j < k,entoncesd; +d, + ...... +d,=n

d) Sim; es lamultiplicidad de ; para toda j (1 < j < k), entonces

Demostracion:
(a = b) Si T es diagonalizable, entonces V tiene una base que consiste de

vectores propios de T, de donde se deduce facilmente que

k
W = Z E)li
i=1

Seanx; € Ey, (i = 1,2, ...... , k) vectores tales que x; + x5 + ... ... +x,=0

Ahora bien, cada x; es o bien el vector nulo o un vector propio de T
correspondiente a A;. Como por el teorema 2.11.12 el conjunto de estos vectores
no nulos x; es linealmente independiente, x; + x, + ...... + x;, = 0 implica que

X1 =X3 = . = x;, = 0. Luego, por el teorema 2.11.20 tenemos que

(b=c)SiV=E DE,D.... @ E;, entonces se infiere de la siguiente

proposicion:

Sean W1, W, ... ... , W, subespacios de un espacio vectorial dimensionalmente

finito V tal que

k
Wi =V
i=1
Se demuestra que V es la suma directa de W, W, ... ... , Wy, siy solo si
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k
dim(V) = Z dim(W,)
i=1
Que
k
n = dim(V) = Z dim(Ey) = dy +dy + ¥ dy

=1

Asi (b) implica a (c).

(c = d) Supoéngase que

-

Il
[y

di=n

i

Por el teorema 2.11.18, d; < m; para toda j y por tanto

k k
n= <) m;
=1 =1

i i

Pero
k
Yo
i=1
Puesto que el polinomio caracteristico se descompone en un producto de factores

de grado 1. Luego, ya que

Para cada i, podemos concluir que d; = m;, para cada i.

(d = a) Supdngase que
dj =dim (Elj) = mj
Paratoda j y sea
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k
W = Z Eli
i=1

Un argumento similar al del primer parrafo de esta demostracion muestra que

k K
Z dim(EAl.) = Z m;=n
i=1 i=1

Vectores y por lo tanto W = V. De modo que V tiene una base 8; U B, U ... ... U
B, que estd formada por vectores propios de T. Luego, T es diagonalizable, lo

que demuestra (a).

Definicion 2.11.22. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V. Un
subespacio W de V se llama subespacio invariante por T si para todo vector x de

W el vector T(x) estd en W, es decir, si T(W) € W.
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CAPITULO I

MATERIALES Y METODOS

3.1. DISENO DE LA INVESTIGACION

3.1.1. Tipo de investigacion

Esta es una investigacion del tipo cientifico - basico, por que busca el
conocimiento de la realidad o de un hecho concreto, para contribuir a la sociedad y
que responda mejor a los retos de la humanidad. No busca la aplicacion préctica de
sus descubrimientos, sino el aumento del conocimiento para responder a preguntas

0 para que esos conocimientos puedan ser aplicados en otras investigaciones.

3.1.2. Disefio de investigacion

Es una investigacion bibliogréafica.

3.1.3. Método de investigacion

La metodologia que se aplicara para este trabajo de investigacion es el
Método Hipotético - Deductivo.

3.1.4. Técnica de investigacion

La técnica de investigacion es la de lectura, analisis, sintesis e interpretacion
de resultados.

3.2. MATERIALES

Los materiales que se utilizo para este trabajo de tesis son basicamente libros en

fisico, de internet y una computadora.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO
Definicion 4.1.1. Sean K el campo de los nimeros reales, o de los complejos, y
V un espacio vectorial sobre IK. Un producto interno en V es una funciéon que
asigna a cada par ordenado de vectores u y v en V un escalar en K representado
como (u|v), tal que para todo u, v,w de V y todo « de K se tiene que:
) (u+viw) = (ulw) + (vlw)

b) (aulv) = alu|v)

c) (ulv) = (v|u), donde la barra indica conjugacién compleja

d) (ulu)>0,siu#0

Ejemplo 4.1.2. En V = K" existe un producto interno que se llama “producto

interno  canodnico”. Estd definido sobre u = (xq,xy, ... ... JXp) Y v=

(V1) Vs eer one , Yn) POr

n

vy = Y %7,

=1

Cuando K = R, esto también puede escribirse

n

wlv) = ) xy,

i=1
En el caso real, el producto interno canoénico es llamado a menudo “producto

escalar”, y se representa por u . v
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Definicion 4.1.3. Sea A una matriz de orden m X n con elementos de K.

Definimos la matriz transpuesta conjugada de A, denotada por A*, como la matriz

de orden n x m tal que (4%);; = Aj;

Ejemplo 4.1.4. Sea A = (é ; iii) entonces A* = (1 :iZi 3 —24i)

Notese que si A tuviera elementos reales, entonces A* es sencillamente la

transpuesta de A.

Definicion 4.1.5. Un espacio con producto interno es un espacio vectorial V sobre

K dotado con un producto interior especifico.

Si K = C, llamamos a V espacio con producto interno complejo, mientras que si
K = R, llamamos a V espacio con producto interno real. Un espacio con producto

interno real de dimension finita se llama a menudo espacio euclidiano.

Teorema 4.1.6. Si V es un espacio con producto interno, entonces para vectores
cualesquiera u, v, w de V' y cualquier escalar

a) (ulv +w) = (ulv) + (ulw)

b) (ulav) = alu|v)

c) (ulu)=0siysoélosiu=0

d) Si(u|v) = (ulw), entoncesv = w

Demostracion:

a) (ulv+w)=@+wlu)=@lu)+wlu) = @) + wlu) = (ulv) +

(ulw)
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b) (ulav) = (av|u) = a(v|u) = a.(v|u) = a(u|v)

Definicion 4.1.7. Sea V es un espacio con producto interno. Para u € V definimos

la norma (o longitud) de u mediante ||u|| = +/{u|u)

Ejemplo 4.1.8. Sea V = K". Entonces

1

n 2
G e )l = (Z xg)

i=1

es la definicion euclidiana de longitud. Notese que sin = 1, tenemos que [|x|| = |x|.

Teorema 4.1.9. Si V es un espacio con producto interno, entonces para vectores
cualesquiera u, v de V' y cualquier « € K tenemos

Q) leull = lellull

b) |lu|l >0parau#0y||lull =0siysélosiu=0

c) {ulv)| < |lullllv|| (Desigualdad de Cauchy — Schwarz)

d) |lu+v|| < |lull + [|lv|| (Desigualdad triangular)

Demostracién:

a) llaull = V{aulau) = Ja(ulau) = Jaa(ulu) = y/|al?(ulu)
= lal|? . (ulu) = |alllull

b) Esta propiedad se sigue inmediatamente de la parte d) de la definicion

4.1.1y la parte c) del teorema 4.1.6.
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c) Siv = 0, entonces el resultado es inmediato. Asi, supéngase que y # 0.
Entonces, para cualquier a € IK, tenemos que
0<|lu—avl|? =(u-avlu —av) = (ulu — av) — a(vlu — av)

= (ulu) — a(ulv) — a(viu) + aa({v|v)

Haciendo
v (ulv)
(v|v)
La desigualdad anterior sera
[{ulv)|? [(ulv)|?
0 < (ulu) ——F———= llull* - ——5—

De donde se obtiene

[ulv)l < llulllvl

d) Jlu+v]? = (u+viu+v) = (ulu)+ (viu) + (ulv) + (v|v)
= llull* + 2 Re{ulv) + ||lv]I?
< [lull® + 2[{ulv)] + lv]I?
< llull® + 2lull - vl + llvll?
= (llull + llvlD)?
De donde se obtiene

lu+ vl < flull + vl

Definicion 4.1.10. Sea V un espacio con producto interno. Un vector u en V es un

vector unitario si J|lu|| = 1

Definicion 4.1.11. Sea V un espacio con producto interno. Los vectores u y v son

ortogonales si (u|v) = 0
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Definicion 4.1.12. Sea V un espacio con producto interno. Un subconjunto S de

V es ortogonal si cualquier par de elementos distintos de S es ortogonal.

Definicion 4.1.13. Sea V un espacio con producto interno. Un subconjunto S de

V es ortonormal si S es ortogonal y esta formado Unicamente de vectores unitarios.

Ejemplo 4.1.14. El conjunto S = {(1,1),(1,—1)} en R? es ortogonal pero no

i i (L Ly (L _L
ortonormal; sin embargo, conjunto S = {(ﬁ,ﬁ) , (ﬁ, ﬁ)} es ortonormal.
Teorema 4.1.15. Un conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente
independiente.
Demostracion:

Sea S un conjunto ortogonal finito o infinito de vectores no nulos en un espacio

con producto interno dado. Supongase que vy, Uy, ... ... , U, SON Vectores distintos
en Sy que

u=aqv +ayv, + ... + O Un
Entonces

) ={ Sy

Como (v |vg) # 0, se sigue que

(ulvg)
vl

a, = 1<k<m

Asi, cuando u = 0, cada a; = 0, de modo que S es un conjunto linealmente

independiente.
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Corolario 4.1.16. Si un vector u es combinacion lineal de una sucesion ortogonal
de vectores no nulos vy, vy, ... ... , Um, entonces u es igual a la combinacion lineal

particular

m
U= (ulvk)v
= k
) 2
; [l

Teorema 4.1.17. Sea V un espacio con producto interno y sean vy, v, ... ... , Un
vectores independientes cualesquiera de V. Entonces se pueden construir vectores

ortogonales uq, uy, ... ... ,U, enVtalesque paracada k = 1,2, ...... ,n el conjunto

Corolario 4.1.18. Todo espacio con producto interno de dimension finita tiene

una base ortonormal.

Teorema 4.1.19. Sea V un espacio dimensionalmente finito con producto interior.
Entonces V tiene una base ortonormal B. Ademas, si B = {xq, x5, ... ... JXn) Y

x €V, entonces

n
X = Z(xlxi)xi
i=1

Definicion 4.1.20. Sea V un espacio con producto interno y S cualquier conjunto
de vectores en V. El complemento ortogonal de S es el conjunto S+ de los vectores

de V ortogonales a todo vector de S.
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Teorema 4.1.21. Sea W un subespacio de dimension finita de un espacio con
producto interno V. Entonces V = W W+t

Demostracion:

Por el teorema 4.1.19 podemos escoger una base ortonormal {x;, x5, ... ... , Xi} para
W. Entonces, para y € V, definase

k
1= 2<ylxi>xi Yy Y2=Y— N

=1
Esevidenteque y=y,+y, y y; €W. Con el objeto de demostrar que
V =W + W+, debemos demostrar que y, € W+, para lo cual es suficiente
demostrar que (y,|x;) = 0 paraj = 1,2, ......, k. Ahora bien,
(3’2|xj) =(y —)’1|xj) = (}’|xj> - (y1|xj)

pero

k k
(i) = (ke wlg) = Y Ol (ulg) = )l 8y = (vx)
i=1 i=1

Por lo tanto (y,|x;) = 0.
Para completar la demostracion debemos demostrar que W n W+ = {0}. Pero si

x € W n W+, entonces (x|x) = 0. Por lo tanto x = 0.

Corolario 4.1.22. Sea V un espacio con producto interno de dimension finita y

sea W un subespacio de V. Entonces dim(W) + dim(W+) = dim(V)

4.2 EL ADJUNTO DE UN OPERADOR LINEAL
Teorema 4.2.1. Sea V un espacio con producto interno de dimensién finita sobre
Ky f:V — K un funcional lineal sobre V. Entonces, existen un Gnico vector v €

V tal que f(u) = (u|v) paratodou € V.
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Demostracion:
Si se elige una base ortonormal {uy, u,, ... ... , U, } para V, el producto interno de
U=au+auy + o+ au, YU = fiug + Bouy + + S, u, seréd
(ulv) = a1E1 + azﬁz + . + anf,,
Si f es un funcional lineal cualquiera sobre V, entonces f tiene la forma
fw) =cray + ca, + ..+ chay
Para escalares fijos cq, ¢y, ... ... , Cp, determinados por la base. Ciertamente c; =
f (u;). Como se desea encontrar un vector v en V tal que (u|v) = f(u) para todo

u, entonces es evidente que las coordenadas f; de v deben satisfacer Ei =c; 0

Bi = f(u;). Por consiguiente, v = f(u)uy + f(ux)uy + ... ... + fu)u,
Si definimos el funcional lineal g: V — K mediante g(u) = (u|v),para1<j<n

tenemos

9() = (o) = ([ Fadu, + Fad + ..t Tt

9(w) = <u,-|]Tul)ul> 4 <u,-| f(uz)u2> bt (u,-| f(un)un>
9(w) = Fud(wjlug) + Fu)(wiluy) + ... + f (un) (s un)
9(w) = £ (uj|w) + F)wuz) + vt ) ) +
+ f wa){uy|un)
COmO {uy, Uz, ..., un} € ortonormal g(u;) = £ () |s) = £ ()l |” =

f(uj). Como esto es cierto para todo u;, se sigue que f = g

Para demostrar que v es Unica, supongase que f(u) = (u|v') para todo wu.
Entonces (u|v) = (u|v') para todo u y luego por el teorema 4.1.6, parte d)

tenemos que v = v’
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Teorema 4.2.2. Sea V un espacio con producto interno de dimension finita y sea
T un operador lineal en V. Entonces existe un Gnico operador lineal T* en V tal
que (T (x)|y) = (x|T*(y)) paratodo x,y € V.

Demostracion:

Sea y € V. Definase a f: V — K mediante f(x) = (T(x)|y) para todo x € V.

Primero demostraremos que f es lineal. Sean x;, x, € Vy ¢ € K. Entonces

flexy +x2) = (T(exy +x2)ly) = (cT(x1) + T(x2)ly) = «(T(x)ly) +{T(x)ly) = cf (x1) + f(x2)

Por lo tanto, f es lineal.

Ahora podemos emplear el teorema 4.2.1 para obtener un vector Unico y’ € V tal
que f(x) = (x|y'); esto es (T(x)|y) = (x|y’), para toda x € V. Definiendo a
T*:V — V mediante T*(y) =y’, tenemos que (T(x)|y) = (x|T*(y)). Para
demostrar que T* es lineal, sean y;,y, € Vy ¢ € K. Entonces para cualquier x €
V tenemos
(xIT*(cy1 + ¥2)) = (T()lcys + ¥2)

= (T ()ly1) +(T()y2)

=¢(x|T"(y1)) + (xIT* (y2))

= (x|cT*(y1) + T*(y2))
Como x es arbitraria, tenemos que T*(cy; + ¥,) = ¢T*(y,) + T*(y,) de acuerdo
con el teorema 4.1.6, parte d). finalmente, s6lo nos queda demostrar que T es
Unica. Supdngase que U:V — V es lineal y satisface (T(x)|y) = (x|U(y)) para
toda x,y € V. Entonces (x|T*(y)) = (x|U(y)) para toda x,y € V y finalmente

T =U.
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Observacion 4.2.3. El operador lineal T* descrito en el teorema anterior se llama

adjunto del operador T.

Teorema 4.2.4. Sea V un espacio vectorial con producto interno de dimensién
finitay sea B = {uy, uy, ... ... , U, } una base ortonormal de V. Sea T un operador
lineal sobre V' y sea A = [T]y la matriz de T en la base ordenada 8. Entonces
Aij = (T () |w;)

Demostracion:

Como B es una base ortonormal, se tiene que

n

u= Z(ului)ui

i=1

La matriz A esta definida por

n
T(y) = Z Aijuy
i=1

Y como

() = ) Ty

Se tiene A;; = (T (w;)|w;)

Corolario 4.2.5. Sea V un espacio con producto interno de dimension finitay Sea
T un operador lineal sobre V. En cualquier base ortogonal de V la matriz de T* es
la conjugada de la transpuesta de la matriz de T.
Demostracion:
Sea B = {uqy, uy, ... ... , U} Una base ortonormal de V,sea A = [T]gy B = [T*]g
De acuerdo con el teorema 4.1.19, A;; = (T(w;)|w) y Bij = (T*(w;)|w)
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Por definicion de T* se tiene que

Biy = (T (w)wi) = (w|T"(w))) = (T)y;) = 4y
Teorema 4.2.6. Sea V un espacio con producto interno de dimension finita. Si T
y U son operadores lineales en V, entonces
a) (T+U) " =T"+U"
b) (aT)* = aT*, para cualquier « escalar
¢) (TU)* =U'T*
d (T)*=T
e) I"=1
Demostracion:
a) Sean xy y vectores en V. Entonces
(T + ) ®Ny) =(T(x) + U)y)
=(T)y) + (UK y)
= xIT* () + (x|U* ()
= &IT*() + U ()
= x|(T"+ U »))

De la unicidad del adjunto se tiene que (T + U)* =T* + U*

c) (TUM)|y) =UIT*(y)) = x|UT*(y))

De la unicidad del adjunto se tiene que (TU)* = U*T*

d) (T")ly) = yIT*(x)) =(T)Ix) = (x|T(y))

De la unicidad del adjunto se tiene que (T*)* =T
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4.3 OPERADORES NORMALES
Definicion 4.3.1. Sean V un espacio con producto interno de dimension finitay T
un operador lineal en V. Se dice que T es normal si conmuta con su adjunto; es

decir, TT* =TT

Teorema 4.3.2. Sea V un espacio con producto interno, y sea T un operador
normal en V. Entonces
a) ITW)| =|IT*(v)|| paratodav € V
b) T — al es normal para toda a € K
c) Si A esun valor propio de T, entonces 2 es un valor propio de T*. De
hecho, T(v) = Av implica que T*(v) = Av
d) Si A; y 4, son distintos valores propios de T con vectores propios
correspondientes v, y v,, entonces v; y v, son ortogonales.
Demostracion:
a) Para cualquier v € V, tenemos que
ITWII?> ={TW)IT(v))
=(T"T()|v)
=(TT*(v)|v)
=(T"W)IT*(v))
=IT*WII?

Con lo cual [T = IT*(W)|]

b) Es claro.
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c) SeaU =T — Al y supdngase que T(v) = Av paraalgunav € V.

Entonces U(v) = 0, y en virtud de (a) y (b) tenemos que

0= [lUIl = IU*W)Il = ||(T* = ) W)]| = |

T*(v) — Av||

Por lo tanto T*(v) = Av

d) Sean 4, y 1, son distintos eigenvalores de T con vectores propios
correspondientes v, y v,. Entonces, utilizando el inciso c), tenemos que
A (v1lv,) = (A v1|vy) = (T(Wwy)|vy) = (1T (vy)) = (V1|/1_2v2>
= Ax(v1|vy)

Como 4; # A, concluimos que (v|v,) = 0.

Corolario 4.3.3. Sea T un operador normal en un espacio con producto interno V
y sea B una base ortonormal para V. Entonces B esta formada por vectores propios

de T siy solo si B estd formada por vectores propios de T*.

Definicion 4.3.4. Sea V un espacio con producto interno, y sea T un operador
lineal en V. T se denomina operador autoadjunto si T = T*. Una matriz A de

orden n X n es autoadjunta si A = A*.

Corolario 4.3.5. Sea T un operador lineal autoadjunto en un espacio con producto
interno V. Si A es un valor propio de T, entonces A es un numero real.

Demostracién:
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Sea v un vector propio correspondiente al valor propio A. Por el inciso (c) del
teorema 4.3.2 tenemos que Av = T(v) = T*(v) = Av. Como v # 0, tenemos que

A = 2; por lo tanto A es real.

Teorema 4.3.6. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre K, y sea T
un operador lineal en V.
a) Si V esun espacio vectorial complejo (esto es, si IK = C), entonces T
tiene un valor propio.
b) Si V es un espacio vectorial real (o sea, si K = R) y T es autoadjunto,
entonces T tiene un valor propio (real).
Demostracion:
Supdngase que dim(V) = n, y sea f el polinomio caracteristico de T.
a) Si K = C, entonces por el teorema fundamental del algebra garantiza que

f tiene un cero. Por tanto, T tiene un valor propio.

b) Sea K = Ry B una base ortonormal para V. Entonces A = [T]gy €s
autoadjunta y tiene elementos reales.
Definase a T,: C — C mediante T,(x) = Ax. De (a) se tiene que T, tiene
un valor propio 2. Como la matriz de T, en la base ordenada estandar para
C™ es A, tenemos que T, es autoadjunto y, por lo tanto, segun el corolario
4.3.5, A es real. Luego, el polinomio f(t) = det(A — tI) tiene el cero real

Ay entonces T tiene el valor propio A.
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Teorema 4.3.7. Sea V un espacio con producto interno complejo de dimension
finita, y sea T un operador lineal en V. Entonces T es normal si y s6lo si V tiene

una base ortonormal formada por vectores propios de T.

Teorema 4.3.8. Sea V un espacio con producto interno real y dimensionalmente
finito, y sea T un operador lineal en V. Entonces T es autoadjunto si y sélo si V
tiene una base ortonormal formada por vectores propios de T.

Demostracion:

Supondremos primero que T es normal o autoadjunto y luego obtendremos la base
ortonormal adecuada. La demostracién se hara por induccion sobre dim(V) = n.
Si n =1, entonces V = L({x}) para alguna x # 0. En este caso es obvio que
{(1/1lxDx} es una base ortonormal formada por un vector propio de T.

Ahora supoéngase que el resultado es cierto para operadores normales
(autoadjuntos) en espacios con producto interno de dimension n — 1.
Demostraremos que el resultado es cierto para el operador T en V.

Por el teorema 4.3.6, T tiene un eigenvalor A;; sea x; un eigenvector asociado.
Supondremos que ||x; || = 1. Sea W = L({x,}). De acuerdo con el teorema 4.3.2,
x; €s también un eigenvector de T*, de manera que evidentemente W es invariante
por T y T*. Ademas, W+ es invariante por T y T*, ademés T,,. €s normal
(autoadjunto) puesto que T lo es. Del corolario 4.1.22 tenemos que dim(W+) =
n — 1. Por lo tanto, podemos aplicar la hipotesis de induccion a T, . para producir
una base ortonormal {x,, x5, ... ... ,xn} para W+ formada por vectores propios de
T+ Y, por lo tanto, de T. Se infiere facilmente que {xy, x5, ... ... ,Xn} €s la base

ortonormal deseada para V.
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La primera parte de la demostracion, que es la mas dificil, queda terminada. Ahora
supongamos que {x;, X5, ... ... , Xn} €S una base ortonormal formada por vectores
propiosde T con T'(x;) = A;x; paral < i < n.
Si V es un espacio con producto interno complejo, entonces por el teorema 4.3.2

(TT) () = T(Aix;) = 4T () = 2idix; = ||, para 1< i <n
Analogamente

(T*T)(x;) = |A)%x;,paral <i<n

Por lo tanto, T es normal.
Por otra parte, si V es un espacio con producto interno real, entonces A; es real
para 1 <i<n. Asi, T(x;) = A4ix; = ix; = T*(x;), para 1< i <n'y, por lo

tanto, T es autoadjunto.

4.4 PROYECCIONES ORTOGONALES Y EL TEOREMA ESPECTRAL
Definicion 4.4.1. Sea V un espacio con producto interno, y sea T:V — V una
proyeccion. Decimos que T es una proyeccion ortogonal si Im(T)* = N(T) y

N(T)* = Im(T).

Teorema 4.4.2. Sea V un espacio con producto interno, y sea T un operador lineal
en V. Entonces T es una proyeccion ortogonal siy sélosi T? =T = T*.
Demostracion:

Supongase que T es una proyeccion ortogonal. Como T = T2 por el hecho de ser
T una proyeccion, solo necesitamos demostrar que T = T*. Ahora bien,

V =Im(T) ® N(T)y Im(T)t = N(T). Si x,y € V, entonces x = x; + x, €

y =1y; +y, donde x;,y; € Im(T) Yy x,,y, € N(T). Por lo tanto

(x|T)) = (x1 + x21y1) = (x1ly1) + (x2ly1) = (xqlyq)
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(xIT* () =T )|y} = (x1ly1 + y2) = (xaly1) + (xaly2) = (xqlyr)

Asi, (x|T(y)) = (x|T*(y)) paratodo x,y € VY, por lo tanto, T = T*.

Ahora supdéngase T = T2 =T*. Para que T sea una proyeccion ortogonal,
debemos demostrar que Im(T) = N(T)* y Im(T)* = N(T). Sean x € R(T) y
y € N(T). Entonces x = T(x) = T*(x), y asi (x|y) = (T*(x)|y) = (x|T(y)) =
(x]0) = 0. Por lo tanto x € N(T)*, de donde se tiene que Im(T) € N(T)*. Sea
y € N(T)*; debemos demostrar que y € Im(T), esto es, que T(y) = y. Ahora
bien, lly —=TWII* =y =TIy =T = yly =T —TO)ly — T(»))
Como y — T(y) € N(T), el primer término es cero. Pero también
Ty -=TON=WIT"G-TON)=WITG-TH)) =(y0)=0

Asi, tenemos que y —T(y) = 0; esto es, y =T(y) € Im(T). Por lo tanto
Im(T) < N(T)*

Utilizando lo anterior, tenemos que Im(T)* = N(T)** 2 N(T). Unicamente
necesitamos demostrar que si x € Im(T)*, entonces x € N(T). Para cualquier
y €V, tenemos que (T (x)|y) = (x|T*(y)) = (x|T(y)) = 0. Asi, T(x) = 0y por

tanto x € N(T).

Teorema 4.4.3. (El teorema espectral). Sea T es un operador lineal en un espacio
con producto interno de dimension finita V sobre K. Supongase que T es normal
si K= C (y que T es autoadjunta si K = R). Si A4, 45, ... ... , A son los distintos
valores propios de T, sea W; = E;, = {x € V/T(x) = A,x} el espacio propio de
T correspondiente al valor propio A;(1 < i < k) y sea T; la proyecci6n ortogonal

sobre W; (1 <i < k). Entonces
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A V=W, OW, P .....D W,

b) Si W, es la suma directa de los subespacios W}, j # i, entonces W;* =
w;

c) T;Tj =6;;T;paral <i,j <k

d) I=T,+ T+ ..... + Ty

9) T == A]_Tl + Asz + .. + /1ka
[Friedberg — Insel — Spence. Algebra Lineal. Pag. 458]

Demostracion:
a) De acuerdo con el teorema 4.3.7 y teorema 2.11.3, T es diagonalizable y

entonces, de acuerdo con el teorema 2.11.21, se tiene que

V=W1@W2@ ...... @Wk

b) Six € W;yy € W;paraalgunas iy j, entonces (x|y) = 0, de acuerdo
con el teorema 4.3.2. Se infiere de esto facilmente que W/ € W;*. Ahora

bien, de (a) tenemos que

dim(W;) = Z dim(W;) = dim(V) — dim(W;)

Jj#i
Por otra parte, de acuerdo con el corolario 4.1.21, tenemos que
dim(W) = dim(V) — dim(W;). Por lo tanto, W/ = W;*+, con lo que se

demuestra el inciso (b).

c) Esclaro.
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d) Como T; es la proyeccion ortogonal sobre W;, tenemos de (b) que

N(T)) = Im(T;)* = Wi+ = W/ . Por lo tanto, para x € V tenemos que

X=X +X3+ o + xi, donde x; € W; y T;(x) = x;, demostrando asi
el inciso (d).

e) Parax €V, escribase x = x; +x, + ...... + x;, donde x; € W;(1 <j < k).
Entonces

T(x) =T(x) +T(xy) + ... + T(xy)
= Alxl + /12.x2 + ... + Akxk
=T (x) + A,T,(x) + ...... + ATy (x)

= WU Ty + LTy + oo+ 4T ()

Observacion 4.4.4. El conjunto {1, 45, ... ... , A} de valores propios de T se llama
espectrode T, lasumal =T; + T, + ...... + T}, del inciso (d) se llama resolucion
del operador identidad inducida por T,y la suma T = 44T, + A,T, + ...... +

A, Ty del inciso (e) se denomina descomposicion espectral de T.
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V. CONCLUSIONES

= Seenuncio y demostré el teorema espectral para operadores lineales en un espacio
vectorial complejo de dimension finita, el cual es una version general y nos
condujo a un mayor entendimiento de como el operador actta sobre el espacio

vectorial.

= Se demostro que existe una base ortonormal B para un espacio vectorial V tal que
la matriz que representa al operador lineal T:V — V es diagonal, esto permitio

que dicho operador se exprese como una suma de operadores mas simples.

= Enel caso de dimensidn finita, el espectro de un operador lineal sélo esta formado

por valores propios.

= Como los distintos valores propios de T quedan determinados de manera Unica
(hasta el orden) por los subespacios W; (y, por lo tanto, por las proyecciones

ortogonales T;), la descomposicion espectral de T es Unica.
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V1. RECOMENDACIONES

e Concientizar a los estudiantes respecto a la importancia de Algebra Lineal en las
matematicas, en las aplicaciones a ingenierias u otras ciencias. Y mas aun,
sabiendo que es un curso base para seguir estudios de postgrado para los

matematicos y fisicos.

e Incentivar alos estudiantes de matematica a estudiar la extension de este teorema

a espacios de dimension infinita

e Instar a los estudiantes de matematica a investigar el teorema espectral de

operadores no lineales.

e A los estudiantes de Fisica investigar las aplicaciones de este teorema en la
mecanica cuantica, ya que por ser ésta una rama de la fisica que tiene muchos

avances, ha hecho posible el descubrimiento y desarrollo de muchas tecnologias.

e A los docentes del departamento, se les insta a mostrar la gran relevancia e
importancia del teorema espectral en Algebra Lineal en estudiantes de pregrado

y postgrado.
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