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RESUMEN

La eliminacion iterativa de estrategias estrictamente dominadas es una técnica para
encontrar las soluciones de equilibrio en la teoria de juegos. Sin embargo, esta técnica
presenta inconvenientes relacionados a la precisién al momento de encontrar soluciones
de equilibrio en los juegos. Como solucion a este problema, Nash presenta una
metodologia de solucién que se basa en las funciones de respuesta racional de los
jugadores. Esta metodologia se denomina Equilibrio de Nash. El objetivo del presente
trabajo es utilizar la topologia de correspondencias para demostrar el teorema de
existencia del Equilibrio de Nash. Para lograr este objetivo, se analiza el concepto de
correspondencias en espacios topoldgicos, demostrando luego el teorema del punto fijo
aplicado a correspondencias; y a partir del teorema de Kakutani se prueba la existencia
del equilibrio de Nash para juegos en su forma normal. Este trabajo servir4 como base
para una mejor comprension de la topologia de correspondencias y su determinacion del
Equilibrio de Nash permitiendo ademas la comprensién del equilibrio en juegos de mayor

complejidad.

Palabras Claves: Teoria de juegos, topologia de correspondencias, teorema de punto fijo

de Kakutani, equilibrio de Nash.
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ABSTRACT

Iterative elimination of strictly dominated strategies is a technique for finding equilibrium
solutions in game theory. However, this technique has drawbacks related to precision
when finding balance solutions in games. As a solution to this problem, Nash presents a
solution methodology that is based on the rational response functions of the players. This
methodology is called Nash Equilibrium. The aim of this paper is to use correspondence
topology to prove the Nash Equilibrium existence theorem. To achieve this goal, the
concept of correspondences in topological spaces is analyzed, then proving the fixed point
theorem applied to correspondences; and from Kakutani's theorem the existence of the
Nash equilibrium for games in its normal form is proved. This work will serve as a basis
for a better understanding of the topology of correspondences and its determination of the
Nash Equilibrium, also achieving an understanding of the equilibrium in more complex

games.

Keywords: Game theory, correspondence topology, Kakutani's fixed point theorem,

Nash equilibrium.
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CAPITULO |
INTRODUCCION

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Muchas aplicaciones de teoria de juegos surgen en diversos campos de la
microeconomia tales como en organizacién industrial, en los modelos de intercambio
(negocios y subastas), en la economia laboral, economia financiera y en el mercado de
factores donde la principal finalidad es verificar las decisiones multipersonales y las
relaciones de organizacién entre ellas. Aplicaciones también se dan en el area de la
macroeconomia asi como en la economia internacional, donde los agentes son los paises
que compiten en sus decisiones comerciales, decisiones arancelarias y también en las
decisiones de politica exterior. La teoria de juegos plantea la determinacion de las
soluciones a través de la eliminacion iterativa de estrategias que consiste en la
eliminacidn progresiva de las estrategias razonablemente no deseadas por los agentes. Sin
embargo, la técnica de la eliminacion iterativa constantemente conlleva a soluciones

ambiguas o eliminacion de equilibrios razonables.

En tal sentido, la eliminacion iterativa de las estrategias estrictamente dominadas
presenta dos inconvenientes. Primero, cada iteracion necesita un supuesto adicional sobre
la racionalidad de los jugadores y sobre el conocimiento que tienen los demas jugadores;
en este sentido, es necesaria la informacién de conocimiento de todos los jugadores sobre
su comportamiento racional (Aumann, 1966) . La segunda desventaja de este método es
que el proceso del juego conduce muy a menudo a resultados imprecisos en la

determinacion de los equilibrios en los juegos.

En consecuencia, Nash (1950) propone soluciones mediante la existencia de

puntos de equilibrio para los juegos conformados por n jugadores. Esta solucion se

10
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denomina equilibrio de Nash que es un concepto de solucidn a los juegos que tiene la
caracteristica principal de llegar a soluciones mas precisas en comparacion con la técnica
de eliminacion iterativa de estrategias debido que esta se basa en las funciones de
respuesta racional de los jugadores y como consecuencia, el equilibrio encontrado

siempre va sobrevivir a la eliminacion iterativa.

Para el desarrollo matematico de la existencia del equilibrio de Nash es necesario
la construccién topoldgica de las correspondencias (denominado como set-values o
multifunctions que tuvieron sus aplicaciones en la década de los 60's en los trabajos de
Aumann (1965), Banks & Jacobs (1970), Bridgland (1970), Debreu (1967), Hermes
(1968), Hukuhara (1967) y Jacobs (1969); y posteriormente utilizar el teorema de punto

fijo para correspondencias para finalmente encontrar el equilibrio de Nash.

La teoria topoldgica de correspondencias es de gran aplicacion en la economia
matematica debido que para el desarrollo de los modelos econdmicos y juegos, muchas
veces se tiene respuestas para el anlisis de un cierto fendbmeno. En este sentido, las
técnicas matematicas como la topologiay el analisis aplicado a la economia han permitido

estudiar esta ciencia desde un punto de vista méas formal y analitico.
1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA

El presente estudio ayuda a comprender la aplicacion de teoria topoldgica de
correspondencias en la determinacion del equilibrio de Nash en la teoria de juegos
econdmicos para juegos con n jugadores y con informacion completa. Se preguntas de

investigacion planteadas son las siguientes:
Pregunta General
¢Qué herramienta topoldgica se utiliza para verificar el teorema de existencia del

Equilibrio de Nash?

11
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Preguntas Especificas

- ¢Como se formula la teoria de espacios topoldgicos de correspondencias?

- ¢Cdmo se verifica el teorema del punto fijo de Kakutani para correspondencias?
1.3 HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION
1.3.1 Hipotesis General

La topologia de correspondencias permite determinar la existencia del Equilibrio

de Nash.
1.3.2 Hipotesis Especificos

- La teoria topoldgica de correspondencias se formula a partir de la teoria de

espacios topolégicos.

- El teorema del Punto Fijo de Kakutani se verifica utilizando la teoria topol6gica

de correspondencias.
1.4 JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

La topologia de correspondencias (0 set-values) tuvo su desarrollo en la década
de los sesenta en los trabajos de Aumann (1965), Banks & Jacobs (1970), Bridgland
(1970), Debreu (1967), Hermes (1968), Hukuhara (1967) y Jacobs (1969) quienes
desarrollaron la teoria matematica de la topologia considerando las multifunciones y
posteriormente sefialan aplicaciones en diversas ramas de las ciencias matematicas. En
este trabajo se estudia la teoria topoldgica de correspondencias para la determinacion del
equilibrio de Nash en la teoria de juegos econdmicos (Nash, 1950) donde un equilibrio
de Nash en un juego siempre va a sobrevivir a la eliminacion iterativa permitiendo
determinar un equilibrio estable en un determinado juego usando las funciones de

respuesta racional de los jugadores. Luego, la presente investigacion servira como base

12
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para una mejor comprension de la topologia de correspondencias y su aplicacion a la
determinacion del equilibrio de Nash donde el uso del anélisis matemaético y la teoria
matematica de la topologia son ingredientes necesarios. Asimismo, esta investigacién
sera de base para una mejor comprension del equilibrio de Nash en juegos de mayor
complejidad como son: los juegos estaticos y dindmicos con informacién incompletay la
teoria de riesgo donde se utiliza conceptos matematicos de medida de correspondencias

y medida de probabilidad aplicados a los juegos.
1.5 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
15.1 Objetivo General

Utilizar la topologia de correspondencias para demostrar el teorema de existencia

del Equilibrio de Nash.
1.5.2 Objetivos Especificos
- Estudiar la teoria topolégica de correspondencias.

- Presentar la demostracion del teorema del Punto Fijo de Kakutani para

correspondencias

El presente trabajo se estructura de la siguiente manera: en el capitulo 1 se
presenta la introduccion, en ella se describe la formulacion del problema de investigacion,
las hipotesis de investigacion, la justificacion e importancia del estudio y los objetivos
general y especificos. En el capitulo 2 se presenta una revision de antecedentes mas
importantes en la teoria topoldgica de correspondencias y la teoria de juegos. En seguida,
se presenta un marco conceptual donde se describe algunos conceptos basicos y
notaciones; luego se describe el marco tedrico para el desarrollo de la investigacion. En
esta seccion, se presenta de forma concisa los conceptos topoldgicos de conjunto abierto

en un espacio meétrico, aplicaciones continuas en un espacio métrico, conjuntos

13
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compactos, convexidad, cuasiconvexidad, cuasiconcavidad, espacios topoldgicos,

semicontinuidad y los principales teoremas de punto fijo para funciones.

En el capitulo 3 se presenta los materiales y métodos empleados para el desarrollo
de la investigacion. En el capitulo 4, se presentan los resultados del estudio. En ese
capitulo se desarrolla la teoria topoldgica de correspondencias denominada también
multifunciones. Al respecto, se presentan las importantes definiciones de continuidad y
hemicontinuidad de correspondencias que son conceptos mas generales que la
continuidad de funciones estudiados en espacios métricos. En seguida, se desarrolla los
conceptos econdémicos de una funcion de utilidad, denominado también la funcion de
pago de un agente econémico, en esta seccion se presenta la definicién de un conjunto de
consumo, relaciones de preferencia y la definicion de una funcién de utilidad. El capitulo
finaliza con la parte mas importante del trabajo, en ella se realiza una demostracion del
teorema del equilibrio de Nash utilizando el teorema de Kakutani para correspondencias,
para ello, en la seccion se presenta la definicidén de un juego y ejemplos. Finalmente, se
presenta algunas aplicaciones del equilibrio de Nash en economia, como son el Modelo
de Cournot para diversos escenarios de mercado. En el capitulo 5 se presenta las
conclusiones méas resaltantes del estudio y en el capitulo 6 las recomendaciones del

presente trabajo.

14
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CAPITULO II
REVISION DE LITERATURA

2.1 ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Para la presente investigacion se siguen diversos trabajos que desarrollan la teoria
de juegos usando las herramientas de la matematica pura. El punto de partida para la
presente investigacion es el trabajo de Nash (1950) quien propone puntos de equilibrio
para los juegos con n jugadores dando lugar al denominado equilibrio de Nash que es un
concepto de solucion a los juegos con soluciones mas precisas que el método de
eliminacidn iterativa de estrategias debido que permite determinar un cierto equilibrio

estable en un juego usando las funciones de respuesta racional de los jugadores.

Utilizando la teoria de Nash en un entorno de correspondencias, Accinelli (2007)
sefiala que no todo juego normal posee un equilibrio de Nash, asi las condiciones que
aseguren la existencia del equilibrio es de importancia para los trabajos relacionados. En
sus resultados, presenta una solucién usando el teorema de punto fijo de Kakutani y la
teoria de correspondencias para presentar el equilibrio de Nash. En este trabajo se muestra
la importancia de aplicar la teoria topoldgica al equilibrio de Nash. Esta importancia
también se detalla en el trabajo descriptivo de Delgado (2014) quien estudia la existencia
de equilibrios econdmicos haciendo uso de los teorema de punto fijo, donde sefiala la
importancia que tiene las herramientas de la matematica pura en las aplicaciones de
equilibrio en economia. En este sentido, los autores realizan una presentacion de los
teoremas de punto fijo de Brouwer y de Kakutani y su aplicacion en la teoria de equilibrio

general y de juegos.

Por su parte, en el estudio topoldgico de los juegos, el trabajo de Balkenborg &

Vermeulen, (2019) prueban la conjetura en la teoria de los juegos no cooperativos que

15
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sefiala que el equilibrio de Nash es universal para la coleccion de conjuntos
semialgebraicos compactos (no vacios), lo que significa que para cada conjunto de este
tipo hay un juego cuyo conjunto de equilibrios de Nash es homeomorfo al conjunto dado.
Por otro lado, Yu & Peng (2020) investigan las ecuaciones para juegos diferenciales no
cooperativos mostrando que los juegos diferenciales con equilibrios estables forman un
conjunto residual denso y cada juego diferencial puede ser aproximado mediante una
secuencia de juegos diferenciales estables, encontrandose mediante la Categoria de Baire,

que la mayoria de juegos diferenciales son estables.

Otras aplicaciones de la teoria de correspondencias al estudio de equilibrio donde
se utiliza teoria de convergencia y continuidad usando correspondencias se encuentra en
el trabajo de Faro (2002) quien aplica la teoria de correspondencias a la teoria de
equilibrio general econémico con bienes finitos y con agentes continuos generando
algunos cambios al modelo de produccion y agentes. Similarmente, Arrow & Debreu
(1954) utilizan la teoria de correspondencias para probar la existencia de un equilibrio
para un mercado competitivo de Wald compuesto por el mercado de produccién, mercado
de cambio y de consumo. Estos resultados contribuyeron en la economia abstracta para

la generalizacion de la teoria de juegos.

En la teoria de correspondencias y su aplicacion en teoria de juegos es de mucha
importancia estudiar la continuidad de correspondencias que es la ampliacion de la
continuidad estudiada en topologia. Esta continuidad de correspondencias se denomina
semicontinuidad o hemicontinuidad. Al respecto, el trabajo de Yannelis (1990) estudia la
generalizacion de la semicontinuidad superior e inferior de la integral de Aumann
considerando el problema para X = R™ y utiliza sus contribuciones para aplicarla en la
teoria de juegos y de equilibrio general econémico. Por otro lado, la continuidad de
correspondencias sugiere la un equilibrio fuerte de Nash sefialado por Nessah & Tian

16
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(2014) quienes investigan la existencia del equilibrio fuerte de Nash (EFN) en juegos
céncavos y continuos quienes muestran que la propiedad de colicion introducida en el
equilibrio de Nash y afiadiéndole pagos continuos y concavos permiten la existencia del
EFN que pueden ser aplicados a economias con externalidades ambientales multilaterales

y al modelo de oligopolio estético.

En un entorno de optimizacion de equilibrios usando correspondencias, se
encuentra el aporte de Hildenbrand (1972) quien estudia los conjuntos de
correspondencias continuos y de equilibrio generalizando los avances de Debreu para

economias donde el nimero de agentes es variable.

Extensiones del equilibrio de Nash se encuentra en el trabajo de Fu & Wu (2019)
quienes realizan una caracterizacién del equilibrio de Nash para juegos de mayor
complejidad que contienen mdultiples elementos contables en el espacio de agentes y en
el espacio de alternativas. Considerando el equilibrio de Nash con estrategia pura, el
trabajo de Enomoto et al. (2018) presenta la discusion de la existencia de equilibrio de
Nash sobre graficos con diametro pequefio en los juegos de localizacién, juegos de

difusion y los juegos de Voronoi.
2.2 MARCO TEORICO

En esta seccion se desarrolla los conceptos matematicos importantes que sirven
de base para el desarrollo de la tesis. Se presenta la definicion de los conjuntos abiertos
en un espacio métrico, seguidamente las aplicaciones continuas en un espacio métrico.
En seguida se presenta el concepto de conjuntos compactos en espacios métricos. El
concepto de convexidad también se presenta asi como el concepto de cuasiconcavidad y
cuasiconvexidad que son muy necesarios para las aplicaciones en economia. Luego, se

presenta el concepto de espacio topoldgico que es una generalizacion del espacio métrico.

17
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Seguidamente se presenta el concepto de semicontinuidad superior e inferior de una
funcion definida en un espacio topologico y finalmente las definiciones de teoremas de

punto fijo.
2.2.1 Conjuntos abiertos en un espacio métrico

Definicion 1. Un subconjunto A de un espacio métrico M se denomina conjunto abierto
cuando todo punto a € A es centro de una bola abierta enteramente contenida en A. Es

decir, para cada a € Aexiste e > 0 tal que six € My d(x,a) > €, entonces x € A.
Ejemplo 1. Se tiene los siguientes ejemplos de conjuntos abiertos:

1. En el espacio euclidiano R, si » > 0 y un punto a € R, entonces una bola abierta con

centro en a y radio r es un intervalo en la recta, esto es
B(a;r)=(a—r1,a+71)
2. Sea el conjunto X dotado con la métrica discreta, entonces
B(x;r)={x},r<1 y B(xr)=Xr>1
3. Un intervalo abierto es un conjunto abierto.
4. Los intervalos [0,1 >y [0,1] no son abiertos en R.
5. En R el conjunto {0} no es un conjunto abierto.

Comentario 1. Un punto cualquiera de un espacio métrico a € M es un conjunto abierto
de M si y sdlo si el punto a es isolado. Esto es, sélo siendo el punto a una bola esta puede
contener una bola abierta. En este sentido se define un espacio métrico discreto aquel

donde todos sus subconjuntos son abiertos.

Teorema 1. Toda bola abierta B(a;r) definida en un espacio métrico M es un

subconjunto abierto de M.
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Demostracion. Para cada punto x € B(a; r), tenemos d(x,a) < r y por tanto € = r —
d(x,a) > 0. Afirmamos que la bola B(x; €) esta contenida en B(a; R). De hecho, siy €
B(x;€) entonces d(y,x) <r —d(x—a) y por tanto d(y,a) < d(y,x) +d(x,a) <

r—d(x,a)+d(x,a) =r,luegoy € B(a; ).

Teorema 2. Los subconjuntos abiertos de un espacio métrico M mantienen las siguientes

propiedades:
1. el espacio M y el conjunto vacio @ son subconjuntos abiertos de M;

2. Si (A;)e4 s una familia finita o infinita de subconjuntos abiertos de M, entonces su

unién A =U,¢; A, serd un subconjunto abierto de M;

3. lainterseccion A; N ...N A, de una familia finita de subconjuntos 44, ..., A,, abiertos

en M es todavia un subconjunto abierto de M.

Demostracion. (1) Es claro que M es abierto. Para mostrar que el conjunto @ es abierto
basta notar que un subconjunto X € M sélo deja de ser abierto cuando existe un punto
x € X tal que ninguna bola de centro x esta contenida en X. Como no existe x €c, el

conjunto vacio no viola la condicion que define los abiertos.

(2) Dado x € A, existe un indice A € L tal que x € A;. Como A, es abierto, existe una

bola B(x; €) contenida en A;. Luego, B(x; €) € A.

(3)Seax e A; n...nA,. Parai = 1,...,n, existe una bola abierta B(x; €;) contenida en
A;. Tomemos un € = min{ey, ..., €,}. Entonces € > 0 y B(x;€) S B(x;€;) S A; para

cadai. Luego B(x;€) € A; N ...N A,, culminando la demostracion.

Corolario 1. Un subconjunto A € M es un conjunto abierto en M si y solamente si A es

la reunién de bolas abiertas de M.

Demostracion. Como las bolas abiertas son subconjuntos abiertos de M (Teorema 2.4),
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toda unién de bolas abiertas es un abierto de M, por Teorema 2.5(2). Reciprocamente, si
A € M es abierto, para cada x € A existe una bola abierta B, con {x} € B, < A. Luego,

A CU, ¢4 B, € A; lo que muestra ser A =U,.¢,4 B, una unién de bolas abiertas.

Comentario 2. La interseccion de una familia infinita de subconjuntos abiertos, no es en
general un subconjunto abierto. Supongamos que x € M es la interseccion de todas las
bolas abiertas con centro en x. El conjunto {x} no es un subconjunto abierto en general,

a menos que X sea un punto isolado.

Ejemplo 2. Dado cualquier espacio métrico M el complemento de una bola cerrada

Bla; r] es un conjunto abierto A = M — BJa; r].

Ejemplo 3. Todo intervalo abierto acotado (a, b) es un subconjunto abierto de la recta
debido que es una bola abierta en su punto céntrico (a + b)/2 donde su radioes r = (b —
a)/2. Por otro lado, las semirrectas abiertas (—oo, b) y (a, +00) también son subconjuntos
abiertos de la recta R, debido que si tomamos un punto cualquier ¢ € (e, b), esto es, ¢ <
b, entonces haciendo r = b — ¢ observamos que (¢ — r, ¢ + r) es una bola abierta de centro
C que esta contenida en el intervalo (—oo, b). Similarmente, si tomamos un punto c €
(a, +00), esto es, ¢ > a, entonces haciendor = ¢ — a observamos que (¢ —r,c + 1) es

una bola abierta de centro c que se encuentra contenida en el intervalo (a, +0).

Comentario 3. El espacio métrico M es abierto en M. Al respecto, la propiedad que sea
un conjunto abierto es “relativo”, es decir, depende del espacio en que un conjunto esta
definido. Como ejemplo, supongamos el conjunto X = [0,1), este es un subconjunto
abierto del espacio M = [0,1], basta observar que cada intervalo del tipo [0,€) con
valores de 0 < e < 1, es una bola abierta de centro en 0 en el espacio M = [0,1]. Sin
embargo, el conjunto X = [0,1) no es un conjunto abierto en la recta R. Otro ejemplo es

el intervalo (0,1) del eje de las abscisas en el espacio R?, este intervalo es abierto en ese
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eje (el conjunto R) mas no es abierto en el conjunto R2. Un ejemplo de un conjunto que
es abierto en cualquier espacio que este contenido es el conjunto vacio @. Para probar que
un conjunto X no es abierto, se debe encontrar un punto x € X que no sea interior a X.
Claramente es imposible de realizar cuando el conjunto es vacio X = @, por lo tanto, el

conjunto vacio @ es abierto.

Teorema 3. Sea M un espacio métrico y X € M un subespacio del conjunto M. Un
subconjunto A" € X es un conjunto abierto en X si y solamente si A’ = A n X, donde A

es un subconjunto abierto de M.

Demostracion. Indicando con B’ las bolas abiertas de X y con B las de M, es claro que
B'(x;€) = B(x;€) N X para cada x € X. Por el Corolario 2.6, el conjunto A’ € X es
abierto en X siy solamente si A’ =U, B,, =U, (B, N X) = (U, B,) N X = AN X, donde

A =U, B, es un abierto de M.

Corolario 2. Sea X € M abierto. Un subconjunto A" € X es abierto en X si y solamente

si A" es abierto en M.
2.2.2 Aplicaciones continuas en un espacio métrico

Se dice que una funcion o aplicacion F: M — N es continua en el punto a € M si
y solo si para cada vecindad V de f(a) en N existe una vecindad U de a en M tal que f(U)
c V . A continuacion se presenta algunos teoremas importantes que relacionan los

conjuntos abiertos con la continuidad

Teorema 4. Sean M y N espacios métricos. La aplicacion f: M — N es continua si y s6lo
si la imagen inversa f~1(4") de todo subconjunto abierto A’ € N es un subconjunto

abierto de M.

Demostracion. Sea f continua y A’ € N un abierto. Probaremos que A = f~1(4") es
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abierto en M. Luego, para cada punto a € 4, f(a) € A’. Siendo A’ abierto, existe un € >
0 tal que B(f(a);€) € A’. Siendo f continua en el punto a, al € corresponde un § > 0
tal que f(B(a;8)) < B(f(a);e) € A'. Pero f(B(a;6)) < A’ significa que B(a;8) <
f1(A") = A. Luego, A’ es abierto ya que conteniendo un punto a contiene también una

bola B(a; 8).

Reciprocamente, supongamos que f: M — N es tal que, para todo abierto A" <
N,A = f~1(A") es abierto en M. Sea a € M un punto cualquiera. Mostraremos que f es
continua en el punto a. Luego, toda bola B(f(a); €) = A’ es un abierto de N conteniendo
f(a). Luego, A = f~1(A") es un abierto de M conteniendo al punto a. Por lo tanto, existe
una bola B(a;6) € A, esto es, f(B(a;6)) € B(f(a);e), lo que concluye la

demostracion.

Corolario 3. Sean A; € M4, ..., A, S M,, subconjuntos abiertos. Entonces A; X ... X A,

es un subconjunto abierto del producto cartesiano M; X ... X M,,.

Demostracion. Las proyecciones p;: M; X ... X M, — M; son continuas (i = 1,2, ...,n)
luego p71(41),p51(4,), ..., P71 (4,,) son subconjuntos abiertos de A; X ... X A4, y coOmo
A1 X ... X An = pl_l(Al) n..nN pgl(An),

se sigue del Teorema que A; X ... X A,, es abiertoen M; X ... X M,,.

Corolario 4. Sean f, ..., fn: M = N aplicaciones continuasy a, ..., a, € N. El conjunto
de puntos x € M tales que f;(x) # aq, ..., fn(x) # a, es abiertoen M. Si f;, ..., f: M —
R son funciones reales continuas es todavia abierto el subconjunto de M definido por

fix) >0,.., f(x) > 0.

Definicion 2. Sean M y N espacios métricos. Un aplicacion f : M — N que transforma

cada subconjunto abierto A £ M en un subconjunto abierto f(A) € N se Ilama una
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aplicacion abierta.

2.2.3 Conjuntos Compactos

Definicion 3.

1. Sea X un subconjunto de un espacio métrico M. Una cobertura de X es una familia

C = (C;)¢; de subconjuntos de M tal que X CU,¢; C,. Esto significa que para x € X,

existe por lo menos un indice A € L tal que x € C;.

2. Si existe un subconjunto L' € L tal que para cada x € X se puede obtener A € L' con
x € Cy,estoes, X CU,;¢,, C;, entonces lasubfamilia C' = (C;)¢L, Se llama subcobertura

de C.

3. Una cobertura X cuU,¢; C; se dice abierta cuando cada conjunto C;, A € L es abierta

en M.

4. Una cobertura X SU;¢;, C; se dice finito cuando L es un conjunto finito. En este caso,

se tiene L = {A,, ..., A,} y escribimos X € C;, U ..U (..

Definicion 4. Un espacio metrico M se Ilama compacto cuando toda cobertura abierta
posee una subcobertura finita. En otros términos, M =U,¢, A;, entonces existe

Ay, Ap ELtalque M = 43 U...UA4, .

Definicion 5. K €M se llama un subconjunto compacto cuando el subespacio métrico K

es compacto.

Esto significa que toda cobertura X =U,¢; A;, por medio de abiertos A4;, en X se
puede extraer una subcobertura finita X = A’; ,U ..U A", . Como paracadal € L,A"; =
X NA;A; es abierto en M, vemos que X =UA"; © X CUA;. Luego, X S M es
compacto si y solo si para cada cobertura X €U A,,A; S M abiertos, se puede extraer

una subcobertura finita X € 43, U ..U 4, .
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Ejemplo 4. Si K, L S M son subconjuntos compactos, entonces K U L es compacto. En

efecto, si K U L €U A,, entonces en particular K €U 4;,L U Ay donde K € 4, U ..U
Ay, YLSUA;donde K €A U..UA; YLEA; , U..U Az, y portanto, KU L <
A3, U ..U4,,. Se sigue que la unién de un namero finito de subconjuntos compactos es

compacto.
Teorema 5. Todo subconjunto cerrado F de un espacio compacto M es compacto.

Demostracion. Sea F SU,,; U; una cobertura de F por abiertos U; € M Una familia que
consiste de los Uy, A € L y el conjunto U = X — F es una cobertura abierta de M. Como
M es compacto, existe una cobertura finita M = U, U ...U U, U U. Como ningdn punto
de F puede pertenecer a U, se tiene F < U, U ...U Uy_, lo que prueba la compacidad de

F.
Corolario 5. Cualquier interseccion K N K, de compactos K; S M es compacto.
Corolario 6. Todo espacio métrico compacto es completo.

Demostracion. Si M es compacto, de la cobertura abierta M =U,¢y B(x; 1) podemos

extraer una subcobertura finita M = B(x;; 1) U ...U B(x,; 1), luego M es acotado.

Teorema 6. La imagen de un conjunto compacto por una aplicacion continua es un

conjunto compacto.

Demostracion. Sea f: M — N continuay K € M compacto. Dada una cobertura abierta
f(K) CuU A;, obtenemos la cobertura abierta K U, f~1(4,), de la cual extraemos una
subcobertura finita K S f~1(43,) U ..U f~1(4,,) y de ahi f(K) € ff~1(43,) U ..U

ffH(Ax,) € A, U ..U A, . Luego, f(K) es compacto.

Teorema 7. (Weierstrass). Si M es compacto, toda funcion real continua f: M — R es

acotado y obtiene sus valores maximo y minimo en M. Mas precisamente existe x,, x; €
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M tales que f(xo) < f(x) < f(x,) para cualquier x € M.

Demostracion. La imagen f (M) es un subconjunto compacto de R. Luego, es acotado y
cerrado. Asi, f es acotado y poniendo a = inff (M), B = supf (M), tenemos que a €
f(M),B € f(M). Osea existe x,,x; € M tales que f(x,) = a, f(x;) = B. Por lo tanto,

f(xo) < f(x) < f(x;) paratodo x € M.

Corolario 7. Sea M compacto y f: M — R continua tal que f(x) > 0 para todo x € M.
Entonces, existe ¢ > 0 tales que f(x) = c paratodo x € M.

1
1+x2

Ejemplo 5. La funcion f: R - R, f(x) = es continuay f(x) > 0 para todo x € R.
Mas para todo ¢ > 0 es posible obtener x € R tal que f(x) < c. Esto se debe pues R no

es compacto.
2.2.4 Convexidad

El concepto de convexidad es uno de los conceptos importantes en el anélisis
matematico y tiene aplicaciones muy importantes en la teoria de la optimizacion, en la
estadistica, probabilidad aplicada y en la economia. A continuacién presentamos la

definicién de un conjunto convexo

Definicion 6. Un conjunto S € R™ se dice convexo si el segmento de recta que une dos
puntos x e y de S se encuentran dentro de S. Esto significa que parax,y € Sy a € [0,1],

elpuntoz =ax+ (1 —a)y €S.

En general, alguna combinacién convexa Y[-; a;x; de puntos xy, ..., x, € S se
encuentran en S donde los coeficientes a; son no negativos y suman 1. Podemos
mencionar algunos conjuntos convexos. Por ejemplo, cada intervalo sobre la recta real es
convexo; cada bola abierta o cerrada en R™ es convexo; y cada rectangulo abierto o

cerrado multidimensional es un conjunto convexo.
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Definicion 7. Una funcidn convexa esta definida sobre un conjunto convexo. Una funcion

de valor real f definida sobre un conjunto convexo es convexo, donde se cumple

flax+ (1 —a)y) s af(x) + (1 - a)f (¥)

paratodo x,y € Sy a € [0,1]. Ademas, se dice que f es estrictamente convexo si para

cadax # yy a € (0,1), se cumple
flax+ (A -a)y) <af(x) + (1 -a)f(¥)
Por induccidn se puede probar que la desigualdad se puede extender a
fQEEL aix) < Xitq aif (%)

para alguna combinacién convexa de puntos x; € S. Si el sentido de la desigualdad

cambiara se puede definir una funcién concava

Definicion 8. Una funcion de valor real f definida sobre un conjunto convexo se dice

concava si se cumple

flax+ (1 —a)y) 2 af(x) + (1 —)f (¥)

para todo x,y € Sy a € [0,1]. Ademas, se dice que f es estrictamente concavo si para

cadax #yy a € (0,1), se cumple

flax + (1 —a)y) > af (x) + (1 — ) f ()

A continuacién algunos ejemplos importantes de conjuntos y funciones convexas y

concavas.

Ejemplo 6. (Las normas son convexas). Una funcion de valor real f definida sobre un

conjunto convexo se dice concava si se cumple

flax+ (1 —a)y) 2 af () + (1 —)f (¥)

para todo x,y € Sy a € [0,1]. Ademas, se dice que f es estrictamente concavo si para
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cadax # yy a € (0,1), se cumple

flax+ (1 —a)y) > af (x) + (1 — ) f ().

Ejemplo 7. (La distancia a un conjunto convexo es convexo.) La funcion distancia
d(x,S) de un punto x € R™ a un conjunto convexo S es convexo. Para alguna

combinacion convexa ax + (1 — a)y, tome secuencias (u) y (v,) de S tal que

d(x,S) = ,lim Ix —ugll

d(y,S) = lll—{g Iy — vyl
Los puntos au; + (1 — a)v, estan en S, y tomando limites en la desigualdad
dlax+ (1 —ay),S) <lax+ (1 —-a)y —auy — (1 —a)v; |l
Sallx—uy l+(1—a) ly — v ll,
Por lo tanto, d(ax + (1 — ay),S) < ad(x,S) + (1 — a)d(y,S).

Definicion 9. Sea Y < R! tal que intY # @. El conjunto Y se dice que es estrictamente
convexosivx,y €Y y0 <A <1,secumple Ax + (1 — 1)y € intY.

2.2.5 Cuasiconcavidad y cuasiconvexidad

Existen generalizaciones de convexidad para funciones que son comunmente
aplicadas en teoria econdmica. A continuacion se definen las funciones cuasicéncavas y

cuasiconvexas.

Definicion 10. Una funcién real f: C — R sobre un subconjunto convexo C de un espacio

vectorial es

1. Cuasiconvexo si se cumple

flax + (1 — a)y) = max{f(x f(»))}
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paratodo x,y €Cyparatodo0 <a <1.

2. Estrictamente cuasiconvexo si se cumple
flax + (1 — a)y) < max{f(x,f(¥))}

paratodo x,y eCconxAyyparatodo0<a<1.

3. Cuasiconcavo si —f'es una funcion cuasiconvexa. Es decir, f es cuasiconcavo si
flax + (1 — a)y) = min{f(x, f(¥))}

paratodo x,y eCyparatodo0<a <1

4. Estrictamente cuasiconcavo si —f'es una funcion estrictamente cuasiconvexa. Es decir,

f es estrictamente cuasiconcavo si
flax + (1 — a)y) > min{f(x, f(¥))}
paratodo x,y eCconx #yyparatodo0<a < 1.
Lema 1. Cada funcion convexa es cuasiconvexa y cada funcion concava es cuasiconcavo.

Lema 2. Para una funcion real f:C — R sobre un conjunto convexo, los siguientes

resultados son equivalentes:

1. La funcion f es cuasiconvexa.

2. Para cada a € R el conjunto {x € C: f(x < @)} es un conjunto convexo.
3. Paracada a € Rel conjunto {x € C: f(x = a)} es un conjunto convexo.
2.2.6 Espacios topoldgicos

Definicion 11. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion 7° de subconjuntos

de X, llamados subconjuntos abiertos, con las siguientes propiedades

1. pyXestnen T,
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2. La union de elementos de 7 estan en T,
3. Lainterseccion finita de elementos de T estaen 7.

Definicion 12. Un espacio topoldgico es un par ordenado (X, 7") formado por un conjunto
X'y unatopologia 7" sobre X. Si X es un espacio topologico con unatopologia 7 o llamado
también espacio topoldgico X, se dice que un subconjunto U € X es un conjunto abierto

deXsiUE€ET.

Definicion 13. Una funcion f:X — Y entre espacios topologicos es abierta (open
function) si lleva conjuntos abiertos a conjuntos abiertos (i.e. f(U) es una funcion abierta

mientras que U < X lo es).

Definicion 14. Una funcion f:X — Y entre espacios topoldgicos es cerrada (closed
function) si lleva conjuntos cerrados a conjuntos cerrados (i.e. f(F) es una funcion

cerrada mientras que F < X lo es).

Definicion 15. Sean X e Y espacios topoldgicos. Una funcion f : X — Y sedice que es
continua si para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~1(V ) esun subconjunto

abierto de X.

La relacion (g ° )—1(V ) = f~1(g~*(B)) muestra que la compuesta g > /: X — Z de dos

funciones continuas f: X - Yy g: Y — Z es un funcién continua.

Maés especificamente, la funcion f se dice continua en el punto a cuando para cada
abiertoV € Y, con f(a) € V , existe un abierto A £ X cona €A, talque f(A) €V .Es
facil observar que si f: X — Y es continuaen el punto a € Xy g:Y — Z es continua en
elpuntob = f(a) € Y, entonces g f: X — Z es continua en el punto a. La relacion entre

ambas definiciones es la siguiente:

Teorema 8. Sean X e Y espacios topoldgicos. Una funcién f: X — Y es continua si y solo
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si es continua en cada punto z € X.

Demostracion. Sea f: X — Y continua. Dados un punto a € X y un abierto B € Y con
f(a) € B, el conjunto A = f~1(B) es abiertoen X. Comoa € Ay f(A) = f(f1(B)) €
B, esto establece la continuidad de f en el punto a. Reciprocamente, sea f continua en
cada punto a € X. Dado B €Y abierto, sea A = f~1(B). Para cada x € 4, se tiene
f(x) € By como f es continua en el punto x, existe un abierto A, € X, con x € A,,
f(A,) € B. En otras palabras, se tiene {x} € A, € A para cada x € A. Luego, A =
Uyea {Xx} SU,ea A, € A, esto es, A =U, A,. De este modo, A = f~1(B) es abierto en

X, por ser una unién de abiertos y f: X — Y es continua.

Definicion 16. Un espacio topoldgico X se denomina un espacio separado o espacio de
Hausdorff cuando para dos puntos cualquiera x # y de X existen conjuntos abiertos

AB € Xtalquex € A,y € BYyAn B = 0.

Definicion 17. Una funciéon f: X — Y donde los conjuntos X e Y son espacios
topoldgicos se dice que es una aplicacion abierta (open mapping) si para cada conjunto

abierto U de X, el conjunto f(U) es abiertoen Y.

Definicion 18. Una funcion f: X — Y donde los conjuntos X e Y son espacios
topoldgicos se dice que es una aplicacion cerrada (closed mapping) si para cada conjunto

cerrado U de X, el conjunto f(U) es cerradoen Y.

Definicion 19. Sea S € X un subconjunto de un espacio topoldgico X. Unpunto x € S
se denomina un punto interior de S cuando existe un conjunto abierto A de X tal que x €

A € X.

Definicion 20. Sea S € X un subconjunto de un espacio topoldgico X. Se define el

interior de S como el conjunto int(S) formado por los puntos interiores de S.
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Teorema 9. Dado un espacio topoldgico X y sea S € X un subconjunto del espacio
topoldgico X. El interior de S es la unidn de todos los subconjuntos abiertos de X que

estan en S. En particular, int(S) es abierto en X.

Demostracion. Sea A =U A; la union de todos los abiertos A; € S. Entonces, A es abierto
en X y AcCS. Luego, x€A implica x € int(S). De este modo, AC
int(S).Reciprocamente, si x € int(S) existe un abierto A" en X tal que x € A’ C S.
Luego, A" = A, para algin A y por lo tanto A" € A. Esto muestra que x € A, donde

int(S) c A.
Corolario 8. El conjunto S es abierto si y solo si S = int(S).

Definicion 21. En un espacio topoldgico X, se dice que un conjunto V es vecindad de un
punto x € X cuando x €int(V ). Esto quiere decir que V contiene un abierto que contiene

ax.

Definicion 22. Se define una frontera de un subconjunto S de un espacio topoldgico X
como el conjunto fr(S) formado por todos los puntos x € X tales que toda vecindad de x

contiene puntos de Sy del complemento X — S.

Equivalentemente, para que x € fr(S) es necesario y suficiente que X no
pertenezca ni al interior de S ni al interior de X —S. En un espacio métrico M, x € fr(S)
si y solo si para cada € > 0 existe un punto s €Sy el punto t € M — S tales que d(s, X) <

ceyd(t,x)<e

Definicion 23. Un subconjunto F de un espacio topoldgico X se dice cerrado cuando su
complemento X — F es abierto. Para que F sea un subconjunto cerrado de X es necesario
y suficiente que , para cada punto x € .X — F exista un abierto Ux,conx € U, € X — F,

estoes, x EU, yU, NF = Q.

Teorema 10. Se cumple las siguientes propiedades para los conjuntos cerrados en un
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espacio topoldgico:
1. el conjunto vacio @ y el espacio entero X son conjuntos cerrados;

2. la interseccion F =N F, de una familia cualquiera (F;);e; (finita o infinita) de

subconjuntos cerrados F; € X es un subconjunto cerrado de X;

3. la union de subconjuntos finitos F = F; U ...U F, donde los conjuntos Fi, ..., E, € X

son conjuntos cerrados, es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. (1) Los conjuntos X y @ son complementarios de los conjuntos abiertos @
y X, respectivamente, luego son cerrados. (2) Sea A; = X — F,. Cada A, es abierto en X,
luego, A =U A4, es también abierto. Como F =NF; =N (X —4;) =X —U A4, =X — A,
se sigue que F es cerrado. (3) Nuevamente, los conjuntos A; = X — F;, ..., A, =X — F,
son abiertos. Luego, A, N..NA, es abiertoy F;U..UE, =(X—-4;)VU..U(X—

A)) =X—-(A;Nn..NA,) es cerrado.
2.2.7 Semicontinuidad

En esta seccion se presenta la definicién de una funcion semicontinua superior y

de una funcién semicontinua inferior.

Definicion 24. Sea f : X — [—oo, 0] una funcion definida en un espacio topoldgico,

entonces se define la funcién f como

1. Semicontinua inferior si para cada elemento cualquiera ¢ € R, se cumple que el
conjunto {x € X : f(x) < c} es un conjunto cerrado. De manera equivalente, se

cumple que el conjunto {x € X : f(x) > c}esun conjunto abierto.

2. Semicontinua superior si para cada elemento cualquiera ¢ € R, se cumple que el
conjunto {x € X : f(x) = c} es un conjunto cerrado. De manera equivalente, se

cumple que el conjunto {x € X : f(x) < c}esun conjunto abierto.
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2.2.8 Teoremas de Punto Fijo

Brouwer (1911) investiga el teorema de punto fijo para funciones. Esta teoria es
muy usada por los trabajos de von Neumann (1928) y von Neumann (1937) y para la
economia matematica y la teoria de juegos. Luego Kakutani (1941) generaliza este
concepto para correspondencias. El siguiente desarrollo tiene como referencia el trabajo

de VVohra (2004) que presenta los teorema de punto fijo siguientes.

Definicion 25. SeaS © R™ y f:S — S una funcion, un elemento p € X es un punto fijo
de f cuando f(p) = p

La definicion de un punto fijo tienen multiples aplicaciones en la matematica.

Constantentemente se desea resolver el sistema de ecuaciones lineales:
a11x1 + e + alnxn = bl

az1X1 + -+ AoynXy = bz

Ap1X1 + o+ ApnXn = by
donde a;;, b; € Rdonde i,j = 1, ...,n.
SiA = (a;j)nxn X = (X)nx1 Y b = (bi)nx1, reescribimos el sistema como
Ax =b

Note que

Ax=bS Ax—b=0=Ax—b+x—x=x.
Definiendo ¢ (x) = (4;)x — b, tenemos

Ax=b & p(x) =x

Resolver Ax = b es equivalente a hallar un punto fijo de ¢. Por lo tanto se requiere
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teoremas que garanticen la existencia de punto fijo.

Los Teoremas de punto fijo nos dicen sobre qué condiciones la funcion f tiene
punto fijo. Segin las condiciones van apareciendo diversos teoremas de punto fijo
(Banach, Brouwer, Shauder, Kakutani, etc). A continuacion se presenta la definicién de

contraccion para definir la existencia del punto fijo de Banach para contracciones.

Definicion 26. (Contraccion). Sea (M, d) un espacio métrico. La aplicacion f: M - M

es una contraccion si existe ¢ €(0, 1) tal que
d(f(x),f() = ¢ - d(xy),vx,y € M
En el caso unidimensional, la contraccion se reduce a |[f(x) — f(¥)] < c|x — y|.
Corolario 9. (Unicidad). Una contraccién f puede tener a lo mas un punto fijo.
Demostracion. Si f(x) = xy f(y) = y, por la desigualdad fundamental
d(x,y) =0
Lo que implicaque x = .

Observacion. Si f es lipschitziana con constante c, entonces f™ es lipschitziana con

constante de lipschitz c™, esto es,

d(f"(x), f*(y)) < c"d(x,y)
Teorema 11. (Desigualdad Fundamental de la Contraccion). Si f: (M,d) - (M, d) es
una contraccion con constante de contraccion c, entonces paratodo x,y € M
d(x,y) <d(x f(x)) + d(f(¥),y)

Demostracion. Usando la desigualdad triangular

d(x,y) = d(x, f(x) +d(f (), f(¥) +d(f (), y)

<d( f)+c-dxy) +df ), y)
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Lema 3. (Existencia de la sucesion de Cauchy). Sea f: M — M una contraccion. Si x, €

M, entonces (f™(x,)) es de Cauchy.

Teorema 12. (Teorema de Punto Fijo de Banach). Si M es un espacio métrico completo

y f: M — M una contraccion. Entonces existe un unico x € M tal que f(x) = x.

El teorema de Banach es muy debil. Considere f : [0, 1] — [0, 1], donde f(x) = x.
Esta funcion apenas deja de ser una contraccion ya que |f(x) — A(y)| = |x — y| para todo x,
y €10, 1]. Sin embargo, cada punto en [0, 1] es un punto fijo de esta funcion. EL teorema
de Banach es interpretado como una condicion suficiente para un algoritmo simple de
calculo del punto fijo (Vohra, 2005). El siguiente teorema se debe a Brouwer (1881-
1966). Se ponen las siguientes definiciones que permiten la demostracion del teorema de

Brouwer.

Teorema 13. (Teorema de Aproximacion de Weierstrass). Sea K < R™ un espacio
métrico compacto. Entonces dada una aplicacion continua f : K — R existe una sucesion

de polinomios p,,: K = R que converge uniformemente para f.

Teorema 14. No existe funcion f:§n - S™~1 de clase ¢? tal que f(x) = x para todo
x € S™ L
Teorema 15. (Teorema de Punto de fijjo de Brouwer). Si f:En > B es continua,

entonces existe x € B tal que f(x) = x.

., —n —=n . . .,
Demostracion. Sea f:B — B continua. Por el Teorema de Aproximacion de

Weierstrass existe una sucesion de funciones (polinomiales) de clase C*, dado por py tal

que ll f(x) —pr(x II< 1/k paratodo x € B". Entonces

I PO NI OO I+ I pe(x) = f(X) IS 1+ 1/k

Por lo tanto, si h, = (1 + 1/k)~p, tenemos
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hk:En N y hy = f uniformemente

Afirmacion. Cada h,, posee punto fijoen B . En efecto, si no fuese verdad, sea fi: B —
S$™1 la aplicacion dada por f,(x) = punto donde la semi recta partiendo de hy(x) y

pasando por x intercepta S 1.

Si hy, no tuviese puntos fijos esta aplicacion es de clase C! y es tal que fi (x) = x
paratodo x € S™ 1. Pero esto contradice la proposicion. Sea x;, el punto fijo de h;. Osea,
hy (xx) = x. Como B es compacto, pasando a una subsucesion si fuese necesario,
podemos asumir que x; — x, para algin x, € B". Como h, = f uniformemente,
entonces

fxo) = lim by (x) = limx, = xg
en este sentido f tienen punto fijo.

2.3 MARCO CONCEPTUAL

Se consideran las siguientes definiciones necesarias en el presente trabajo:

Subconjunto. Se dice que A es un subconjunto de B si cada elemento de A es también un
elemento de B, escribiremos este hecho como A €B y se lee “B contienea A”. SiA €B
pero A es distinto de B, diremos que A es un subconjunto propio de B y escribimos A

B. Las relaciones €y c se denominan inclusion e inclusion propia, respectivamente.

Singletdn. Un conjunto con un solo elemento x es llamado singletdn x y se representa

como el conjunto {x}.

Funcion. Se define una funcion f: 4 — B a aquella conformada por un conjunto A que se
denomina dominio de la funcién, el conjunto B, denominado el codominio de la funcion,

y una regla que hace corresponder a cada elemento x € A un unico elemento f(x) en el
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conjunto B. Se usa la notacion x — f(x) para indicar que f hace corresponder a x el valor
f(x). El simbolo de f es distinto del simbolo f(x), f denota la funcion o regla y el simbolo

f(x) es el valor que toma la funcion en el punto x de su dominio.

La regla o funcién que muestra como obtener el valor f(x) €B para elementos x €

A esta sujeta a las siguientes condiciones:

1. No debe haber excepciones para los elementos del dominio. Si f tiene al conjunto A

como su dominio, la regla debe satisfacer f(x) para todo elemento x €A.

2. No debe haber ambigiiedades en la definicion de la regla. Esto es, a cada elemento x €

A, la regla debe hacer corresponder un Gnico elemento f(x) en B.

Observe que no existe funciones “plurivocas”. Por la segunda condicion, si X =y
en A, entonces f(x) = f(y) en B. Se sigue de las condiciones encima que dos funciones
f+: A - Byg:A" - B’ sonigualessiysolamentesiA = A',B = B'yf(x) = g(x)
paratodo x €A. Esto es, dos funciones se dicen iguales cuando tienen el mismo dominio,

el mismo contradominio y la misma regla de correspondencia.

Ejemplo 8. Sea A = B = Q, intentaremos definir una funcion f: Q — Q considerando la
siguiente regla: a cada nimero x € Q hacemos corresponder el nimero f(x) € Q tal que
x - f(x) = 1. Estaregla no define una funcion de Q en Q ya que dado un 0 € @, no existe
namero racional alguno y = f(0) tal que o - y = 1. Por lo tanto, si escogemos el conjunto

A = Q — {0} para codominio, la misma regla define la funcion f: A - Q, f(x) = 1/x.

Ejemplo 9. Sea T el conjunto de los triangulos del plano y R* el conjunto de los nimeros
reales positivos. Consideremos la tentativa de definir una funcion f: R* — T por la regla
siguiente: a cada nimero real x > 0, hagamos corresponder el triangulo f(x) cuya area es
X. Evidentemente hay ambigliedades ya que dado un namero real x > 0, existe una

infinidad de triangulos cuya area es X. La regla no define una funcion.
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Funcion inversa. Dada una funcion f: A — B, consideremos un conjunto Y € B. la
imagen inversa de Y dada por la funcién f es el conjunto f~1(Y) formado por todos los

x € Atal que f(x) € Y . De este modo

fFAY)={x€A:f(x)ev}
Note que puede ocurrir f~1 (Y) = @ cuando Y c B es un subconjunto no vacio. Esto se
da cuando Y n f(A) = @. En particular, f no es sobreyectiva. Dado y € B, escribimos
f1(Y) en vez de f~1({y}). Puede acontecer que f~1(Y) posea mas de un elemento ya

que f puede no ser inyectiva.

La imagen inversa se comporta relativamente a las operaciones con conjuntos.

Dados los subconjuntos (Y,Z < B) y la funcién f: A — B, se tiene

LfYuz)=f7Muf i@

N

SN =N )

w

T = ()
4. YycZ=fYY)cf (2

5. f1(B)=4

(o2}

@) =¢

Demostracion. (1) Tomemosx € fY(YUZ) & f(x) EYUZ & f(x) EY 6 f(x) €
ZoxefW(Y) 6 xef Y (2D)exef () 1(2).
@Qxeflyn2)yefeYnZe f(x)eY e f(x) EZex€

fY) e xef @D exefHY)NFHD).

Rrefl¥Yefery efeyexef(Y)exe ()"

(4) Debido que Y < Z, entonces paraun f(x) = y € Y se tiene que y € Z. Ademas, para
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xeEfNefx)eYoyeY=sfx)=yeZexe f12).
(5)Seax € fL(B) & f(x) EB & f(x) € f(A) © x € fL(f(A)) © x € A

(6) Por contradiccion, supongamos que x € f~1(@) & f(x) € @ lo que contradice. Por

lo tanto, se cumple f~1(@) = @.
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CAPITULO 111
MATERIALES Y METODOS

3.1 UBICACION GEOGRAFICO DEL ESTUDIO

La investigacion se realiz6 en la Escuela Profesional de Ciencias Fisico-

Matematicas de la Universidad Nacional del Altiplano de Puno.
3.2 PERIODO DE DURACION DE ESTUDIO

La investigacion tuvo una duracion de Il semestres académicos para su

culminacioén.
3.3 PROCEDENCIA DEL MATERIAL UTILIZADO

Las fuentes o materiales utilizados en el desarrollo de la investigacion fueron
libros de texto y especialmente investigaciones publicadas en revistas cientificas de
matematica y economia matemética donde se estudia la teoria topoldgica de

correspondencias, teoremas de punto fijo y su relacion con el equilibrio de Nash.
3.4 POBLACION Y MUESTRA DEL ESTUDIO

La investigacion no tiene una poblacion ni una muestra debido que es tedricay no

experimental.
3.5 DISENO ESTADISTICO

La investigacion no tiene un disefio estadistico debido que es tedrica y no hace

uso de la experimentacion.
3.6 PROCEDIMIENTO

Se dedujo el comportamiento del equilibrio de Nash usando la teoria topoldgica
de correspondencias. Ademas, haciendo uso de la ldgica, se prob6 los principales
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resultados en la construccion de esta teoria y se presentd de forma ordenada las

principales definiciones y proposiciones que corresponden al tema de investigacion.
3.7 VARIABLES

La variable dependiente es el equilibrio de Nash. La variable independiente es el

estudio de la topologia de correspondencias.
3.8 ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Los resultados se presentan en el capitulo siguiente.
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 RESULTADOS

En este capitulo se expone el resultado principal de la tesis la misma que es utilizar
la topologia de correspondencias para demostrar el teorema de existencia del Equilibrio
de Nash. Para desarrollar este objetivo, este capitulo presenta la teoria topoldgica de
correspondencias, donde se presenta la definicidén de correspondencia o multifunciones,
la definicion de continuidad de correspondencias, inversas naturales de la
correspondencia que son la inversa inferior y la inversa superior y la importante definicion
de continuidad para correspondencias que en este caso se denomina hemicontinuidad.
Como el concepto de equilibrio de Nash esté ligado a juegos estratégicos y en economia,
en seguida se presenta la definicion de algunos conceptos econémicos como funcién de
utilidad, conjunto de consumo y la definicion de un juego en su forma normal. Luego, se
presenta la definicion del equilibrio de Nash y se prueba la existencia de dicho equilibrio
utilizando la topologia y el importante teorema de punto fijo de Kakutani para

correspondencias.
4.1.1 Topologia de correspondencias

En esta seccion se desarrolla la teoria topoldgica de correspondencias. En este
sentido se define una correspondencia ¢ que asocia cualquier punto de su dominio un
subconjunto no vacio. Seguidamente se presenta la definicion de inversa de una
correspondencia, que a diferencia de la inversa de una funcion punto a punto, la
correspondencia tiene dos inversas naturales, una inversa fuerte y una inversa débil. A
continuacién tenemos: dado dos conjuntos X e Y , el producto cartesiano X X Y es la
coleccion de pares ordenados (x,y) de elementos de X e Y, respectivamente. Una
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relacion entre los elementos de X e Y puede ser representada a través de X x Y . Una
relacién entre elementos de X se denomina relacion binaria en X. A partir de estos

enunciados se define lo siguiente:

Definicion 27. Una correspondencia ¢ de X a Y asocia a cada x € X un subconjunto no

vacio ¢(x) € Y y se denota por ¢: X 3 Y.

Muchas veces se puede pensar de ¢ como una “funcion multivalor” de X a Y en

lugar de una funcién de X al conjunto potencia 2¥ de Y.

Definicion 28. Los espacios X e Y son respectivamente el dominio y el codominio de la

correspondencia ¢.
Definicion 29. Se denomina gréfico de la correspondencia ¢ (o gréfico de ¢) al conjunto
Gry ={(x,y) €EXXY:y € p(x)}

Definicion 30. Dado un subconjunto A € X, la imagen de A bajo la correspondencia ¢
esté definida por ¢ (4) = U, {@(x):x € A} = Uyea @(x).
Definicion 31. Cada correspondencia ¢: X 3 Y tiene dos inversas naturales:

1. Inversa fuerte o superior ¢;*(4) de un subconjunto A c Y definido por

p;'(A) ={x €X:p(x) c A},
2. Inversa débil o inferior ¢;1(A) de un subconjunto A c Y definido por
ot ={xeX:p(x)NA =+ Q}.

Ejemplo 10. Considere la correspondencia ¢: [0,1] =3 R definida por

_ Si x € [0,1)
ww)‘&au si x=1

El gréafico de la correspondencia es la siguiente:
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0 1 T

Figura 1. Grafico de la correspondencia ¢:[0,1] 3 R

Suponga que A = (% 2) c R. Entonces la inversa superior de A c R es

p;tA) ={xeX:p(x)cA}=0

. . . 11 . . ,
Pero si considera un conjunto B = (— 5,5). Entonces la inversa superior de B R sera

¢s'(B) ={x € X:p(x) c B} =[0,1)
Para el caso de la inversa inferior del conjunto 4 c R, se tiene
o7t A) ={xeX:p(x)NA+0}={x€X:p(x)N(1/2,2) # 0} = {1}.
Similarmente,
@;'(B) = {x €X:9(x) N B # 0}
={x €X: () N (=1/2,1/2) # B}
=[0,1) U {1} = [0,1]

Es facil verificar que @5 (A) € ¢; *(A). En efecto, para un x € ¢;1(A), se tiene
que @ # @(x) € A. Lo que implica que A # @, luego ¢(x) N A # @, por lo tanto x €

o7 (A).
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Comentario 4. Si se tiene una funcion cualquiera f:X - Y y si se define una
correspondencia ¢: X 3 Y dada por x = {f(x)} c Y, entonces la inversa superior es
igual a la inversa inferior y esta a su vez es igual a la inversa de la funcion para un cierto

conjunto, esto es, @3 1(4) = ¢; 1(4) = f~1(4).

Demostracion del comentario. Sea x € p;1(A) © p(x) cAe f(x) EAS x €

f~1(A). De formasimilar, x € ;' (A) ©® p(x) NA# 0 < f(x) EA & x € f1(A).

Recuerde que para el caso de una funcion f: X — Y se cumple las siguientes

propiedades
@ f A =[f1@I°
(0) 7 (Naer Aa) =Naer 1 (Aa)
(© f ' (Vaer Aa) =Yaer [ (Ad)

La pregunta natural que surge es si esas propiedades de funciones son vélidas para
multifunciones. La respuesta es que si pero Unicamente para las dos primeras. Observe el

siguiente teorema.
Teorema 16. Sea la correspondencia ¢: X = Y para un conjunto A c Y, se cumple
L @71 (A%) = [p7 ' (A]°
2. ¢ (A%) = [p 1 (AD]°
3. @5 (Naer Ag) =Naer 95 ' (Aq)
Demostracion. (1)
XEP;IA) @ () c A = () N(A) =0
S pNA=0=x&e; ()
= x € o (D]°
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) [0 1 (D] = ¢ 1 (A%)
(3) x € §05_1(ﬂaer Aa) = QD(X) CnaEF Aa d <P(x) c Aa: Va €T
S x€@p;l(4,), Va€eET & x ENger 05 1(AL)

Comentario 5. Las propiedades del teorema anterior no ocurren para la inversa inferior.

Para ello observe el siguiente ejemplo para verificar que en general @;*(Nger Ag) #
Neer 97 (Ag) -
Ejemplo 11. Sea la correspondencia ¢:[0,00] = R dado por ¢(x) = {—x,x}. Si
considera los conjuntos A; = {—2,1} y A, = {—2,2}, se obtiene ¢;'(4,) = {1,2} vy
;7 1(4,) = [0,2]. Si se cumple
@71 (AD) Nt (4) = (1,2},
Por otro lado,
@7 (A1 N Ay) = 971 ({1) = {1}
Entonces,
@7 H(A) N7 H(AR) # @7 (AL N Ay).

No siendo vélida la propiedad para la inversa inferior. La propiedad se cumple también
para la union de conjuntos en el caso de la inversa inferior y no siendo vélida para la

inversa inferior de la correspondencia. Este resultado se muestra en el teorema siguiente:
Teorema 17.Sea p: X = Y,A c Y, se cumple
‘Pi_l(UaeF Ag) =Uger ‘Pi_l(Aa)
Demostracion.
[07 " (Uaer An)]® = @5 [(Vaer A)°] = @5 (Nger 42)

=Nger 905_1(‘45) =Nger [Qoi_l(Aa)]C
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Por lo tanto,

qoi_l(UaEF Aa) =UaEF (pi_l(Aa)-
4.1.2 Continuidad y hemicontinuidad de correspondencias

Un entorno de un conjunto A es algin conjunto B para lo cual existe un conjunto
abierto V que satisface A € V < B. Algun conjunto abierto VV que satisface A < V se
Ilama un entorno abierto de A. Analogamente, se dice que el conjunto U es un entorno

del punto x € X si existe un conjunto abierto Ven X talquex € V < U.

Definicion 32. Se define una correspondencia ¢: X 33 Y entre espacios topoldgicos X e Y

(ue es una correspondencia:

1. Hemicontinua superior (hcs) en x € X si para cada entorno U de ¢(x) existe
un entorno V de x tal que z € V implica ¢(z) c U. Equivalentemente, ¢: X 3 Y es
hemicontinua superior (hcs) en x € X si para todo entorno abierto U de ¢(x) se verifica
que @4(U) < X esun entorno de X. Similar a las funciones, se dice que ¢ es hemicontinua

superior en X si es hemicontinua en cada punto de X.

2. Hemicontinua inferior (hci) en x € X si para cada conjunto abierto U tal que
p(x)NU # @, existe un entorno V de x tal que z€V implica ¢(z) NU +# Q.
Equivalentemente, ¢: X 3 Y es hemicontinua inferior (hci) en x € X si para todo entorno
abierto U tal que ¢ (x) N U # @ se verifica que ¢;(U) S X es un entorno de x. Se dice

gue ¢ es hemicontinua inferior en X si es hemicontinua en cada punto de X.

3. Continua en x € X cuando es hemicontinua superior y hemicontinua inferior
en x. Similarmente, se dice que la correspondencia es continua cuando es continua en

cada punto de su dominio.

Comentario 6. En general una correspondencia ¢: X =3 Y entre espacios topoldgicos X e
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Y puede ser hemicontinua superior sin ser hemicontinua inferior. El ejemplo siguiente

muestra este resultado.
Ejemplo 12. Considere la correspondencia ¢: [0,1] = [0,1] definida por

_{O si. 0=sx<1
D =01] si x=1

El gréfico de la correspondencia es la siguiente:

0 1
Figura 2. Grafico de la correspondencia ¢: [0,1] =3 [0,1]

Si supone que dada una vecindad U = (—%%) c R. Entonces claramente 0 € U y si

considera una vecindad sobre x como se muestra en la figura siguiente, entonces para un
z € (x —r,x + 1) se tiene que ¢(z) = {0} c U, lo que muestra que la correspondencia

¢ es hemicontinua superior en x.
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[l

m
A V)

0 1

m]

Figura 3. Grafico de la correspondencia ¢: [0,1] =3 [0,1] con vecindad U = (—l l)

2’2
Similarmente, si considera una vecindad U = [0,1] c R dada en la figura siguiente.
Entonces para cualquier z que se enceuntra en una vecindad de (1 — r, 1] de x, esto es,
para cualquier z € (1 —r, 1], entonces ¢(z) = {0} U [0,1] < U lo que muestra que la
correspondencia ¢ es hemicontinua superior en x.

wlr) A

ll_'l ________________

1] ~ -

0 ~ ‘rl

=

Figura 4. Grafico de la correspondencia ¢: [0,1] = [0,1] con vecindad U = [0,1] € R

Ahora se verifica si la correspondencia es hemicontinua inferior. Si supone que dada una

vecindad U = (—%%) c Ry si considera una vecindad un z € (x —r,x + r) se tiene

que ¢(z) = {0} c U, entonces ¢(z) N U # @ lo que muestra que la correspondencia ¢
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es hemicontinua inferiro en 0 < x < 1. Sin embargo, si se considera una vecindad dada

porU = G%) c Ryunavecindad (1 — r, 1] de x como en la figura siguiente, se observa

claramente que existe un z € (1 — r] tal que @(z) = {0}, entonces @(z) N GE) = Q.

Lo que muestra que ¢ no es hemicontinua inferior en x = 1. De este modo, el presente
ejmplo muestra que una correspondencia ¢ puede ser hemicontinua superior sin ser

hemicontinua inferior.

w(r) A

l _________________
23

13l f]

-
~ T

w"

0 1

Figura 5. Grafico de la correspondencia ¢: [0,1] = [0,1] con vecindad U = Gg) cR

Lema 4. (Hemicontinuidad superior). Las siguientes afirmaciones son equivalentes para

una correspondencia ¢: X 3 Y entre espacios topoldgicos:
1. ¢ es hemicontinua superior.
2. s 1(U) es abierto en X para cada subconjunto abierto V de Y.
3. ;1 (F) es cerrado en X para cada subconjunto cerrado F de Y.

Demostracion. (1) = (2) Sea U un abiertoen Y. Sea un x € @3 1(U). Luego, ¢(x) c U.
Por hipétesis, existe una vecindad abierta V de x tal que z € V implica ¢(z) c U, asi z €

@:1(U). Por lo tanto, V < @5 1(U).
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(2) = (3) Sea F cerrado en Y. Luego, F¢ es abierto en Y. Por (2) se tiene

©s L(F©) = [@; 1 (F)]° es abierto en X. Luego, ¢; *(F) es cerrado en X.

(3) = (1) Sea x € X y sea U abierto tal que ¢(x) c U. Luego, U°€ es cerrado.
Por (3) se tiene que ¢; 1 (U°) = [p;1(U)]¢ cerrado en X. Luego, @5 1(U) es abierto.
Ademas, x € @;1(U). Por lo tanto, existe una vecindad abierta V de X tal que V c

;s 1(U). Asi, z € V implica z € ;1 (U) y de este modo ¢(z) c U.

Lema 5. (Hemicontinuidad inferior). Las siguientes afirmaciones son equivalentes para

una correspondencia ¢: X 3 Y entre espacios topologicos:
1. ¢ es hemicontinua inferior.
2. ¢;1(U) es abierto en X para cada subconjunto abierto V de Y.
3. ¢;1(F) es cerrado en X para cada subconjunto cerrado F de Y.

Lema 6. Una correspondencia de valor singleton es hemicontinua superior si y solo si

es hemicontinua inferior, en tal caso esta es continua como una funcion.

Recordando el teorema de la aplicacion abierta, que dice que dada una aplicacion

f:X — Y entre espacios topologicos, esta es:

- una aplicacion abierta si f(V) es un conjunto abierto en Y para cada conjunto

abierto IV en X.

- una aplicacion cerrada si f(F) es un conjunto cerrado en Y para cada conjunto

cerrado F en X.

Teorema 18. Sea f: X — Y una aplicacién entre espacios topoldgicos y considere la
inversa de la correspondencia f~:Y = X definida por la formula usual f~1(y) = {x €

X: f(x) = y}. Entonces:

1. f es una aplicacion cerrada si y solo si £~ es hemicontinua superior.
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2. f esuna aplicacion abierta si y solo si £~ es hemicontinua inferior.

Demostracion. 1) Suponga que f es una aplicacion cerrada. Fijandouny € Y y elegiendo
un subconjunto abierto U de X tal que f~1(y) € U.Sea W = (f(U€)) y note que W es
un entorno abierto de y (i.e. existe un conjunto abierto V en Y tal que y € V € W) tal que
para cada z € W se tiene f~1(z) € U esto muestra por Definicion 32 que f~! es

hemicontinua superioreny € Y.

Para el regreso, suponga que f ! es hemicontinua superior. Sea F un subconjunto
cerrado de X y fijando un elemento y € (f(F))¢. Entonces f~1 € F¢ (i.e. F¢ es un
entorno de f~1). Asi por la hemicontinuidad de f 1, existe un entorno V de y tal que para
un z € V se tiene f~1(z) € F¢. Esto implica que V n f(F) = @ (debido que y e V <
f(F)¢). Por lo tanto, cada punto de (f(F))¢ es un punto interior, de este modo (f (F))¢

es un conjunto abierto, lo que implica que f(F) es cerrado.
4.1.3 Teoria de Juegos

En esta seccion se presenta la definicidon de un juego en su forma normal. Para el
desarrollo se presenta la definicidn de una funcion de utilidad en economia que es aquella
que relaciona a un conjunto de consumo X < IR™ con un valor nimerico que representa
la ganancia o la utilidad de un cierto individuo. Ademas se presenta la definicion de un
conjunto de consumo X y sus propiedades que ella cuenta. En seguida, se presenta la
definicidn de las relaciones de preferencia entre las decisiones realizadas por algin agente
econdmico que optimiza su nivel de bienestar. Se presenta el concepto de relacion de
preferencia racional como aquella relacion de preferencia que cumple con las propiedades
de completitud y transitividad. Esto es, un agente es racional si su relacién de preferencia
cumple con la propiedad de completitud y transitividad. Luego, se presenta la definicidn

de una funcion de utilidad u(x) como aquella funcién continua que asigna un valor
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numérico a cada elemento del conjunto de consumo X de acuerdo con las preferencias
que tiene el individuo. Finalmente, se presenta la definicion de un juego en forma normal
gue es aquella situacién donde cada jugador selecciona en forma simultanea la cual
determina la ganancia individual de los jugadores. Es importante sefialar que el término
individuo que se presenta en esta seccion, no se refiere solo a una persona, sino puede
referirse a un grupo u organizacion cuyo comportamiento es de interés analizar, el término
puede referirse también a un gobierno o una empresa en competencia que toman

decisiones estratégicas.
Conjunto de Consumo

Sea X el conjunto de consumo el cual representa el conjunto de todas las
alternativas o planes de consumo que el individuo necesita para su existencia. Se puede

pensar en X como el conjunto de todas las canastas x de consumo del individuo.

Luego, cada canasta x estd conformada por diversa cantidad finita de bienes x;.
Cada unidad de bien de consumo (que conforma la canasta) serd medido por un nimero

real, de este modo, x; € R representa el nimero de unidades del bien i.

Asimismo, se asume que existe un namero finito y fijo de n diferentes bienes. Sea
x = (xq,x,, ..., X,) UN vector que contiene diferentes cantidades de cada uno de los n
bienes y se denomina a x como el conjunto de consumo o plan de consumo. Un conjunto
de consumo x € X es representado por un punto x € R, usualmente el conjunto de
consumo X se encontrara enteramente en el ortante no negativo X = R%. En este sentido,

es facil observar que se satisface lo siguiente:
Supuesto 1. (Propiedades del conjunto de consumo X)
1.0 #X SR}

2. X es cerrado
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3. X es convexo
4.0€eX
Relaciones de preferencia

Las relaciones de preferencia representa las decisiones hechas por algin agente
racional que optimiza en todo momento su bienestar, dichas decisiones estaran
representadas por X. Matematicamente, > es una relacion binaria dentro del conjunto de
alternativas X; de este modo, comparando dos alternativas x,y € X, se lee x > y “x es

tan bueno como y”. De > se puede asignar dos importantes relaciones en X:
1. La relacion de preferencia estricta, >, definida por:
X >y & X Fyperonoy > x
y se lee “x es preferible a y”.
2. Larelacion de indiferencia, ~, definida por:
X~y S xFYNANYyFX

y se lee “x es indiferente a y”.
Comentario 7. Como ejemplo de (1), suponga que Luis (estudiante de matemaética de la
Universidad del Altiplano) prefiere estudiar algebra en lugar de geometria, asimismo de
(2), Luis es indiferente entre el &lgebra y la geometria. Note que la decision de Luis esta
ligada al concepto de racionalidad, es decir, le da un mayor nivel de satisfaccion estudiar
algebra en (1); y en (2) ambas materias maximizan su bienestar. Asimismo, estos niveles
de satisfaccion que siente respecto de las materias, son propios de él, no esta relacionado
con la satisfaccion de otros individuos y ninguno de ellos siente el mismo nivel de
satisfaccion que Luis en las respectivas elecciones.

Es muy necesario notar lo que se comento, ya que para modelar el comportamiento
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hay que entender que cada individuo es diferente del resto.

Definicion 33. Una relacién de preferencia > se dice que es racional si posee las

propiedades siguientes:
1. Completitud: Vx,y € X, setienequex > y 6 y > x (0 ambos).
2. Transitividad: Vx,y € X,six > y e y > z, entoncesx > z.

El supuesto que esta detras de la relacion de preferencia > que cumple la propiedad de
completitud indica que un individuo tiene una preferencia bien definida entre todas sus
posibles alternativas. Por otro lado, la transitividad es un supuesto fuerte dentro del

concepto de racionalidad.
Teorema 19. Si > es racional, entonces:
1. > es irreflexiva (x > x no ocurre) y transitiva (si x > y e y > z, entonces (x > z)

2. ~ es reflexiva (x ~ x para todo x), transitiva (si x ~ y e y ~ z, entonces (x ~ z), y

simétrica (si x ~ y, entonces y ~ x)
3.Six >y >z entonces x > z

Las preferencias individuales pueden no satisfacer la propiedad transitiva por un
namero de razones, la dificultad ocurre por el problema de diferencias perceptibles. Los

siguientes ejemplos muestran la presencia de este fendmeno.

Ejemplo 13. Si preguntamos a una persona elegir entre dos tonos muy similares de gris
para pintar su habitacion, ella sera incapaz de notar la diferencia de los colores y sera
indiferente en su eleccion. Suponga que se ofrece nuevamente los tonos de gris pero,
ligeramente claros ambos (proporcionalmente), asi progresivamente continuando con este
proceso, ella nuevamente sera incapaz de notar la diferencia. Finalmente, si se ofrece el

gris original (inicial) y el gris final (casi blanco), ella sera capaz de distinguir entre ambos
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colores y probablemente preferiria alguno de ellos. Asi, se viola la transitividad. Observe

esta relacion expresada como:

X1~ YV1,X2 ~ Y2, Xn ~ Yn

entonces,

X1~ V1~ Xy~ Yo~ ~Xn ~ Yn
por transitividad:
X1~ Yn
pero como es capaz de distinguir entre ambos colores, entonces ella elegira uno de ellos:
X1 > Yn A.'yn > X1
donde A es la disyuncion fuerte o exclusiva.

Ejemplo 14. (Paradoja de Condorcet). Una familia formada por la madre (M), padre (P)
y nifios (C) hacen sus decisiones mediante votacion para salir todos juntos el viernes para
entretenerse. Las alternativas son 6pera (O), concierto de rock (R) y un show de patinaje
(). Los tres miembros de la familia tienen preferencias racionales: O >y R >y I,
I>p0>pR, R>;1>,0, donde >, >p, >, son las relaciones de preferencia
estricta y con la propiedad de transitividad de cada individuo. Ahora, imagine tres
opciones de votacion: O y R, Ry I e I con 0. Los resultados de esos votos (O gana al
primero, R al segundo e I al tercero) hacen que las decisiones de la familia tengan la
formaintransitiva: O > R > [ > 0, esta intransitividad es conocida como la Paradoja de

Condorcet y esta es una dificultad central en la teoria de la decision.
Funciones de utilidad

En la ciencia econdémica muy a menudo se describe las relaciones de preferencia
haciendo uso de las funciones de utilidad. La funcion de utilidad denotada por u(x) asigna
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un valor numérico a cada elemento de X de su dominio, clasificando los elementos de X

de acuerdo con las preferencias del individuo.

Definicion 34. Una funcion u: X — R es una funcion de utilidad que representa la

relacion de preferencia > si para todo x, y € X se cumple:
xzy © ulx)=2u(y)

Teorema 20. La relacion de preferencia > se representa por una funcién de utilidad

siempre que sea racional.

Demostracion. Para probar este teorema se requiere que exista una funcion de utilidad

que represente la preferencia > y esta relacion debe ser completa y transitiva.

1. Completitud: dado una funcion de utilidad u(x) con valor real definida en X, entonces
para algun x,y € X se cumple la desigualdad u(x) = u(y) 6 u(y) = u(x). Debido que
u(+) es una funcioén de utilidad que representa >, esto implica que secumple x > yoy >

x de la definicion. Por lo tanto, la relacion de preferencia > es completa.

2. Transitiva: Supongamos que u(x) = u(y) y u(y) = u(z), luego por ser u(-) una
funcion de valor real y se encuentra en un cuerpo ordenado, entonces u(x) = u(z).
Asimismo, u(-) representa > lo cual implica que x > y Ay > z entonces x > z y de este

modo la transitividad se cumple.
Juegos en su forma normal

Se define al conjunto S; como el espacio de estrategias del jugador i y sea s; un
elemento arbitrario de este conjunto, de este modo s; € S; que indica que la estrategia s;
es un elemento del conjunto S;. Para los n jugadores dentro del juego, se define el vector
(s1,-+,S,) como una combinacion de estrategias, una para cada jugador,

respectivamente. En este sentido, se define al conjunto S =T[[i-,S; del producto
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cartesiano del conjunto de estrategias de los jugadores i como el espacio de estrategias
que considera a todos los jugadores donde s = (sq, ..., S,) € S es el vector estratégico
correspondiente a la eleccion de la estrategia S; seleccionada por parte del jugador i. Se
denota ademas con el simbolo S_; =[] ;S; al espacio producto que esta conformado
por los n — 1 espacios de estrategias donde no se considera el espacio de estrategias del
jugador i-ésimo. En este sentido, el vector estratégico s_; es el vector de estrategias sin

considerar la estrategia s;.

Afadiendo a la notacion el vector estratégico (s;, s_;) que indica la seleccion de
la estrategia s; del jugador i-ésimo, considerandose que los demas jugadores hicieron su

eleccion de sus estrategias de acuerdo con el conjunto de estrategias S.

Ademas, se define la funcién de utilidad continua u;:S - Rconi=1,2,..,n
que representa las funciones de utilidad del jugador i-ésimo como la funcién de ganancias
del jugador i cuando todos los jugadores seleccionan la estrategia (sy, ..., S,). Para un

caso general, se asume que dicha funcion de utilidad u; es cuasiconcava.

Definicion 35. (Juegos en su forma normal). Para que un juego de n jugadores este en su
forma normal es necesario que cuente con los espacios de estrategias de los jugadores
Si, ..., S, y sus respectivas funciones de ganancias u,, ..., u,. El juego en su forma normal

se denotapor G = { Sy, ..., Sp; Uq, -e, Un}-
4.1.4 Existencia del Equilibrio de Nash

En esta seccion se presenta la definicion del equilibrio de Nash (1950) como aquel
vector estratégico de mejor respuesta para un determinado jugador. En seguida se
presenta la demostracion del teorema de punto fijo de Kakutani (1941) para
correspondencias la misma que es una generalizacion del famoso teorema de punto fijo
de Brouwer (1911) para funciones. Finalmente, se presenta la demostracion de la
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existencia del equilibrio de Nash utilizando el teorema de Kakutani.

Considere el juego normal con n jugadores

g = {Sll ...,Sn; ul, ...,un}
Se define como

Pi(s-i) = {si € Sty (si,5-i) = maxu; (s, 5-1)}

L l

la correspondencia mejor respuesta del jugador i-ésimo a la eleccién s_; de los otros

jugadores.

Definicion 36. Un equilibrio de Nash es un vector estratégico s = (54, ..., S,) que es

mejor respuesta para si mismo. Es decir s € ¢;(s_;) paratodo i € {1, ...,n}.

De este modo se define la correspondencia global ¢ = [[i~; ¢;:S 3 S como el
producto cartesiano de n correspondencias individuales ¢;. Segun la definiciéon, se puede
considerar que un equilibrio de Nash es un punto fijo de esta correspondencia global ¢.
Estoes, s = (54, ..., S,) €s un Equilibrio de Nash si y solo si s € ¢(s), esto es, s es una

mejor respuesta para si mismo.

Si se demuestra que la correspondencia ¢ cumple con las condiciones del

Teorema de Kakutani, se habra demostrado la existencia del Equilibrio de Nash.

Se va a estudiar el concepto de equilibrio de Nash usado por Nash (1950). Sea S;
el conjunto de estrategias del jugador i. Sea u;: []'-; S; = R la funcion de utilidad del

jugador i. Entonces el concepto de equilibrio de Nash es dado por:

Definicion 37. (Equilibrio de Nash). El vector 5 = (54, ..., Sp) € [1i, S; es el equilibrio
de Nash si y solo si paratodo i se cumple u;(s) = maxg,cs, u;(s;,S—;) donde

S_; = (Sl, v Si—1Si+1 ---rSn)
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(Si) E—i) = (Eli L) El'—1' Si) §i+1' L) En)
Para la demostracion de la existencia de equilibrio de Nash es necesario el teorema

del punto fijo de Kakutani para correspondencias debido a Kakutani (1941) que es una

generalizacion del teorema del punto fijo de Brouwer.

Teorema 21. (Teorema del punto fijo de Kakutani). Suponga que S S IR™ es no vacio,
compacto y convexo. Sea ademas ¢:S =3 S es una correspondencia hemicontinua
superior con valores convexos. Entonces, la correspondencia ¢(-) tiene un punto fijo, es

decir, existe un's € S tal que s € ¢(3).

Demostracion. Para la demostracion del teorema de Kakutani para un conjunto S € R™
no vacio, convexo y compacto. En primer lugar, se prueba la existencia de un elemento
s € S. Para este fin, se utiliza las condiciones del teorema y el teorema de punto fijo de
Brouwer. En segundo lugar, se prueba la condicion que debe cumplir dicho elemento: s
es un punto fijo de la correspondencia ¢, esto es, s € @(x). Desarrollando la

demostracion.

(i) Existe un s € S. En efecto, dado un € > 0, como el conjunto S es compacto,
existe una secuencia finita (1;)j=, tal que S c UL, B(4;,¢€) donde B(4;¢€) son bolas
abiertas de R™ para todo i. Tomando para cada i un punto arbitrario y; € ¢(4;), se define
la funcion f:S — S dado por la expresion siguiente f(x) = Y=, a;(x)y; que es una
funcién continua. Usando el teorema del punto fijo de Brouwer, existe s € S tal que s =
f(s) =X, ai(s)y; donde a;(s) # 0. Sea (€,)ney Una secuencia decreciente de
nUmeros reales positivos que convergen a cero. Para cada €, Se asocia un s, que es un
punto fijo de f. Debido que S es compacto, se asume sin pérdida de generalidad que s,, —

s € S. Demostrando asi la existencia de un elemento s € S.
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(i) s es un punto fijo de la correspondencia ¢. En efecto, se prueba por
contradiccion. Suponga que s & ¢(s). Como ¢ es cerrado y de valor convexo, por
teoremaexistenp e R*ya € Rtalquep-s < a <p -z para todo z € ¢(s). Por la
hemicontinuidad superior de ¢ en s, se tiene que paraalgun e > 0, s € B(s,€) lo que
implica @ < p - z para todo z € @(x). Sea la secuencia decreciente de reales positivos
(€n)nen Que converge a cero. Para todo € > 0 existe n; < n tal que ¢, < g también
Se, — S, entonces para cada € > 0 existe n, < n tal que |s,, — 5| < g Haciendo n, =
min{n,, n,} paratodo n > n, se tiene s, = f(se,) = Titq Aie, (Se,)Vie, CON Vie, €
@(se,) Y @ie,(se,) # 0 lo que implica s., € B(s;¢,,€,) N S. Lo que implica |s;. —
S| < [sie,, — Se,| + IS¢, — S| < €p +§ <e€. Luego, s;. € B(s,€) implica a<p-z
para todo z € ¢(s;.,) en particular a« < p - y; . asi paratodo n > n,, se tiene a <p -
Se,,- Tomando limite a la expresion se obtiene a < p - s, lo que contradice la hipotesis de
p s < a.Porlotanto, s € S es un punto fijo de la correspondencia ¢.

Teorema 22. (Existencia del equilibrio de Nash). Sea S; un conjunto compacto y convexo,
S=[I%,;S; Sea u;:S - R una aplicacién continua y cuasicéncava para todo i =
1, ..., n. Entonces existe el equilibrio de Nash.

Primera demostracion. (i) Se define la correspondencia de respuesta Optima individual

@; a cada jugador i la que asigna a cada vector estratégico s = (s;,s_;) €S la

correspondencia de respuesta optima ¢;(s) a la estrategia s_;. Esto es,

@i(s) = {s; € S;:s; es solucion del problema még( u;(sy,s-i)}
RIAA

(i) Se define ahora la correspondencia ¢ que asigna a cada estrategia s =
(51, .,Sp) €S el conjunto de las respuestas Optimas de todos los jugadores. En
consecuencia ¢: S 3 S es la correspondencia tal que
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P(s) = 1(8) X X @pp(s) ={s = (51,...,S,) €ES:5; € S;(s),Vi=1,...,n}
(iii) ¢ es una correspondencia hcs.
(iv) S # @, es compacto y convexo. En efecto, como los conjuntos Sy, ..., S, son

compactos y convexos por la hipotesis, entonces el conjunto S =S; X -+ X S, €s un

conjunto compacto y convexo

(v) u; es continua en S;. En efecto, como u; es una aplicacion continua en el
conjunto S = §; X --- X S, entonces la aplicacion u; es también continua en el conjunto

S;paratodoi =1,...,n.
(vi) u; es cuasicéncava en S;.
(vii) @(s) es convexo.

(viii) Existe s € @(s). En efecto, la correspondencia ¢:S = S cumple con las
hipdtesis del teorema de Kakutani, i.e., ¢ es hcs, el conjunto S # @, S es compacto y
convexo, ¢(s) # @ para todo s y los valores de la correspondencia ¢ son convexas.
Entonces, existe s € ¢(s) que se denomina el equilibrio de Nash para un juego con n

jugadores.
Segunda demostracion. Sea @(s_;) = {s; € S;:u; (s;,5-;) = tg}é(x) u;(t,s_;)}. Se
ilx

demuestra que la correspondencia ¢ es hemicontinua superior y tiene valores convexos.

Afirmacién. Sea u: S X T — R una funcion continua y ¢:S 3 T una correspondencia

hemicontinua inferior y con valores compactos. Sea
e(x) ={y € p(x):u(x,y) = max u(x,z)}
ZEQP(x)
entonces ¢ es hemicontinua superior.

Prueba de la afirmacion. Sea x,, = x,y, = y con y,, € @(x,). Se necesita mostrar que
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y € @(x). Esto es, se necesita mostrar que
Vz € p(x),u(x,z) < u(x,y).

En efecto, como ¢ es hemicontinua inferior, x,, = x y z € @(x) conllevan la existencia

de z,, € ¢(x,,) con z, — z. Por consiguiente,

u(x'l’lk’ xnk) S u(xnk» ynk)-
Luego, por la continuidad de u,
u(x, z) < u(x,y).

Para que @ (p, Y) sea una funcién basta exigir que Y sea estrictamente convexo. Siendo Y
estrictamente convexo por definicion, es facil ver que ¢(p,Y) es una funcion que es

continua asi es una correspondencia hemicontinua superior.

Por la cuasiconcavidad de u; en S;. Entonces,

@(s) = @1(5-1) X = X Pn(5_5)
es hcs y de valores convexos. Ademas, el conjunto S = []iX; S; es convexo y compacto.
Luego por el teorema del punto fijo de Kakutani existe s € S tal que s € ¢(5), i.e., s; €
@;(s_;). Se sigue entonces que s; maximiza u;(t,s_;) parat € S;, i.e., s es el equilibrio

de Nash.
4.1.5 Aplicacion del Equilibrio de Nash en economia

A continuacion se presenta una aplicacion del equilibrio de Nash en economia. Se
trata del modelo de Cournot donde se estudia la interaccidn entre empresas competidoras
donde su interés en la optimizacién son las cantidades de produccién de cada empresa.
En el trabajo de Pérez et al. (2004) se presenta el modelo de Cournot para un duopolio
(dos empresas en el mercado), para el comportamiento de n empresas competidoras, para

un monopolio (una sola empresa en el mercado), para competencia perfecta (infinitas
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empresas pequefias que no tienen poder de variar el precio de mercado) y finalmente para

un caso general en las funciones de demanda y la funcién de costos de las empresas.

El modelo de Cournot estudia la interaccidn que tienen las empresas que compiten
por las cantidades de produccion. En esta seccion se analiza el modelo de Cournot para
un duopolio, es decir, para la interaccion entre dos empresas en el mercado. Asimismo,
se estudia el modelo de Cournot para n empresas donde cada una de las empresas
producen una cantidad homogénea de produccion. Seguidamente se estudia el modelo de
Cournot considerando n = 1 una sola empresa en el mercado, llamado un monopolio y
se hace una comparativa con el modelo de Cournot en competencia perfecta, es decir
cuando se asume que existen una infinidad de empresas en el mercado (n = ) de tal
modo que sus decisiones no son posibles impactar sobre el nivel de precios en la
economia. Finalmente, se estudia el modelo de Cournot para n empresas en el caso
general, es decir, se analiza hip6tesis mas generales sobre las funciones de demanda y de
costos de las empresas. Las funciones de demanda de las empresas son estrictamente
decrecientes y céncavas y las funciones de costos de produccion de las empresas son
crecientes y convexas. Para todos estos andlisis se presenta el equilibrio del mercado

denominado el equilibrio de Nash para el 6ptimo de las cantidades producidas.
Duopolio de Cournot

En el modelo de duopolio de Cournot se considera la existencia de sélo dos
empresas E; y E, en una economa donde cada una de ellas produce una cantidad
homogénea de producto denotado por q; Y q,, respectivamente. La produccion de las
cantidades esta relacionada con una funcion lineal de los costos variables de produccidn.
En el modelo no se consideran los costos fijos, es asi que los costos marginales de
produccion son constantes. En el modelo, se considera que las empresas compiten por las

cantidades g, y g, de produccién, las mismas que se asumen que todas esas cantidades
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son vendidas a un precio determinado. En el modelo se considera una funcion de demanda

inversa y lineal dada por la ecuacion siguiente

_(a—=bQ si bQ<a
P(Q)_{O si bQ=a

donde el parametro b > 0 y la cantidad total de produccién Q viene a ser la suma de las
cantidades de las empresas dadas, i.e., Q =q; + q,. Las funciones de costo de
produccion lineales de las empresas E; y E, se definen como sigue
C1(q1) = cqq
C2(q2) = ¢q
donde ¢ < a (el precio es mayor que el costo). Los beneficios de ambas empresas estan
definidas como la diferencia entre el ingreso total y el costo total del mercado,
71(41,q2) = q1(a — bgqy — bq,) — ¢q1 = q1(a — bqy, — bq; — ¢)
m2(q1,92) = qz2(a — bqy — bqz) — cqz = q2(a — bqy — bq; — ¢)
Luego, este juego tiene 2 jugadores que son las empresas E; y E, cuyo espacio de
estrategias viene dado por S; = S, = [O, %] que corresponde a los niveles de produccion
q1 Y g, de las empresas respectivamente. Si consideramos que las utilidades de las
empresas son iguales a los beneficios, las ecuaciones siguientes sefialan esta igualdad
u1(q1,92) = q1(a — bqy — bg, —¢)
u2(q1,92) = q2(a — bqy — bq; — ¢)
Para el céalculo del equilibrio de Nash se define la respuesta dptima de la empresa E; a

una accion cualquiera de la empresa E,. Se obtiene resolviendo el programa de

maximizacion de la utilidad de la empresa E; con respecto a su cantidad, esto es
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méx u,(41,2) = max[qs(a — bgy — bgz — )]

donde 0 < g, < a/b.

La condicion de primer orden del programa permite determinar la cantidad de equilibrio

de la empresa E;, esto es

o0u, (91, q2) a—c—bq,
a4, a q1 q> —¢C q1 q1 b

La condicién de segundo orden del programa es

0%u,(q4,
1(q; qz2) — _2p <0
dqi

lo que muestra que la cantidad 6ptima de la empresa E; es una cantidad que maximiza el
programa de maximizacion. Asi, la correspondencia de respuesta Optima de la empresa

E; esta dada por la relacién

a—c—bq
R1(Qz)=T2

Realizando un andlisis similar para el jugador E,, se tiene que la respuesta 6ptima de la

empresa E, a una accion cualquiera de E; esta determinada por

a—c—bq
1‘32(611)=T1

El equilibrio de Nash es la mejor respuesta de cada una de las empresas dado las
cantidades de la otra. Si (g7, g5) es el equilibrio de Nash, entonces la cantidad g7 seré la

respuesta dptima a la cantidad q; y viceversa. Por lo tanto se cumple la relacion siguiente

,_a—c—bq; , _a—c—bq
CET 0 BT T

Resolviendo el sistema, tenemos las cantidades optimas de produccion de las empresas

E, y E, respectivamente,
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. *_a—C
q1 = q; = 3b

Estos puntos de equilibrio representan el equilibrio de Nash para el duopolio de Cournot,

§E = {(qI = a3_bc'q5 = a3_b C)}

Reemplazando estos puntos de equilibrio, obtenemos la cantidad total producida en

equilibrio en la economia dada por

*= * *=2
Q"=q1+q; 3b

Asimismo, el precio de equilibrio en la economia viene dado por la relacion lineal

a+ 2c
3

P*=a—-bQ" =

Los beneficios de equilibrio para las empresas E; y E, vienen dado por

* * * * * * (a'_ C)Z
u; =u1(q1,92) = q1(a—bqy —bq; —¢) = ~9p

* * * * * * (a - C)Z
u; =u3(q1,93) = q2(a —bq; — bg; — ¢) = “o9p

Y finalmente, el beneficio total de equilibrio de la economia en el modelo de duopolio

de Cournot es la suma de los beneficios de ambas empresas,

2
a—=c¢
=28
9b
La figura siguiente muestra el equilibrio de Nash como la interseccion de las funciones

de respuesta Optima de ambas empresas respecto de la otra.
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s Ri(q,) = (a — ¢ — bg;)/2b

D*(q}=(a — ¢)/3b, g5=(a — c)/3b)

—
(a — ©)2b)

Ry(q)) = (a — ¢ = bq)12b

q' (a — c)/b o

Figura 6. Equilibrio de Nash en el modelo de duopolio de Cournot (Pérez et al., 2004)
Modelo de Cournot para n empresas

El modelo de Cournot es considerado para una participacion de n empresas
E, ..., E, dentro de la economia. Cada una de ellas compiten en las cantidades de
produccion q,...,q, donde se asume que estas cantidades de produccion son
homogéneas para las empresas y todas estas son vendidas en el mercado. Se asume una

funcién de demanda inversa lineal y decreciente dado por la siguiente expresion:

_(a—bQ si bQ <a
P(Q)_{O si bQ=a

dondeb >0y Q =q; + -+ qn.

El modelo considera una funcién de costos marginales constantes y ausencia de
costos fijos. Las funciones de costo de produccion de las n empresas estan dadas por la
siguiente expresion:

Ci(g))=cq; i=1,..,n

donde ¢ < a (el precio es mayor que el costo).
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Igual al caso del duopolio, se asume las funciones de ganancia o utilidad de las

empresas iguales a los beneficios, esto es
Ui (q1, - qn) = q; - P(Q) — ciq;
= qi[a—b(q1 + -+ qn)] — 4
= qi[a — b(q; + Q-] — ciq;
= qi[a —b(q; + Q) — ¢{]
donde Q_; = q; + -+ qi—1 + Qiz1 + -+ qn

Para el célculo del equilibrio de Nash para el juego de n empresas, tenemos que
la respuesta Optima de una empresa E; a una combinacion de acciones prefijadas g_; =
(91, -+»9i-1,Gi+1, - qn) del resto de empresas, se obtiene resolviendo el siguiente

programa de maximizacion:

n}f}X Wi (q1, ) Qs s Qn) = n}f}X[qi(a —b(q; +Q-1) —¢;)]

donde 0 < q; < a/b. Para hallar los valores dptimos, hacemos uso de la condicion de

primer orden, que es

d i\Yi» -1 0
) @ = b + Q- = )] = = (g + Q) — = by =0

*

a—c—bQ_;
=4 =

2b

. L - . —c—-bQ_; . .
lo que muestra que la cantidad Optima de la empresa i es q; = %DQ‘. Para verificar si

este valor es de maximo, usamos la condicién de condicion de segundo orden, esto es

0%u;(qq4, 0_;
l(qle l) — —Zb < 0
aq;

la segunda derivada es menor que cero, lo que muestra que la cantidad 6ptima maximiza
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la funcion de ganancia. Luego, la correspondencia de respuesta optima de E; viene dada

por la siguiente expresion

a—c—bQ_;
Ri(Q-) =————
para todas las empresas i = 1,...,n. Si consideramos EN = (q3, ..., q;, ---,qn) €S €l
equilibrio de Nash, entonces las cantidades Optimas g; sera respuesta optima a q~; y

viceversa. Por lo tanto

a—c—bQ*, ., _a—c—bQi,

= op o in 2b

Resolviendo el sistema de n ecuaciones, tenemos por simetria que q; = q;, entonces (n —

Dgq; = QZ;. Luego,

,_a—c—bQl; a—-c—bn—1)q;
=" = 2b

S R =1
qi_b(l-]—n)’ t1=1,..,n

por tanto, se tiene que las cantidades optimas de las n empresas es q; = Asi el

a_
b(1+n)’
conjunto de los puntos de equilibrio o equilibrio de Nash para las empresas viene dado

por

SEN—{(*— a—c ., a-—c ., a-—c )}
"\ T @A+ Ty T @+ 0

Al reemplazar estas cantidades de equilibrio en la cantidad total obtenemos la cantidad
producida total en equilibrio, la misma que es la suma de todas las cantidades producidas

por las empresas, esto es

a—«c¢

Q =Q1+"'+Qn=nm
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Reemplazando el equilibrio en la funcion de demanda lineal, obtenemos el nivel de

precios de equilibrio, la cual es igual a

. . a+ nc
PT=a-bQ =n+1

Al reemplazar los valores 6ptimos en la funcion de ganancias, obtenemos los beneficios

de equilibrio, esto es
u; =q;(@a—b(q; + Q%) —c;)

(et

_ (a-0o)?
b+ )2’

Finalmente, sumando todos las funciones de ganancias 6ptimas, obtenemos el beneficio
total de equilibrio, la misma que representa el beneficio dptimo que obtienen las n

empresas en general en la produccion de las cantidades Optimas, esto es

(a—o)’

U*=u{+---+u;=nm

Modelo de Cournot para Monopolio y para Competencia perfecta

Ahora se estudia el modelo de Cournot para dos situaciones extremas que se dan
en una economa. El caso de un monopolio, donde so6lo existe una empresa que provee de
una cantidad de produccion; y el caso de competencia perfecta, donde asumiremos que
existe un numero grande de empresas donde el precio del mercado no puede ser afectado
por las empresas, debido que la cantidad producida por cada una de las empresas es

insignificante sobre la cantidad agregada de la economia.

Iniciando para el caso de un Monopolio. Los supuestos del modelo indican la
existencia de n = 1 empresa E en la economia, la misma que produce una cantidad Q.
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Esta cantidad es vendida en su totalidad en el mercado. La funcién de demanda inversa

es decreciente y lineal y es dada por la funcion siguiente

_(a—bQ si bQ <a
P(Q)_{O si bQ=a

donde b > 0y Q es la cantidad total producida por la empresa monopolista.

Los costos totales de la empresa monopolista estan constituidos sélo por los costos
variables, es decir, se considera la no existencia de costos fijos. De este modo, la funcién

de costo de produccion de la empresa monopolista viene dado por

C(Q) = cQ,

donde ¢ < a (el precio es mayor que el costo). De este modo, los costos marginales de la
empresa son constantes. La funcién de ganancia o de utilidad de la empresa monopolista

se iguala a la de sus beneficios, esta es dada por la expresion siguiente
UQ)=mn(Q)=Q-P(Q)—cQ
=Q(a—bQ) —cQ
=(Q(a—c—bQ)
Para el calculo del equilibrio de Nash se procede como las versiones anteriores

del modelo de Cournot. La respuesta éptima del monopolio E la denotamos por Q* que

maximiza el programa de maximizacion siguiente
max U(Q) = max[Q(a — ¢ = bQ)]
La condicién de primer orden del programa es

v _ 9 bQ)] = b bQ =0
50 =3gl@l@=—c—bQl=a-bo—c-bQ=

a—c¢

==
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Evaluando la condicion de segundo orden, se tiene

0°U(Q) _
a—QZ =-2b<0

que corresponde a la condicion suficiente de maximo, es decir, la cantidad obtenida de
equilibrio Q* = == corresponde a un punto que maximiza el programa de maximizacion
de la utilidad. Reemplazando la cantidad éptima obtenida Q* en la funcion de demanda,

nos permite encontrar el nivel de precios de equilibrio dado por

a+c
P*=a-bQ" = >

Reemplazando en las ganancias del monopolista, obtenemos el beneficio de equilibrio del

monopolio dado por

__ (a-0)?

U*=Q"(a—c—bQ") =az—_,,c[a_c_b(az__bc)]_ 4b

Considerando ahora el caso de competencia perfecta, es decir cuando en el mercado existe
un gran namero de empresas. El supuesto del modelo de Cournot indica que existe
muchas empresas en la economia, la cantidad producida por cada una de ellas es
insignificante a la cantidad agregada, asi el precio del mercado de un determinado bien
no es afectado. Estas infinitas empresas producen una cantidad g; con el precio fijo dado
por le mercado igual a P*, se asume que esta cantidad producida es vendida en su
totalidad. Igual que antes, la funcion de demanda inversa del mercado es decreciente y

lineal y es dada por la siguiente ecuacion

_(a=bQ si bQ<a
P(Q)_{O si  bQ=a

donde b > 0 y Q es la cantidad total producida por las empresas en la economia. Los

costos marginales de cada empresa son constantes y su funcion de costos de produccion
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de cada empresa viene dada por la siguiente expresion
Ci(qi) = ¢iq;
donde ¢ < a (el precio es mayor que el costo). Las funciones de ganancia o utilidad de
las empresas con precios fijos estan dadas por
m;(q) = P*q; — ciq; = (P" — c)q;
El equilibrio de Nash se obtiene resolviendo el siguiente programa de maximizacion

IT}{%X m(q;) = rrzéx[(P* — )]

La condicién de primer orden es

ot (a:
sz*—ci=0=>P*=Ci
aq;

la misma que indica que el equilibrio se da en el nivel de precios P* = c;. Reemplzando
este dptimo, se tiene la cantidad total producida 6ptima en la economia dado por

a—«c¢

Q' =—

Los beneficios de equilibrio son

m;(q:) =0
lo que sefiala que en equilibrio, las empresas en general no maximizan sus beneficios en
competencia perfecta.

Modelo de Cournot para n empresas, caso general

Estudiando el modelo de Cournot para n empresas en el caso general. Las
condiciones del modelo adopta hipdtesis mas generales sobre las funciones de demanda
y de costos de produccion. Igual que antes, se asume la existencia de n empresas

E,...,E,, donde cada una de ellas produce una cantidad homogénea de producto
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q1, ---,qn, Y COMpiten justamente por estas cantidades de produccion, respectivamente.
Ahora, el caso general se considera una funcion de demanda inversa estrictamente

decreciente y concava. La demanda inversa debe cumplir la condicidn siguiente:
P'(Q) <0, P"(Q)<0, VQE€0,Q]
yP(Q) = Oer 2 QO'

El caso general también considera funciones de costos crecientes y convexas de

cada empresa. Estas son dadas por
Ci(q) =0, Ci(q)=0, i=1,..,n

Las funciones de precios P(Q) y de costos de produccion C;(g;) son continuas en
[0, +o0] y sus derivadas C;,(q;) Y P"(Q) son continuas en [0, Q,]. Si consideramos el
vector de cantidades menos el i-ésimo, se tiene q_; = (q1, - Gi—1, Qi+1, - qn) Y Q—i =

Yj=i q;- Usando estas notaciones, tenemos las funciones de ganancia o utilidad dados por

w; (qq, - qn) = (g1, 9-) = q; - P(Q) — Ci(q;) = q;P(q; + Q-;) — Ci(qy)

Asumimos que cada una de estas funciones u; es estrictamente concava en la region

A={(q1,q,) ER":q; > O'Z q;j < Qo}
j

con respecto a la variable g; debido a

aZu(q’q_) 17} 7
o = WP (@ +2P'(Q) ~ Cinlq) <0
2

Para el calculo del Equilibrio de Nash, se tiene la respuesta 6ptima de una empresa E; a
una combinacion de acciones prefijadas q_; = (q1, -, 9i—1, Gi+1, ---»qn) del resto de

empresas, se obtiene resolviendo el programa de maximizacion siguiente

rrg’ax Ui (G s Qis s Gn) = n{}éX[qz -P(Q) — Ci(g1)]

1
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La condicion de primer orden del programa permite encontrar los valores éptimos de

produccion de las empresas, esto es

%qq) = qiP'(Q) + P(Q) - Cu(q) = 0

La condicion de segundo orden es

0*u;i(q:,q-) . ,
9z = 4P (@ +2P'(Q) = Cunla) <0
2

condicion suficiente de méaximo. Asi (q3, ---, q;, ---, qn) €S €l equilibrio de Nash si cumple
las condiciones. En general, dichas soluciones son interiores y podemos decir que
(91, -, 4q;, -, qn) €s un equilibrio de Nash si cumple las n condiciones de primer orden,

luego
q; =Ri(QL), i=1,..,n

siendo R;(QZ;) son las funciones de respuesta dptima para cada uno de los jugadores. La
figura siguiente muestra el equilibrio de Nash para un modelo de Cournot en el caso

general.

u g P q_; = (1 s Gim1> §iz1> - 4,) fijo, tal que
O i=q++q 1 +gt+t+q,<0

PO+0 )T - XK 4 P02
\

———_—————

C) - lft = = == = = - N
(0) 7 | ,
y 4 i -
/ v P
A/ Clq) R(Q-) Q-0 g

_\ P_____—______———P |
uld;, q-;) !

Figura 7. Equilibrio de Nash para un modelo de Cournot general (Pérez et al., 2004)
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4.2 DISCUSIONES

La topologia de correspondencias (o0 set-values) tuvo su desarrollo en la década
de los sesenta en los trabajos de Aumann (1965), Banks & Jacobs (1970), Bridgland
(1970), Debreu (1967), Hermes (1968), Hukuhara (1967) y Jacobs (1969) quienes
desarrollaron la teoria matematica de la topologia considerando las multifunciones y
posteriormente sefialan aplicaciones en diversas ramas de las ciencias matematicas. En
este trabajo se estudia la teoria topoldgica de correspondencias para la determinacion del

equilibrio de Nash en la teoria de juegos econdmicos (Nash, 1950).

Para el desarrollo de la investigacion se realiz6 una exposicion de los principales
conceptos de espacios métricos y espacios topolédgicos para los conjuntos. Posteriormente
se hizo una exposicién de la topologia de correspondencias que estudia a las
correspondencias punto a conjunto. Este estudio permite la demostracion del teorema del
punto fijo de Kakutani, la misma que bajo ciertas condiciones permite la demostracion de
la existencia del equilibrio de Nash que se encuentra presente en el documento. Esta
investigacién tomo como base al trabajo de Accinelli (2007) quien presenta de forma
ordenada y rapida la teoria que respalda la existencia del equilibrio de Nash y presenta
una breve demostracion del equilibrio. Similar resultado se encontr6 en el trabajo de
Campos (2008) para la teoria de correspondencias en el equilibrio de Nash y Torres-
Martinez (2012) que estudia el equilibrio de Nash y aplicaciones en el modelo de Cournot.
Resultados similares con aplicaciones a juegos presenta el trabajo de Vohra (2004) que
presenta teoremas de punto fijo de correspondencias y aplicaciones en lattices y juegos
supermodulares. Respecto a los puntos fijos una presentacion resumida se encontré en el
trabajo de Border (1985) para aplicaciones en economia y finalmente en el trabajo de
Araujo (2011) se da una presentacién de los juegos minimax y aplicaciones en la teoria
economica.

77

repositorio.unap.edu.pe

No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

V. CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente trabajo de investigacion son las siguientes:

PRIMERO. Se estudid la teoria topoldgica de correspondencias la misma que se formula
a partir de la teoria de espacios topologicos ampliada para multifunciones, esto es, las
definiciones de convexidad, la compacidad y el importante concepto de continuidad son

ampliadas para una estructura de correspondencias o multifunciones punto-conjunto.

SEGUNDO. Se demostro el teorema de punto fijo de Kakutani para correspondencias la
misma que es una generalizacion del famoso teorema de punto fijo de Brouwer. El
teorema de Kakutani se desarrolla en las correspondencias punto conjunto. Para la
demostracion del teorema de Kakutani se hace uso de la definicion de topologia de

correspondencias y del teorema de punto fijo de Brouwer.

TERCERO. Se demostré el teorema de existencia del Equilibrio de Nash utilizando las
condiciones del teorema de Kakutani para correspondencias. En el desarrollo de la
demostracion se utilizd las definiciones de hemicontinuidad superior, hemicontinuidad
inferior, convexidad y concavidad para la definicion de las correspondencias punto-

conjunto.
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V1. RECOMENDACIONES

Las recomendaciones del presente trabajo de investigacion son las siguientes:

PRIMERO. En este estudio se aplico la teoria de correspondencias en el estudio de la
Teoria de Juegos para los denominados: juegos estaticos no-cooperativos con
informacidn completa para n jugadores, donde para este caso, el equilibrio se denomina
el equilibrio de Nash. Se recomienda estudiar el equilibrio de Nash para juegos dindmicos

con informacién incompleta no-cooperativos para n jugadores.

SEGUNDO. Se recomienda ampliar el estudio de correspondencias, por ejemplo

utilizando el concepto de medida de correspondencias e integral de correspondencias.

TERCERO. Se recomienda estudiar aplicaciones del equilibrio de Nash para modelos
econdémicos donde se incorpora incertidumbre. Asi por ejemplo para modelos financieros,
de subastas y en modelos de riesgos. Ademas aplicar el concepto de equilibrio de Nash

para modelos de equilibrio general usando las definiciones de correspondencias.
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