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RESUMEN

En este trabajo de investigacion, se analiz6 las soluciones analiticas con derivada de Capu-
to y Caputo-Fabrizio en el modelo circuito eléctrico RC de orden entero al orden fraccio-
naria, con el objetivo de analizar y simular el modelo circuito eléctrico RC mediante
ecuaciones de orden fraccionaria, por lo que se analiz6 el modelo circuito eléctrico RC
por diferentes métodos de solucidén de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario y se
realiz6 la simulacién del modelo circuito eléctrico RC usando software Wolfram Mathe-
matica 10.4. La metodologia de esta investigacion se enmarca en el descriptivo-deductivo.
Para el modelamiento se utiliz6 las leyes fisicas y transicién del operador derivado ordi-
nario al operador fraccionario, luego para la solucién analitica se analizé por medio de
la funcién especial de Mittag-Leffler, transformada de Laplace y las inversas de algu-
nas funciones. Finalmente para la simulaciéon de una fuente constante y fuente peridédica
del modelo circuito eléctrico RC de orden fraccionario, se utilizé el software Wolfram
Mathematica 10.4. El resultado més relevante es que se establecié una analogia entre las
ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones diferenciales fraccionarias mediante
derivadas fraccionarias de Caputo y Caputo-Fabrizio. La cual permiti6 analizar el com-

portamiento del circuito eléctricos RC.

Palabras clave: Derivada Fraccionaria, Ecuaciones Diferenciales de orden fraccionaria,

Circuito eléctrico (RC).
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ABSTRACT

In this research work, the analytical solutions with Caputo and Caputo-Fabrizio derivative
in the RC electric circuit model from integer order to fractional order were analyzed,
with the objective of analyzing and simulating the RC electric circuit model by means
of fractional order equations, so the RC electric circuit model was analyzed by different
methods of solution of fractional order differential equations and the simulation of the
RC electric circuit model was performed using Wolfram Mathematica 10.4 software. The
methodology of this research is framed in the descriptive-deductive. For the modeling
we used the physical laws and transition from the ordinary derivative operator to the
fractional operator, then for the analytical solution we analyzed by means of the special
Mittag-Leffler function, Laplace transform and the inverses of some functions. Finally, for
the simulation of a constant source and periodic source of the RC electric circuit model
of fractional order, the Wolfram Mathematica 10.4 software was used. The most relevant
result is that an analogy was established between the ordinary differential equations and
the fractional differential equations by means of Caputo and Caputo-Fabrizio fractional

derivatives. This allowed to analyze the behavior of the RC electric circuit.

Keywords: Fractional Derivative, Differential Equations of fractional order, Electric

Circuit (RC).
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CAPITULO I
INTRODUCCION
1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.1 Descripcion del problema

Asi como el calculo diferencial; el cadlculo de orden fraccionaria tiene el

estudio tan antiguo. Desde los los afios 1695 Leibniz y L’Hospital, ya tenian la

df(=z).
dzn 2

inquietud de darle nombre a la media derivada de una funcion, es decir:
para n = 1/2. Posteriormente Riemann-Liouville, Cayley y entre otros grandes
matematicos dieron aportes muy importantes al desarrollo del Célculo de orden
fraccionaria. Desde el primer congreso que se llevo a cabo en la década de los
70 el célculo de orden fraccionaria ha experimentado avances considerables en el
area de la matemadtica pura y aplicada en ingenieria, fisica, quimica entre otros;

en la actualidad existen investigadores en esta drea de estudio [8,9, 13, 19].

Muchos investigadores estdn interesados en este nuevo campo del cono-
cimiento con una inquietud de resolver las interrogantes de,;coOmo caracterizar
una derivada de orden fraccionaria?, ;cudl es su importancia y en que momentos
usar? [35], pero son pocos los trabajos relacionados en el modelamiento y anélisis

basados en ecuaciones diferenciales fraccionarias [4,32,33].

La importancia del cdlculo de orden fraccionaria en los articulos [12,28] es
mads notorio, especialmente en el afin de modelar problemas fisicos que requiere
de una modelizacién matemadtica y obtener resultados precisos [8]; solucion

factible a los problemas més complejos. Entre las ecuaciones fundamentales de

12
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circuitos eléctricos, se encuentra la ecuacidén del circuito eléctrico RC (2.47),
cuya solucién se encuentra en ecuaciones diferenciales, para modelamiento se
utiliza las leyes fisicas y transicion del operador derivado ordinario al operador
fraccionario, ahora surge una interrogante ;Serd posible analizar y simular el

modelo circuito eléctrico RC usando las ecuaciones diferenciales fraccionarias?

En consecuencia, en esta investigacion; desde el anélisis tedrico hasta la
modelizacion las ecuaciones diferenciales fraccionarias toma un rol muy impor-
tante y proporciona un andlisis mediante las derivadas fraccionarias de Caputo y
Caputo-Fabrizio del modelo circuito eléctrico RC de orden fraccionaria para dar

una solucioén factible [19].

Para simular el comportamiento del andlisis se hizo en el programa Mathe-
matica 10.4, que es una herramienta computacional de libre acceso en su platafor-
ma digital para el drea de matemdtica, ingenieria y cominmente usado para la

simulacidn.

1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA

(Seré posible analizar y simular el modelo circuito eléctrico RC usando las ecua-

ciones diferenciales fraccionarias?

1.3 HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

1.3.1 Hipétesis general

Con el uso de las ecuaciones diferenciales de orden fraccionaria es factible

analizar y simular el modelo circuito eléctrico (RC)

13
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1.3.2 Hipétesis especificos

Las ecuaciones diferenciales de orden fraccionaria es una herramienta fun-

damental para modelar y resolver el modelo circuito eléctrico RC.

Es posible simular el modelo circuito eléctrico RC usando el Software

Wolfram Mathematica 10.4.

14  JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

En la actualidad las ecuaciones diferenciales y el calculo de orden fraccionaria
tiene un papel muy importante en la matemadtica pura y aplicada; principalmente en
el area de fisica, pues esta permite generalizar muchos conceptos de las ecuaciones
diferenciales y ampliar el estudio. El anélisis de los circuitos eléctricos RC se encuentran
en una amplia variedad de dispositivos electrénicos, desde circuitos integrados hasta
sistemas de control y comunicaciones. Tradicionalmente, estos circuitos se han modelado
y analizado utilizando ecuaciones diferenciales, basadas en las leyes de Kirchhoff y la
ley de Ohm. La simulacién de circuitos eléctricos son esenciales para comprender el
comportamiento de sistemas eléctricos en diversas aplicaciones. Estos comportamientos
a menudo no pueden ser interpretados completamente por las ecuaciones diferenciales;
en este contexto, las ecuaciones diferenciales de orden fraccionaria surgen como una
herramienta muy importante para modelar el comportamiento de voltaje del capacitor en
funcién del tiempo del circuito eléctrico RC de orden fraccionaria complejo y dindmico;
asi como es el caso del presente trabajo de investigacion, que analiza y luego simula la
ecuacion diferencial de orden fraccionaria del circuito eléctrico RC, interpreta grafica-

mente los resultados obtenidos que son esenciales para la descripcién y comprension.
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repositorio.unap.edu.pe
de citar adecuadamente esta tesis




. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

El cdlculo de orden fraccionaria muestra estudios mucho maés precisos y generales;

es por tal razén que se espera aplicaciones a otras ramas del conocimiento.
1.5 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1 Objetivo general

Analizar y simular el modelo circuito eléctrico RC mediante Ecuaciones

diferenciales de Orden Fraccionaria.
1.5.2 Objetivos especificos

Analizar el modelo circuito eléctrico RC por diferentes métodos de ecua-

ciones diferenciales de orden fraccionaria.

Simular el modelo circuito eléctrico RC usando software Wolfram Mathe-

matica 10.4.
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CAPITULO I1
REVISION DE LITERATURA
2.1 ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACI()N

Se utilizaron como modelo los siguientes trabajos de investigacion:

° HERRERA, MARIEL FERNANDA GARCIA, 2017. Ecuaciones diferenciales

fraccionarias y sus aplicaciones a la ingenieria, Universidad de Guanajuato.

El propésito fundamental de este trabajo es resolver el circuito eléctrico RC bajo
estas cuatro diferentes definiciones: Caputo, Caputo-Fabrizio, Atangana-Baleanu
y el enfoque de la derivada Confortable. Para orden de derivacién igual a la
unidad las ecuaciones resultantes es preciso el resultado mientras para orden

fraccionaria recomienda analizar experimentalmente.

° LOPEZ, ALEXIS TADEO SILVAN Y GARCIA, JUAN ROSALES, 2016. El

Circuito Eléctrico RC de Orden Arbitrario, volumen 2, J6venes en la Ciencia.

El principal objetivo de este Articulo es crear un modelo tedrico mas preciso
del circuito eléctrico RC, analiz6é este comportamiento del modelo utilizando
las definiciones de derivadas fraccionarias de Caputo y Caputo-Fabrizio. En los
resultados muestra que la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio implica la

forma mads correcta de usar para los resultados precisos.

° VELASQUEZ AYMA, ALVARO, 2019. Modelos matemadticos del Movimiento
de un Proyectil Mediante la Existencia de las Ecuaciones Diferenciales Fraccio-

narias no Lineal, Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco.

Este Tesis de Maestria tiene por objetivo. Encontrar condiciones de existencia de
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una ecuacion diferencial fraccionaria no lineal y formular modelos matemaéticos.
En el andlisis llega a una condicién necesaria y suficiente para la existencia,

donde f continua y acotada en un conjunto cerrado.

° LOPEZ MAMANI, MARIO, 2019. Ecuacién de Calor y de Onda Mediante una
Ecuacién Diferencial de Orden Fraccional, Universidad Nacional de San Antonio

Abad del Cusco.

Este Tesis de Maestria tiene por objetivo. Establecer una relacién entre las
ecuaciones de calor y de onda estandar y luego generalizar usando las ecuaciones
de orden fraccionaria y encontrar la solucidn, en los resultados establece la
relacion y luego generaliza, finalmente por medio de dos teoremas de solucion
de la ecuacién diferencial parcial de orden fraccional para una funcién f y
funciones f, g; llega al objetivo propuesto, para lo cual empled las derivadas de
Riemann-Liouville, de hecho usando su transformadas de Laplace y Fourier en

términos de la funcion Mittag-Leffler.

° INGA YOVERA, FABIAN, 2019. Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias

Lineales con Coeficientes Constantes, Universidad Nacional de Piura.

Este Tesis tiene por objetivo. Resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias li-
neales con coeficientes constantes, utilizé las Transformadas de Laplace, las fun-
cién especial de Mittag-Leffler de uno y dos parametros asi logrando el objetivo

trazado.

° LIN, DA and LIAO, XIAOZHONG and DONG, LEI and YANG, RUOCEN and
SAMSON, S YU and IU, HERBERT HO-CHING and FERNANDO, TYRONE

and LI, ZHEN, 2021. Experimental Study of Fractional-Order RC Circuit Model
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Using the Caputo and Caputo-Fabrizio Derivatives, volume 68, IEEE Transactions

on Circuits and Systems I: Regular Papers.

El principal aporte de este Articulo es construir el modelo circuito eléctrico RC
de orden fraccionaria y a su vez dar soluciones analiticas basados en las derivadas
de Caputo y Caputo-Fabrizio para fuente contante y periddica para una funcién

voltaje del capacitor.

Al hacer una biisqueda general de las tesis e informes archivados en el repositorio
de la Universidad Nacional del Altiplano; no se encontraron antecedentes del presente

trabajo de investigacion que estén relacionados con el tema de estudio.
2.2 MARCO TEORICO

Antes de mencionar el concepto de Calculo de orden Fraccionaria, es necesario

abordar conceptos previos.
2.2.1 Espacio de Funciones.

Se define espacios de funciones en donde las ecuaciones diferenciales sean

bien definidas.

Definicion 2.1. Sea ) = [a, b] un dominio en R [13, 33].

Lyla,b] = {f : [a,b] — R; es medible sobre [a,b] y [|f(z)[Pdz < oo}.
C(Q) ={f:[a,b] — R/f es continua }.

C(Q) = Cla, bl = Cyla, b.

CH(Q) = {f : [a,b] — R/f es k veces continuamente diferenciable }.
C>(Q2) = {f : [a,b] — R/ [ es infinitamente diferenciable }.

AC[a,b] = {f : [a,b] — R; la funcion f es absolutamente continua }.

18
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Observacion 2.1. Donde: L,|a, b], p € [1, oo] espacio de Lebesgue.
2.2.2 Funcién Gamma.

Definicion 2.2. Para todo niimero positivo x se define la funcion gamma de la
siguiente forma [4]:

['(x) = / h et dt .1)
0

Propiedades
a) ') =1.
b) Mz +1)=al'(z), 2 > 0.

c) I'(n+1) =n!, siendon € N.

a) I'(l)=1
Demostracién
ra) = / e~tdt
0
Ve —tib
= Jim el
=1 [ |

b) Iz+1)==zl'(z),z>0.
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Demostracion

00 u=1t" = du = zt"'dt
Fz+1) = / t"e”*dt  por partes
0

dv=e'dt =>v=—e""!
oo
= —te |+ x/ t"te~tdt
0
= lim —t"e|} —l—x/ tle tdt
b—o0 0

= zal(x) |

¢) I'(n+1)=nl, siendon € N.

Demostracion

Por la propiedad de la parte b de esta demostracién y que I'(1) = 1, se

tiene.
r@2) = I(1+1)=11(1) =1
I'(3) = T2+1)=2T(2)=1-2=2
T(4) = T(3+1)=3T1(3)=1-2-3=23
Se tiene por hipétesis de induccién I'(k + 1) = k! paran = k + 1:
Fr(k+1)+1) = (+1)I'(k+1)!
= (k+ 1)k!
F(k+1D)+1) = (k+1) |
2.2.3 Funcion Beta.

Definicion 2.3. Sea 3 : Rt x R™ — R La funcién Beta estd definida por:

1
B(x,y) = / t" (1 — t)vtdt; para x,y>0. (2.2)
0
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Para determinar el vinculo entre las funciones gamma y beta se tienen en

cuenta las siguientes propiedades [33]:

Propiedades
a) Paraz > 0y y > 0 se tiene.
Bla,y) = % (2.3)
b) Six > 0,y > 0 entonces.
Ale,y) = Bly,x) (2.4)
c) Sim<zx<m+1l,conz=a+my0 < a< 1, entonces.
M@)I(1-2) = — (2.5)
sen(mx)
d) Si 2z ¢ Z, , entonces.
[(z)D(x + 1) = 2170 (22)/7 (2.6)

2

Las demostraciones de las propiedades 2.3, 2.4 se encuentran en el [7], la

parte 2.5 y 2.6 se encuentra en [25].
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2.2.4 Funcion de Mittag-Leffler.

1. Funcion de Mittag-Leffler de un parametro o.

Definicion 2.4. Sea z de una sola variable (real o compleja) y o es un
solo parametro (real positivo, o en la mitad derecha del plano complejo),

La funcion Mittag-Leffler para un pardametro se define [18]:

Zr oy (Be(@) > 0) 2.7)
k=0
2. Funcion de Mittag-Leffler de dos parametros o, (3.

Definicion 2.5. Una generalizacion para dos pardmetros se define como
sigue, donde nuevamente z es una sola variable y o, 3 son dos pardmetros

(en o sigue las mismas restricciones de la definicion 2.4, sin restricciones
en3)[18]:

-3 e o

k=0

Observacion 2.2. a) Si 8 =1, entonces E,1(z) = Eq(2).

b) Si o = 8 = 1, entonces se obtiene la funcién exponencial.
Demostracién
El,l(z) = ez
E = _—
wE = ) T(k+1)
k=0
B (N
= (k)
e ez .
22
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c) La suma de una progresion geométrica decreciente se obtiene

cuando v = 0,3 = 1.

EO,l(Z) = i
Demostracién
B =Y o T+ D=n
k=0

—T0+1)=0=1
E()’l(Z) = sz
k=0
= 142" +22+2% 4+

1

d) Sia =2, =1, se obtiene el cosh(+/z).

Fy1(2) = cosh(y/z)

Demostracion

Pale) = 2t

Ey1(2) = cosh(v/z) |
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2.2.5 Derivada iterada.

Sea f(x) una funcién real y se aplica n-derivadas [27].

Paran = 0.
D' () = @) = (@) = £12)
Cuando n = 1.
D) = ) = L) = 0@ = £ )
Paran = 2.
D*/(a) = DID()) = 15 [ 110)] = 153 510) = 120

Para n-derivadas se tiene.

D) = DD D1 = g | )| = s = 10

N~
n—uveces

/

2.2.6 La Integral iterada. 2.9)

Una integral iterada es una integral evaluada multiples veces sobre la mis-
ma variable (en contraste con una integral multiple, que consiste en un nimero de

integrales evaluadas con respecto a diferentes variables) [27].

Definicion 2.6. Sea f(z), para x > 0, se define la integral indefinida de f entre

0, z), y se denota por: I f(x) 6 D7' f(x) [33], por lo tanto:

oIl = DV f() = (s / 0 (2.10)

Desde n = 2 se generaliza aplicando el operador integral.

ol; =D f(z) = o} f(x)
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Por otra parte 2.10 se escribe como:

olag(v) = /Omg(ﬂh)dxl

Cuando se considera g(x1) como oI, g(z), ocurre lo siguiente.

oata) = [ " gan)da,

= /O ’ /O " r)dida

Otra vez usando la notacion 2.10, se tiene.

olzg9(x) = ol (olof(x)) =0 [f;f(x)

1@ = [ [ o,

Al hacer un cambio de variable en el dominio de integracién se tiene.

D1 = {(t,xl)/0<t<x1A0<x1<x}

Dy = {(z1,t)/t <1 <xAN0<t<a}

En consecuencia se tiene.

o2 f(z) = / / F(t)ddt
_ / (1) / dydt
— [ 10 - o

ol = D2 f(x) = oL f(x) = o LZ[o Lo f ()]

Paran = 3.

Sabemos que.

0[2 = 0]2 / / f dl?ldt

25

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

ol =D f(z) = oL}f(x)

el
_ /O UO UO f(t)dt] d@} dz,

Ahora tendremos una integral iterada de tercer orden.

ol f(z) = /0 ) /0 N /t N F(t)dwsdtdr,
- [ [ s - nara
- [ /xf(t)(fvl—t)dxldt
= / o) xl e at
— 5 | oz

luego para n-integrales iteradas, se tiene.

ol f(x) (x —t)" tdt (2.11)

Mas conocido como formula de Cauchy para todo n-natural para integrales

iteradas.

Proposicién 2.1. [ley de exponentes] Para f € Ly(a,b) se verifica que

I°I° f(x) = I°"P f(2); o, B € RT (2.12)

La demostracion de la proposicién 2.1 se encuentra en [22].
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2.2.7 Derivada Fraccionaria.

d
En [29], mencionan D = e como el operador derivada, y para n-natural;
x
D" f(x) la derivada n-ésima. Si n ¢ Z* entonces se plantea D™, también se

definen D® como la derivada fraccionaria de o € RT.

Se tiene @ € RT y n el entero més pequefio mayor que a; sea v = n — a,
entonces 0 < v < 1, donde D se define la derivada fraccionaria de la funcién

f(z) de orden c.

Para o = n — v ocurre.
oDg f(z) = D" f(z) = D"[D"f(z)], x>0

Para una funcién de tipo f(z) = z*, la derivada fraccionaria se tiene

Dzt = DDV a*]
Definicion 2.7. Para o € RY, n € Z* /n — 1 < a < n,la derivada fraccionaria
de Riemann-Liouville de la funcion f(x) de orden « se define [13].

1 ar

REDS f(x) = T(n —a) "

/ x(g; — )" () dt (2.13)

2.2.8 Transformada de Laplace.

Definicion 2.8. Para una funcién f(t) la transformada de Laplace estd definida

por L{f(t)}, donde.

LMY = /0 T e ()t (2.14)
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En general, denotaremos la transformacion por F(s) = L{f(t)}. Supo-
nemos que en (2.14) la funcion f(t) estd definida para todo t positivo t € (0, c0),
s es real y, lo mds importante, que la integral es convergente. Una condicion ne-

cesaria para la convergencia se detalla en [2].

Definicion 2.9. Sea f : [a,b] — R una funcion, se dice que f es continua por
tramos o seccionalmente continua en el intervalo [a, b, si es posible particionar
el intervalo en un niimero finito de subintérvalos de tal manera que la funcion sea

continua en cada uno de ellos, pero no necesariamente en sus extremos [21].

Definicion 2.10. Sea f de orden exponencial ¢, cuando t — oo, existen cons-

tantes positivos ¢, M y T tales que [31]:

le ™ f(t) < M 6 |f(t)] < Me® Vt>T (2.15)

Teorema 2.1. Sea f seccionalmente continua en cada intervalo finito para t €
[0, T'] de orden exponencial y para t > T existe transformada de Laplace F'(s),

Vs > c[21].

La siguiente tabla 1 presenta la transformada de Laplace de las funciones

mas usuales en la investigacion.

Tabla 1

Tabla de la transformada de Laplace.

Q) LAf()}

1 %,s >0

t S%,s >0
e —,5>0
senéat) 32_|1_a275 ~ 0
cos(at) ia7, 5 >0
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2.2.9 Propiedades de la Transformada de Laplace.

1. Propiedad de la Linealidad.
Sea ¢1 y ¢ las constantes con L{f1(t)} = Fi(s); L{f2(t)} = Fu(s),

entonces su transformada de:

,C {lel(t) + Cgfg(t)} = ClFl(S) + CQFZ(S) (216)

Demostracion

LAci- filt) +ea- fat)} = /000(01 - fi(t) + ¢ - fo(t))e™*"dt, por (2.14)

= a / fi(t)e ' dt +c, / fo(t)e *tdt
0 0

Fi(s) Fs(s)
= ClFl(S) + CQFQ(S) [ |

2. Transformada de Laplace de la derivada de primer orden.

Teorema 2.2. Si L{f(t)} = F(s), entonces.
c{rm} = sc{r®y-fo)

L{f(t)} = sF(s) = f(0) (2.17)

Donde [ es continua para t € [0, N], de orden exponencial parat > Ny

[ seccionalmente continua para t € [0, N] [24].
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Cif()y = / et (e

= lim [ e ®f (t)dt

P—oo 0 .,

= Jm {[e™"f()g +s /O et f(t)dt}
P

= lm {e " f(P) ~ J(0) + 5 / et (1)t}
— = —st dt — 0

s [ o
= sF(s) = f(0) ]

Parat — oo, f es de orden exponencial, de tal forma Plgn e P f(P) =0,

paras > N.
3. Transformada de Laplace de la Derivada de Orden n

Teorema 2.3. Sea f(t) y sus derivadas f (), f" (t), f" (t),---, f"7 (t)
funciones continuas parat > 0, que satisfacen (2.15), para ciertos valores
de cy M y sea la derivada ™ (t) sobre cualquier intervalo finito para
t > 0. Entonces la transformada de Laplace de f™(t) existe cuando

s > cyesdada por [24] :

L{fM#)} =s"F(s)—s"" f(0)=s"2f (0)— - -—sf"2(0)—s"f*1(0)

(2.18)
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Demostracion

c{rowy = ey
= sL{[f"V®)]} - f7(0), por 2.17.
= sc{lf" 2w} - o)
= sls L{I/O2 0]} - 0] - £170)
= S L{ION) - s 720) = FH0)

Continuando el proceso hasta llegar a las derivadas del menor orden.

L{Omy = 2L {0} - = s 70 = S7H0)
= s L{[f O — £ 0] = -
sf772(0) = 54 (0)

’

= " {sF(s) = f(0)} — - — sf"7(0) = s°f"7(0)

= s"F(s) =" f(0) = s" 2 (0) = —

sf"72(0) = s"f"7H(0)

|
4. Propiedad de la Transformadas de Laplace de la Integral.
Si L{f(t)} = F(s), entonces.
t
F
L {/ f(u)du} - is) (2.19)
0

Demostracion

Sea H(t) = [y f(u)du, entonces H'(t) = F(t) y H(0) =0
Aplicando la Transformada de Laplace H'(t) usando la condicién H (0) =

0.
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L{H'(1)} = sL{H(t)} — H(0)

L{H'(t)} = sL{H(1)}

cey = ST
camy = T
Observacion 2.3.
Ly = @ 60 (2.20)

2.2.10 Convolucion de Funciones.

Sea las funciones f, g : [0, +00) — R seccionalmente continuas de orden
exponencial con sus respectivas Transformadas de Laplace en pardmetro s: dadas
por L{f(t)} = F(s)y L{g(t)} = G(s). Se dice que (f * g)(t) es la convolucién

de fy gsiy solo si:

(f * g)(t /f gt —1)d 2.21)

Su Transformada de Laplace esta dado por [7]:

LASxg)®)) = L{FO)}-L{g(1)}
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2.2.11 Transformada de Laplace de la Funcion Mittag-Leffler.

La Transformada de Laplace de la funcién Mittag Leffler (2.7) y la primera

derivada con respecto a ¢ son [30]:

a—1

LA{E.(\%)} = SZ — (2.22)
A\

L{EL ()} = = (2.23)

Proposicioén 2.2. Dados s, o, f € C, Re(a) > 0, Re(3) > 0, se cumple para
todot >0, Re(\) > 1[13].
@B

LAt E, 5(M*)} = Y (2.24)

Demostraciéon

> )\ta)k P o (Atayc
Pl (— = i ~tsyh-l ———dt
E{ kz:;r(a/wrﬁ)} P Jy € ;r(ak+5)
- i A lim : e stP— ek gy
PR F(Oz/{: + ﬁ) P—oo /g
k

A B+ak—1
['(ak + ﬁ)£ U

I
8 T[™]e

AF 'k
= Z ok + ), por la observacién 2.3
~T(ak+5)

SB+C¥]€
k=0
I o= A,
= 526
k=0
1 1 A
- S_ﬁl_—i7 51,|S—a|<1
Sa
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1
o sBse — )\

CIBE (o) = m

{ ,,3( )} s — \

2.2.12 Derivada fraccionaria de Caputo.

Cuando se intenta crear representaciones matemadticas de fenémenos fisi-
cos reales utilizando ecuaciones diferenciales fraccionarias, surge un desafio rela-
cionado con las condiciones iniciales de orden fraccionaria, las cuales aun carecen

de una interpretacion fisica clara.

El operador diferencial de Caputo resuelve este problema al revertir el or-
den de derivacion establecido por la definicién de Riemann-Liouville. Esto implica
que las condiciones iniciales se expresan en términos de derivadas de orden en-
tero, representando asi un avance significativo en la investigacion de fendmenos

fisicos.

Definicion 2.11. La derivada fraccionaria de Caputo de orden o > 0 de f se

define como [28]:

CD (o) = "D a) = g [ o= 0 0 > o

(2.25)

Donde n = [a] + 1 € N, esto es, n es la parte entera de o mds uno.

A diferencia de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, que implica
una integracion seguida de una derivacion, la derivada de Caputo sigue un proceso

inverso: primero se realiza la derivacion y luego se lleva a cabo la integracion.

34
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Eso implica que f(t) sea integrable y f € (AC)"[a, b] lo cual es una con-

dicion suficiente para la derivada fraccionaria de Caputo de cualquier orden .

La derivada fraccionaria de Caputo satisface las siguientes igualdades para

¢y, o € R[15]:
SDgler - f(x) +eo- g(a)] = af Dg f(2)] + e[ Dg()] (2.26)

Demostracién

Usando la ecuacion 2.25, se tiene.

e Diler- f(@) + e gx)] = I"°D"[erf(2) + c2g(x)]
Cldn ngn
O f (o) + o g())da

C1 ‘ g d”
= m/a (z—t)" " %f(t)dt

C2 ¢ n—a—1 dn
_— —t —g(t)dt
s o et

— ITL—CY [

por la igualdad 2.11.

= [CD%f(2)] + 2l Do (x)] u

Proposicion 2.3. Sean o ¢ N (Re(a) > 0), n = [Re(a)] + 1y f € Li(a,b)
funcion tal que existe la derivada fraccionaria de Caputo ¢ D% f(x) y Riemann-

Liouville ,D? f(z), entonces se verifica [15, 28]:

n—1
CD2 f(x) =, D2 f(z (z—a)" (z>a) (27
kX_; Ik + 1 —a)
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Especialmente cuando se trata de 6rdenes de derivacion fraccionarias, las
derivadas de Caputo y Riemann-Liouville serdn idénticas si se cumple cierta con-
dicién.

fla)=f'(a)=--=f""a)=0 (2.28)

La demostracion de la proposicién 2.3 se encuentra en [17].

Definicion 2.12. Sean k, o € R*, n € Ntal que n < o < n+ 1, una funcion f €
(AC)"[a, b], el espacio de funciones que tienen enésimas derivadas absolutamente
continuas, entonces, la k-derivada fraccionaria alternativa de Caputo de [ de

orden « esta dado por [34].

k.n—l x o
CDRf(x) = k(I f™) (x) = m/a (x—t) % “Lf(t)dt (2.29)

Cuando k — 1, entonces ¢ D¢ f(z) —¢ D f(x) se recupera la cldsica

derivada de Caputo.

Proposicion 2.4. Sean [ € Li(a,b), o, 8,k € R, n e N/n < a<n-+1y

Re(a) > 0 entonces si f(x) € (AC)"[a,b] 6 f € C"[a, ], se tiene [33, 34].

—_

n—

IR (G DEf) () = flx) =

(z —a)"

m!

f"(a) (2.30)

0

3
I

Demostracion

Por la proposicién 2.1, se tiene I3 1) = 127,
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JEEDRf () = R CLTE LM ()

= K'(uli oI ) " ()

— W)
El desarrollo de la integral es:
Er—t v nk
n nk r(n) o A (n)
) = s [ a0t
kn_l ¢ n— n
== [ =0
1 ; n— n n n
= o a0 = )
- @—am o,
= fw =Y )
m=0 ’
n—1 .,
= f(@)= Y (07 (a=0) u
— m!

Donde n = [Re(a)] + 1 parar ¢ N, y paran = o € Nse llega a

J2(ED2f(2) = flx)+ otz Her®  +ezr® P4+ op 2" (2.31)

dondec; € C;Ve=1,2,3,...,n—1[33].

Proposicion 2.5. Sean o, 5,k € Rt, n € N/n < a < n+ 1, una funcion

f(z) € (AC)"[a,b] [34].

DY D] f(x) = Dy f(2) (2.32)
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Demostracion

o a a B B
CDYECD)f(w) = K+ SDEk* CDf f(a)]

Ejemplo 2.1. Evaltie la derivada fraccionaria Caputo de la expresién e*.
Desarrollo
Por hipétesis del problema y = e, se tiene que: ¢/ = e,y =
N2err ..y = \neAT entonces.
dTL
C na At n—o Az
D = o —
a Vg€ T (dxne )
— a[g—a()\ne)\x)
= (- e (et
L'(n—a)/,
1 g oty (A (A
_ e 1)\77, dt Az
F(n—a)/a( ) ; ko ; k!
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t
Haciendo cambio de variable y = —, se tiene t = xy y dt = xdy, luego.
x

o A AN o
aCDmeA = mzy// x 1(1—y) l(l'y)kl‘dy
k=0 = Ja/z
A S P\l 14k+1 /1 -
= = — " (1 — y)" " Lykdy
F(TL B a) kgg k! (a/x)—=0
A P\ 14k+1 /1 .
= —-— _xn—a— (1 _y)n—a—ly dy
F(n B a) kz:; k! (a/x)—=0
A" N
T T(n—a) ﬁ""n **3(k +1,n — a) por 2.2.
k=0
_ A = A P —a)T(k+ 1) bor 2.3
L(n—a) i K Tn—a+k+1)
B )\ni prtk—ayk
“~T(n—a+k+1)
_ )\n n—o i ()\a:)k

= N'2" "B pn—at+1)(Ax) por 2.8 .

aCD;’eM = N2" Eqpn_at1)(Ax)

Ejemplo 2.2. Evaliie la derivada fraccionaria Caputo de la expresion sen(\x).

Desarrollo

iT e—i)\x

§Dysen(hr) = §DH{—

}

1 ) )

= f[OCD;‘{e”\I} — §D*{e*}] por el ejemplo 2.1.
i
1 N n, n—«x -

= A9 B (i) —

(-iA)nIEn_aE(Ln_oﬁ_l)(-’i)ﬂﬁ)]
L nf,.n—a :
= —§Z(Z>\) (2" B n—at1) (iAT) —

(—l)nZL‘n_aE(l’n_a_i_l) (—’L/\.’L')]
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Ejemplo 2.3. Evaliie la derivada fraccionaria Caputo de la expresion cos(\z).

Desarrollo
AT —iAT
e a +e
SDzcos(ha) = §DH

1 ) )

= i[gD;‘j{e“\‘”} + §D>{e~""}] por el ejemplo 2.1.
1 N n n—« .

= 5(2)‘) [.’L‘ E(l,n—a+1) (Z)\l‘) +

(— 1)n$n_aE(17n_a+1) (-’L)\.’L’)]

1. o : n .
¥D%cos(\r) = 5(2)\)":5” [Ean—at+1) (@A) + (=1)"E1 n—at1)(—iAz)]

2.2.13 Transformada de Laplace de la derivada de Caputo.

Proposicion 2.6. Sea f € Ly(a,b) y a > 0), definimos la transformada de Lapla-

ce de la derivada fraccionaria de Caputo de la funcion f de orden o como [28]:

3
,_.

LIED2I(B)} = s F(s) — 3 5411 0(0) (2.33)

0

B
Il

Donde F(s) es la transformada de Laplace de f(t) yn = [a] + 1.

Demostracion

c{eoproy = c{omenio]
LG}

= —=———= por la ecuacion 2.19.

STLOL

- 51 {dtnf(>}

= ALY - T O) = 0 - 0}

por 2.18.
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= SUF(s) — s F(0) — 52 f(0) —
_Sa—n+1fn—2(0) _ Sa—nfn—l(o)

n—1

= s%F(s) — Z s@ k=15 (0) |

k=0

Ejemplo 2.4. Calcule la transformada de Laplace de f de la siguiente expresion.
SDf(t) + af(t) = 0,t > 0 con la condicién inicial f(0) = ¢, (0 < a < 1) para

n = 1.
Desarrollo

Aplicando la transformada de Laplace en el enunciado.
L{EDEI) +al{f(H) = 0
n—1
{ R (1) }-l—aF(s) =0

k=0
Cuando n = 1.

— Z s*FLER0) 4 aF(s) = 0
s*F(s) —s* ' f(0) +aF(s) = 0

(s* +a)F(s) = s*7'f(0) = 0

Por hipétesis f(0) =

a—1

F(s) = T (2.34)

Ejemplo 2.5. Evalde la transformada de Laplace de f(¢) en la expresién
CDef(t) + SDYf(t) = h(t),t > 0 con la condicién inicial f(0) = ¢,0 <

a< <l
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Desarrollo

Aplicando la transformada de Laplace en el enunciado.

c{forrwy+{Solrm} = cinw)

s“F(s) — z_: sRTLER0) + s F(s) — 2_: sPTRLER0) = H(s)
k=0 k=0

O<a,p<1 n—1l<a<n
Cuandon = 1.
@ a—1 B8 B-1 _
s*F(s) — s f(0) 4+ s"F(s) —s" " f(0) = H(s)

(s +sNF(s) = H(s)+ (s* '+

F(S) = So‘—i-S’B SO‘—I—SB ¢
R
1 S g+8 g
F(s) = H(s) g i C
1 c
F(s) = H(s) 5+ - (2.35)

Definicion 2.13. Sea f : R — [0, +00) una funcion. La Transformada Inversa de
Laplace de F denotado por f(t) = L™ {F(s)}, se define en [21]:

ft) = £L7HF(s)}

1 a+1i00
i - e*' F(s)ds; a = Re(s).
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Ejemplo 2.6. Determinar la transformada inversa de Laplace de F (s) de la ecua-

cion (2.34) y evaluar cuando o = 1.

Desarrollo
E L Sa—l
t) =cLl™ 2.36
s =ee {2 230
Usando la proposicion 2.2, para (3 = 1, A = —a); Finalmente.

ft) = ¢ {t""Eyi(—at™)}
f(t) = cEyi(—at?)

Cuando o = 1.

Ejemplo 2.7. Determinar la transformada inversa de Laplace de F(s) de la ecua-

cion (2.35).
Desarrollo
Se tiene.

1 c

F = H(s)- -

() () s + s +s

——
G(s)

Aplicando la transformada inversa de Laplace.

ft) = L7H{G(s) H(s)} +c-1
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donde.
1
Gls) = s + 5P
B 1
o B
s
a 1 R
s*(1+ so‘)
S—a
= 2.
G(s) = 5o (2.37)
Usando la proposicion 2.2.
a—p = —«
o« = 2
2
g(t) = t7Eg 5(~1-t2)
fit)=LG(s)- H(s)} +c (2.38)

Usando 2.21. en 2.38, se tiene.
f(&) = g(t)*xh(t) +c
t
= / g(t —1)h(r)dr + ¢
0

B
2

_ /Og(t—T)’B_lEgﬁ(—l-(t—T) Vh(r)dr +

2.2.14 Derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio

La derivada fraccionaria de Caputo presenta una complejidad compu-
tacional; para evitar ese problema se propone la derivada de Caputo-Fabrizio;
esta derivada Fraccionaria de Caputo-Fabrizio es obtenida a partir del cambio de
Kernel.

44

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

En [22], Caputo-Fabrizio proponen una nueva definicion de derivada frac-
cionaria. Esencialmente, para 0 < « < 1, proponen sustituir el nicleo inte-
gral (x — t)~“ presente en la definicién clasica de la derivada fraccionaria de

—a(r —t)

Caputo, por la funcién exp( ) y la constante multiplicativa

1
-« I'l—a)

por M(a) € R, donde M («) es un pardmetro dependiente de o de modo que
M(0) = M(1) = 1. Se obtiene asi, para una funcién f, la derivada fraccionaria

de Caputo-Fabrizio.

Definicion 2.14. Sea o € [0, 1], f(x) € AC"[a,b] para a < b se define la derivada

fraccionaria de Caputo-Fabrizio como [1]:

o) = 1D [T ar

Donde ]1%((}

es una funcion de normalizacion con la propiedad M (0) = M (1) =

Teorema 2.4. Para o € [0, 1], se tiene h’rr{ {SFDef(2)} = f ().
a—

Demostracién
Sea
_a§x—t)
e —a
k., = (2.39)
11—«
Cuando z = t.
ky = a
11—«
B 1
 l-a
t lim {% = i 1
entonces al_)II%{ o) = lim ¢ 7——
= o0
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Cuando x > t entonces sucede que: x — ¢t > 0, entonces.

lim {ko} = 1 Lo
oy Wod = VT4 7€
1
o I—a _
- il_)nﬁ az—t) g
e 11—«
1
. (1—a)?
- o a(z—t) o
—1 6( - ) (1_;)2
1
= lim a(z—t)
a—1 (I’ . t)e( i—a) )
i (ko) = 0
Entonces se tiene.
o0 81 rx=t
lim {k.} = = §(x —t) , delta de dirac 0.
a—1 .
0 s1 >t

1) Desarrollo de la funcion delta de dirac 9.

/_+005(:v—t)dt =1

oo

2)

/ e - 0wy =

/ 7 F6( - )t = (o)

[e.9]
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Finalmente se tiene.

lim {$¥ D2 f(z)}

a—1

o [ M(e) 7 _aemn
= il_)rr%{l_a/QG af(t)dt}
r 1 a(z—t) /
= / hrq{l —e¢ }f (t)dt, M(a)=1

/ lim {kq} f'(t)dt por 2.39
a a—r

/ Sl — ) f ()t

= f'(x),por2.41
lim {7 D2 (@)} = [(@) .
Teorema 2.5. Para o € [0, 1] se tiene:
lim { 7D f(2)} = f(a)— fla)
Demostracion
ory = M) [T eemn
CEDSf(x) = (1_a)/a £ (t)at
1 lz=t) z ! ale—t)
, M(0)=M(1)=1
= i i ) [f(iv) — e_ang(la)f(a) _ 1?@/@ e_agzo‘t)f(t)dt]
_ f(z) f(a) —ale=a) « z —atz—1)
T U-a) (- T, <
o T —a(e-t) o T —a-)
(1—a)2/a c ﬂx)dt_u_a)z/a e f(x)dt
_ [ @) fla) et af(z)  ceenl-a,
- {5 i T S i
(6] r —a(xz—t)
o [ @ -
_ S@)  fla) e flo) | ceew f(2)
o l-a (1-a) -« -«
« T _a@-t
A T ) - o)
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lim {{" Dy f(1)} = h'm{ ! (f(t)_f(a))e“;“;”}Jr

a—0 a0 11—
o b _ap=s)
iﬂ{(l = a>2/a e () - f<s>>ds}
= () - f(a)
lm S0} = S0 - f(@) .

Ejemplo 2.8. Evaliie la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio de la expresion

de sen .

o D f(x)
a=0;M(a)=1,

C’FDa

e Dgsenx

CF na
o Dysenx

Desarrollo

M(e) / T f )t

1l -«

f(x) =senx = f'(t) = cost

1 T _ae—t)
/ e — cos tdt
0

11—«

1 —a T
elaz/ eT-a'cost dt,
l—« 0

—a(z—t) —a _a

como:. e 11—« = 61,‘17" cel-a

,/e““ cos(bx)dt = (126—_’_62{(1 cos(bt) + bsen(bt)}
6%‘% 1 _a 4

oY
1—04(%)2%—1{61_& .(1—04

cost +sent)}i=h

—a

erea” 1 Sz a «
1 — o @+(1-a)p {er=a (1_acosx—|—senx)—(1_a)}
(1-a)?
11—« { o s _%z}
cosx +senx — P
052‘|‘(].—Oé)2 1l—« 11—«
acosz + (1 —a)senx — e Ta”
202 — 20+ 1
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Ejemplo 2.9. Evaliie la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio de la expresion

de: eF*.

Desarrollo

CFDaekz

como: f(z) =e

B 1—a/0
B 1—04/0

—a(z—

e l-a

—a(z—t)
e l-a

—a(z—t)

e f(t)dt

kx = f/(t) — kekm

Ckeftdt,a = 0; M(a) =

+k‘tdt

CF na kx
0 D

b e

o

2.2.15 Transformada de Laplace de la derivada de Caputo-Fabrizio.

Como hemos visto en 2.2.13, 2.2.14; un enfoque de la derivada de orden

fraccionaria es que.

F(s)— f(0
L{GTTDf(1)} = % (2.42)
Demostracién
c{SFpefm)} = c{l 1a/ e~ F (u )du},M(a):l
= { e_al(tau) , )du}
ﬁ{gFfo(t)} = E{ f } por 2.21

- e
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= 1i 1@ -sL{f(u)} — f(0) p, por tabla 1
o S+1—a
1 1—«
_ 1_@{8(1_a)+a'(sF(S)—f(O))}
{5 oi I} = —i(z([ ! (f; "

2.2.16 Circuitos Eléctricos

Un circuito eléctrico es una asociaciéon de componentes eléctricos conec-

tados en un camino cerrado para permitir un flujo continuo de corriente eléctri-

cal3,6].
Carga Eléctrica.

Carga eléctrica es una propiedad de la materia constituida por 4&tomos, don-
de toda materia tiene carga eléctrica ¢, los cuales dentro de su estructura confor-
man el nidcleo una capa. Se ha comprobado que el niicleo del 4&tomo contiene
dos tipos de particulas elementales, los protones (cargas positivas) y los neutrones
(carga eléctrica neutra). En las capas de los 4tomos encontramos a los electrones
(cargas negativas), las cuales balancean al 4tomo haciendo que este tenga sea eléc-
tricamente neutro. La unidad con la que se mide la carga eléctrica es el Coulomb

(C). [14].
Intensidad de Corriente Eléctrica(Intensidad).

Es la presencia de cargas eléctricas que se desplazan en un circuito, deno-

minado como corriente eléctrica y se mide en amperios (A) [6, 16].

= %

= 243
= (2.43)
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Diferencial Potencial(Voltaje).

Es la presencia de la variacién de una fuente eléctrica que efectda un tra-

bajo alimentado de energia a un circuito y se mide en voltios (V') [6, 11].
Resistencia eléctrica

Se define como la oposicién que encuentran los electrones al desplazarse

por un conductor. La unidad es el ohmio 2 y se denota por R [6].

Capacitor

Es un dispositivo pasivo, capaz de almacenar y producir energia, ya que se
opone a los cambios bruscos de voltaje [5], menciona que un capacitor es un dispo-
sitivo eléctrico que guarda energia eléctrica que consta de dos placas conductoras
paralelas separadas por un material aislante llamado dieléctrico. Los conectores
estdn unidos a las placas paralelas. Como se muestra en la Figura 1(a) y la figura

1(b) ilustra el simbolo esquematico.
Figura 1
Capacitor simple.

dielectrico

contactos

placas —conductoras | |

a) construccion by simbolo

La unidad del capacitor C' se mide en Faradio (F'). La cantidad de carga

que un capacitor puede almacenar por unidad de voltaje entre sus placas es voltaje
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del capacitor V..

q(t) = C-V
Ve(t) = ? (2.44)

Definicion 2.15 (Ley de Ohm). Relaciona el valor de el resistor con la intensidad

de corriente que lo atraviesa y la diferencia de potencial entre sus extremos.

Va(t) = Ri(t) (2.45)

Donde: i(t) es la corriente, medido en amperios (A), Vg(t) es voltaje del

resistor medido en voltios V, y R es el resistor del conductor, medida en ohmios

Q.
2.2.17 Circuito Eléctrico RC.

Un circuito RC esta compuesto de resistencia R y capacitor C' alimentados
por una fuente eléctrica F/'(bateria), entre las caracteristicas de los circuitos RC esta

la propiedad de ser lineales invariantes en el tiempo, como se muestra en la Figura

2.
2.2.18 Ley del voltaje de Kirchhoff para un circuito RC.

La suma algebraica de los voltajes en torno a cualquier circuito cerrado en

un circuito es idéntica a cero en todo momento [3].

Vr+ Ve = E(t) (2.46)
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Figura 2

Circuito eléctrico RC.

2.2.19 Ecuacion Diferencial del Circuito RC.

Al reemplazando las ecuaciones 2.43, 2.44 y 2.45 en la ecuacién 2.46 se

tiene:

dq(t)  q(t)
d 1 E@)
ZVet) Vil 5 = o por244. (2.47)

Donde 2.47 es una ecuacion lineal de primer orden y estd en su forma

estandar:

Pty =L v = 20 (2.48)

Al multiplicar por su factor integrante eRe, se tiene.

d o B(t)ere
T(t)(VC(t)e ) = “RC
vt = B0 [ e 249)
= E(;)CRC/eudu
V.(t) = E(t)e 70 + ke Re (2.50)
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Caso 1. Capacitor Descargado.
Considerando las condiciones iniciales £y = 20V, Vo, =0V, R = 100Q y
C = 4700uF para la ecuacién 2.50.

Vit=0) = ke 70® 420

Voo = k420 2.51)
k= —20 (2.52)

Finalmente se obtiene al reemplazar 2.52 en 2.50.
V.(t) = 20(1—e 7o) (2.53)

La Figura 3. muestra la grafica de la funcién 2.53, que es la solucién de la

ecuacion diferencial 2.47 para un capacitor descargado.
Figura 3

Solucion del circuito RC para un capacitor descargado.

%

20.0

19.81
1961

19.4

19.2}

19.0
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Caso 2. Capacitor Cargado.
Considerando las condiciones iniciales £y = 0V, V5 = 20V, R = 100Q y

C = 4700uF Para la ecuacion 2.50.

Vit=0) = ke 7c%+0

ko= 20 (2.54)

Finalmente se obtiene al reemplazar 2.54 en 2.50.

V.(t) = 20e ®c (2.55)

La Figura 4. Muestra la gréfica de la funcion 2.55, que es la solucién de la
ecuacion diferencial 2.47 para un capacitor cargado.

Figura 4

Solucion del circuito RC para un capacitor cargado.

1.0F
0.8

0.6~

0.2}
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CAPITULO III
MATERIALES Y METODOS
3.1 MATERIALES

En este trabajo de investigacion los materiales que se utilizé fueron:

° Informacién de textos, papers online, articulos, revistas de los buscado-
res mds reconocidos y tesis de repositorios nacional e internacional, estas
ultimas fueron obtenidas de las fuentes bibliogréficas especializadas en
Ecuaciones Diferenciales fraccionarias, Derivada Fraccionaria, y Circuito

eléctrico RC, las mismas que pueden ser vistas en la revision bibliografica.

. Otros materiales que también fueron de gran utilidad: el internet, la laptop,

software Wolfram Mathematica 10.4, hojas, pizarra, lapiceros y plumones.

° Wolfram Mathematica 10.4, creado por la compaiiia de software Wolfram
Research, es una herramienta computacional de libre acceso en su pla-
taforma digital para cualquier investigador involucrada en matemaéticas y
matematica aplicada. Con su amplia gama de capacidad, su interfaz es de
facil uso; proporciona una plataforma confiable para explorar el mundo de
las matemadticas y la ciencia de una manera completamente nueva y emo-

cionante.
32 METODOS

El presente trabajo de investigacion “Andlisis y Simulacion del Mo-

delo Circuito Eléctrico RC Mediante Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias

2

, seglin [26] corresponde a una investigacién de tipo descriptivo-deductivo
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utilizando sus estrategias de recojo informacidn tedrica para la construccion de la
ecuacion diferencial fraccionaria del circuito eléctrico RC, para esto se propuso
la transicion del operador derivado ordinario al operador fraccionario y técnicas
de solucién a través de la derivada fraccionaria de Caputo y Caputo-Fabrizio
luego para la solucién analitica se analiza por medio de la funcién especial
de Mittag-Leffler, transformada de Laplace y su inversa de algunas funciones.
Finalmente para simulacién, de una fuente constante y fuente periddica del

modelo circuito eléctrico RC.

Esta investigacion se respalda con bibliografia especializada del texto [17],
articulo [19] y en las revistas de la aplicacion del célculo de orden fraccionaria [12]
y [20], el trabajo fue de analizar, Simular el modelo circuito eléctrico RC de orden

fraccionaria para voltaje del capacitor en funcion del tiempo.
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 Ecuacion Diferencial Fraccionaria del Circuito RC

En esta seccion se construye la ecuacion diferencial fraccionaria para el
circuito eléctrico RC en términos de la derivada fraccionaria de Caputo y Caputo-
Fabrizio, para ambos casos el orden considerado de la derivadaes 0 < o < 1, un
primer andlisis surge cuando o = 1 la ecuacidn diferencial fraccionaria se reduce
al caso ordinario 2.47.

Para ambos casos se hace uso la transformada de Laplace para hallar la solucién

de la ecuacion diferencial fraccionaria del circuito RC.

En la construccién de la ecuaciones diferenciales fraccionaria del circui-
to RC, en los trabajos [8, 10] el paso de la derivada ordinaria a la fraccionaria es
directa, en [9] se ha propuesto una forma sistemética de construir ecuaciones di-
ferenciales fraccionarias; para esto se propuso la transicion del operador derivado

ordinario al operador fraccionario de la siguiente manera:

d 1 o
il 4.1
dt  olagpe “.1

Donde « € (0,1] y o es un pardmetro que representa los componentes de

tiempo fraccionario en el sistema.
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Reemplazando la ecuacién 4.1 en el modelo del circuito RC (2.47) se tiene.
1 d*Ve(t) | Ve(®) E(t)

ol-a o RC ‘RC
daVc(t)+aVc(t) _ oE(t)
dte oc*RC oc*RC
d*Ve(t) | Ve(?) E(t)

de (RO~ (RO M7 =HC

Es decir el modelo del circuito eléctrico RC se transforma; en un modelo

circuito eléctrico RC de orden fraccionaria como sigue:

oDV, (1) + (‘];Cg;a — (gg))a,a e (0,1] 4.2)

4.1.1 Solucion del Circuito RC Fraccionaria a Través de la Derivada de

Caputo.

Caso 1. Fuente constante.

Considerando

1
RO =7 E(t) = Ey, V(0) = Vo; Vo = 0 para la ecua-

cion 4.2.
Desarrollo

Reemplazando las condiciones del problema en la ecuacion 4.2 se tiene.

§DYVL(t) = Eor® — V(1) (4.3)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion 4.3.

LA{SDV(H)} = L{ET} — L{V ()T} (4.4)

Ademas.

LATDIV(t)} = s*Vi(s) — s* Vo, pues V™(0) =0,m =1 (4.5)
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Reemplazando la ecuacion 4.5 en 4.4 y usando la tabla 1.

sVu(s) —s* MWy = ro 22 TVe(s)

E
Vo(s)(s* +7%) = 7= 4 s 1V, porla tabla 1
s

a—lV aE'
Vc(s) _ S 0 T Ly
s¥ 4T s(s* 4 T)
sy BEo(s* — s 4 77)
T s(s* +19)
_ Sa—lvb B EO { Sa—l B 1}
S§* 4 17¢ S 4 T7¢ S
Sa_l% Eosa—l EO
Ve(s) = - — (4.6)

S 4 T7¢ S 4 T S

Aplicando la Transformada inversa de Laplace en la ecuacion 4.6 se tiene.

e = S

Sa—l% Eosa—l EO
§* 4 T S 4 T¢ S

EO Sa—l }

E gt
_ -1 0 N -1
= C {S}Jr(vo Eo)L {5a+7a}

Por tanto.

V;(t) = EO + (Vb - Eo)EaJ(—Ta . ta) (47)

La Figura 5. Muestra la gréfica de la funcién 4.7, para Fy = 20V, Vy =

V(0), R = 1009 y C' = 4700uF.
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Figura §

Solucion del circuito RC mediante caputo para fuente constante y capacitor
descargado.

v

20}

15+

10+

La Figura 6. Muestra la gréfica de la funcion 4.7, para £y = V(0), Vy =
20V, R = 100Q y C' = 4700uF.
Figura 6

Solucion del circuito RC mediante caputo para fuente constante y capacitor
cargado.

v

Caso 2. Fuente periddica.

Considerando E(t) = Eysen(wt), V(0) = Vp; Vo > 0, = 7 para

1
(RC)®

la ecuacién (4.2).
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Desarrollo

Reemplazando las condiciones del problema en la ecuacién 4.2 se tiene.

CDOVL(E) + Vo(£)T = Eor® sen(wt) (4.8)

Aplicando la Transformada de Laplace a la ecuacién 4.8.

L {ng‘Vc(t)} + LA{V.()T*} = L{EyT" sen(wt)} (4.9)

Ademas.

LA{TDV.(H)} = s*Vi(s) — s 'V, pues V™(0) = 0,m > 1 (4.10)

Reemplazando la ecuacion 4.10 en 4.9.
sVu(s) — s o+ 7Ve(s) = L{E"sen(wt)}
Vo(s)(s* +7%) = Eor®L {sen(wt)} + s* 'V}
oL {sen(wt)} st

Ve(s) = Eot e i v

@.11)

Aplicando la Transformada inversa de la Laplace en la ecuacién 4.11.
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V() — £—1{EoTaM}+%Ea(—(Rt—C)a)7

806_1_7—01

cuando = 1, A = —7“al evaluar en 2.24.

= Voba(~()") + Eor" L { £ o)} o |

Vi) = %Ea<—<i>a>+Eoc-l{c{sen<wt>} Ta }

RC 5% + T4
= V()Ea(—(%)o‘) + Egsen(wt) * L7 {—ﬁ%}
- V()Ea(—(%)o‘) _ Eysen(wt) * E.,(—(rt)"), por 2.23 para A — —7°
= VBl (5)") ~ B /Otsenw(t—u)E;(—(Tu)"‘)du, por 2.21.
Por tanto.

t

Vc<t) = %Ea(_<m

- [ senw(t— WEL(—(ru))du (@.12)

La grifica de la funcién 4.12 para valores iniciales £, = 20V, V; = V(0),
R =100Q2y C' = 4700 F". 1a cual no fue posible obtener con el software Mathe-

matica 10.4 la misma se encuentra en [23].

La Figura 7. Muestra la grifica de la funcién 4.12, para Ey, = V' (0), Vo =

20V, R = 100Q y C' = 4700uF.

4.1.2 Solucion del Circuito RC Fraccionaria a Través de la Derivada de

Caputo-Fabrizio.

Caso 1. Fuente constante.

Considerando

1
(RC)™ — T, E(t) = Eo, V(0) = Vo; Vo > 0 para la ecua-

cion 4.2.
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Figura 7

Solucion del circuito RC mediante caputo para fuente periddica y capacitor
cargado.

v

Desarrollo

Reemplazando las condiciones del problema en la ecuacion 4.2 se tiene.

SEDV,(t) = 7°Fy — V(1) (4.13)

Aplicando la Transformada de Laplace a la ecuacion 4.13.

L{SFDMV.(H)} = L{TEo}— L{T°V.(t)} (4.14)
Ademas.
LA{SEDIV.(H)} = % por 2.42. (4.15)
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Reemplazando la ecuacion 4.15 en 4.14 y usando el tabla 1.

8‘/0(8) B ‘/0 aEO @
sta(i=s) T )
sVi(s)— Vo = TQ%(S +a(l—3s)) —7V(s)(s +a(l —9))

E
2(s+all—s))+V

Ve(s)(s+71%(s+a(l—1s))) = :

D ro(s + a1 — ) + i

V. =
(5) s+71(s+a(l —s))
_ Eys+1(sta(l-s)—s Vo
s s+T(s+all —s)) s+ 71s+ a(l —s))
B Ey ) Vo
s sHTos+all—s) s+1(s+a(l—s))
E E 1
B ?0_14—7'0‘0—0”0‘ at* +
s+
14+ 7% —are
Vo 1
14 7% —are s QT
1+7%—ar>
1 1 _ 1
donde 1+7%—are g4 1+1—?1Tfta7—0¢ T stro(s+a(l-s))
E Vo — E 1
Vi(s) = = + ——— - (4.16)
s 1+ 7% —are QT
S+ ——
1+7%—are
Transformada inversa de Laplace en 4.16 .
Vo — F
V() = By + ————2 . (=21 (4.17)

1+72 —are

T
1+7%— are

donde A =
La Figura 8. Muestra la grafica de la funcién 4.17, para £, = V(0), Vo =

20V, R = 100Q y C' = 4700uF.
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Figura 8

Solucion del circuito RC mediante caputo-fabrizio para fuente constante y
capacitor cargado.

60

La Figura 9. muestra la grafica de la funcion 4.17, para £y = 20V, Vj =
V(0), R =100Qy C = 4700uF.
Figura 9.

Solucion del circuito RC mediante caputo-fabrizio para fuente constante y
capacitor descargado.

v

20

Caso 2. Fuente periddico.

1
Considerando (RC)® = 7% E(t) = Eysen(wt),V(0) = Vy; Vo = 0 para

la ecuacion 4.2.
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Desarrollo

Reemplazando las condiciones del problema en la ecuacién 4.2 se tiene.

SEDOVL(t) = 7 Eysen(wt) — 7V, (1) (4.18)

Aplicando la Transformada de Laplace a la ecuacién 4.18 se tiene.

L{TTDV(t)}

Ademas.

L{§TDVe(t)}

L{rEysen(wt)} — £ {7V, (1)} (4.19)

sVe(s) — W

= ————, por2.42. (4.20)

s+ a(l—s)

Reemplazando la ecuacion 4.20 en 4.19 y usando la tabla 1.

sVi(s) — Vo
s+a(l—s)
sVe(s)

Ve(s)(s +7%(s + a(l —s)))

Ve(s)

w
w? + 52

TE) — 7V.(s)

w

TaEg(a + (]. — Q)S)m —

TVe(s)(a+ (1 —a)s) + Vg

w
Vi “F, 1— —_
o+ 7%Eo(a+ ( a)s)w2+82

Vi 1
0 _ n
14 7% —are QT
§+ ———
1+7¢ —are
T Eow a+(1—a)s

(e}

1+7% —ar> aT

2 2 _
(57 4w )(S+1+T‘l—a7'a

)
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Para A — — 4T
1+7% —ar>
Vo 1 T Fow a+(1—a)s
Ve(s) = : 4.21
(s) 1170 —arest A Ty —are (s24+w?)(s+ A) 21
Donde.
a+(1—a)s Xs+Y Z
= 4.22
(s2+w?)(s+ A) s2+w2+s+A (4.22)
XS+ AXs+Ys+ YA+ Zs* + Zw?
B (s24+w?)(s+ A)
a+(l—a)s = (X+2)*+ (AX +Y)s+ (YA + Zw?)
Comparando los coeficientes del polinomio:
X+7Z=0 (4.23)
AX+Y=1—-« (4.24)
YA+ Zw? =« 4.25)

A partir de las ecuaciones 4.23, 4.24 y 4.25 encontremos los valores de

X, Y, Z.

Zw* = a—(1—a—AX)A, por4.24.
= a— A+ aA— ZA?por4.23.

Z(W+ A?) = a(l+A)-A
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w21+ 7 — ar®)? + a?r2e

all + 7% —ar®)
Z = 4.26
wW2(1+ 7% — at®)? + a2 (4-26)

a(l+ 7% —ar®)

Usando la ecuacion 4.25 y 4.24 para despejar Z y X luego reemplazamos

en 4.23 se tiene.

1—a—Y+a—YA
A w?

Y(w?+ A% = w? —aw? +aA

w? — aw? + aA

y —
w2 +A2
w? + 7% — T — aw? — AT + 2T + o’
_ 1+ 7% —ar®
W1+ 7% — ar®)? + o?7%
(147 —are)?
v — (1+7%—ar)[a®7* + (1 — a)w?(1 + 7% — cm'a)](4.28)
w14 7% — at®)? + o212
Sustituyendo ecuacion 4.22 en 4.21.
TWEy Xs+Y Z Vo 1
‘/C =
(5) 1—|—7’a—057'0‘(82+w2+8+A)+1+To‘—aTO‘S+A
B 7w Ey 1 n Vo 1 n
14T —arvs+ A 14T —ares+ A
TWX Ey s T*Y Ey w
4.29
1+T“—a70‘32+w2+1+Ta—aras2+w2 (4.29)

69

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Aplicando la Transformada inversa de Laplace en 4.29 y usando la tabla 1.

TQWXEO TaYEO
1L a_ o cos(wt) + 1L a_ o a
1+7¢—ar 1+7¢—ar
(~a) T'WZEy + Vo

1+ 7% —are

Ve(t) = sen(wt) +

e (4.30)

La Figura 10. Muestra la grafica de la funcién 4.30, para Ey = V(0),
Vo =20V, R=100Qy C = 4700 F.
Figura 10

Solucion del circuito RC mediante caputo-fabrizio para fuente periodica y
capacitor cargado.
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La Figura 11. Muestra la grifica de la funcién 4.30, para £y = 20V, Vj =
V(0), R =100Qy C = 47004 F.
Figura 11

Solucion del circuito RC mediante caputo-fabrizio para fuente periddica y
capacitor descargado.

71

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
. ____________________________________________________|]



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

V. CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente trabajo de investigacion son las siguientes:

° Se ha establecido una analogia entre las ecuaciones diferenciales ordina-
rias y las ecuaciones diferenciales fraccionarias mediante los operadores
fraccionarios de Caputo y Caputo-Fabrizio. La cual nos permite analizar y

simular el comportamiento del circuito eléctricos RC.

° Se obtuvo el modelo del circuito RC fraccionario 4.2 utilizando las leyes
fisicas y la transicion del operador derivado ordinario al operador frac-
cionario, luego para la solucién analitica de V.(¢) con diferentes valores
iniciales se analiz6 la funcidn especial Mittag-Leffler, la transformada de

Laplace y su inversa de algunas funciones.

° Considerando una fuente constante y fuente periédica del modelo circuitos
eléctricos RC fraccionario, se realizaron las simulaciones Figuras del 5
al 11 utilizando el software Wolfram Mathematica 10.4. en los cuales se
aprecia el desplazamiento de orden o € {0.2,0.4,0.6,0.8, 1} respecto al

tiempo ¢ permitiendo asi un anélisis 6ptimo del comportamiento V,.(t).

72

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

VI. RECOMENDACIONES

Las recomendaciones del presente trabajo de investigacidn son las siguien-

tes:

° En esta investigacion se aplicé la derivada fraccionaria de Caputo y
Caputo-Fabrizio para resolver el modelo RC de grado fraccionario. Se
recomienda estudiar bajo el mismo andlisis la derivada fraccionaria de
Caputo y Caputo-Fabrizio para resolver el modelo circuito RL y modelo

circuito RCL de grado fraccionario.

° Se recomienda estudiar ecuaciones diferenciales fraccionarias, la derivada
fraccionaria de Caputo y Caputo-Fabrizio y sus aplicaciones en el avance
y desarrollo de otras ramas de la ciencia y la ingenieria, ya que permite

modelar con mds precision cualquier sistema complejo y dindmicos.

° Se recomienda al director de la Escuela Profesional de Ciencias Fisico Ma-
tematicas incluir el curso de Calculo Fraccionario en el préximo curriculo
flexible por competencias puesto que el cdlculo fraccionario muestra estu-

dios mucho mads precisos y generales.
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ANEXOS
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Para la representacién grafica del comportamiento de las soluciones de
las ecuaciones ordinarias y fraccionarias del circuito eléctrico RC se utilizé el

programa Wolfram Matematica version 10.4.

Se escribe el siguiente c6digo para obtener la figura 3.

In[1]:=Plot[{20(1-Exp[-1/0.47]) },{ 1 ,0,10}, AxesLabel->{HoldForm[t], HoldForm[V]},

PlotLegends—>Placed[{"t"}, Center]]

Se escribe el siguiente codigo para obtener la figura 4.

In[1]:= Plot[{20(Exp[-1/0.47]) },{ t ,0,10}, AxesLabel—>{HoldForm[t],

)

HoldForm[V]}, PlotLegends—>Placed[{"t"}, Center]]

Se escribe el siguiente c6digo para obtener la figura 5.

In[1]:= Plot[{20(1-MittagLefflerE [0.2,—( 1/0.47) 20.2]) ,20(1-MittagLefflerE [0.4,—( /0.47)

70.4]),

[

20(1-MittagLefflerE[0.6,~(1/0.47) 10.6]) ,20(1-MittagLefflerE [0.8,( 1/0.47) 70.8]) ,

20(1-MittagLefflerE[1,—(1/0.47) *]) }.{ 0,10}, AxesLabel->{HoldForm([t],HoldForm

w

V),

PlotLegends—>Placed[{"\Alpha=0.2","\Alpha=0.4","\Alpha=0.6","\Alpha=0.8","Alpha=1"

N

}.pos]]

Se escribe el siguiente codigo para obtener la figura 6.

In[1]:=Plot[{20 MittagLefflerE [0.2, —(1/0.47)"0.2],20 MittaglLefflerE [0.4, —(1/0.47)

A0.4],

]

.| 20 MittagLefflerE [0.6, —(1/0.47)"0.6],20 MittagLefflerE [0.8, —(1/0.47) ~0.8],

20 MittaglLefflerE[1,-(1/0.47) M]}, {t, 0, 10}, AxesLabel —> {HoldForm[t],

HoldForm[V1]},

PlotLegends—>Placed[{"\Alpha=0.2", "\Alpha=0.4","\Alpha=0.6", "\Alpha=0.8", "\Alpha

IS

=1"},Pos]]
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Se escribe el siguiente codigo para obtener la figura 7.

In[1]:= Plot[{20 (MittagLefflerE [0.2, —(x/0.47)"0.2]),20 (MittagLefflerE [0.4, —(x

/0.47)10.4]) ,
2| 20 (MittagLefflerE [0.6, —(x/0.47)0.6]), 20 (MittagLefflerE [0.8, —(x/0.47)0.8]),

20 (MittagLefflerE[0.98, —(x/0.47)70.98]) ,},{ x, 0, 10},

w

I

AxesLabel —> {HoldForm[T], HoldForm[V]},

PlotLegends—>Placed[{"\Alpha=0.2", "\Alpha=0.4","\Alpha=0.6", "\Alpha=0.8", "\Alpha

W

=98"},pos]]

Se escribe el siguiente codigo para obtener la figura 8.

In[1]:= Plot [{(20/(1+(1/0.47) 20.2-0.2(1/0.47)10.2))

Exp[(~(0.2(0.47)"0.2)/(1+(1/0.47)"0.2-0.2(1/0.47)%0.2)) t ],

)

(20/(1+(1/0.47)%0.4-0.4 (1/0.47)"0.4))

w

'S

Exp[((0.4(0.47)"0.4)/(1 +(1/0.47)10.4—0.4(1/0.47)"0.4))t],

(20/(1 + (1/0.47)%0.6-0.6 (1/0.47)0.6))

W

Exp[(~(0.6(0.47)"0.6)/(1 +(1/0.47)"0.6-0.6(1/0.47)"0.6))t],
| (20/(1 +(1/0.47)%0.8 ~0.8 (1/0.47)10.8))

Exp[(—(0.8(0.47)"0.8)/(1 +(1/0.47)%0.8-0.8(1/0.47)0.8))t],

o0

o (20/(1 +(1/0.47)M=1(1/0.47)"1))
0| Exp[(=(1 (0.47)M)/(1 + (1/0.47)M-1(1/0.47)"M)) t],
|}, {t, 0, 60}, AxesLabel->{HoldForm[t], HoldForm[V]},

| PlotLegends—>Placed[{"\Alpha=0.2","Alpha=0.4","\Alpha=0.6","Alpha=0.8","Alpha=1"},

Center]]
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Se escribe el siguiente codigo para obtener la figura 9.

[ In[1]:= Plot[{20(1~((Exp[((0.2(0.47)"0.2)/(1+(1/0.47)%0.2-0.2(1/0.47)"0.2))t]) /

)| (14(1/0.47)10.2-0.2(1/0.47)10.2))),

1| 20(1—((Exp[(~(0.4(0.47)10.4)/(1+(1/0.47)%0.4-0.4(1/0.47)"0.4))t ) /

A (1+(1/(0.47)70.4-0.4(1/0.47)10.4))))

</ 20(1-((Exp[(~(0.6(0.47)"0.6)/(1+(1/0.47)%0.6-0.6(1/0.47)"0.6))t]) /

o] (14(1/0.47)10.6-0.6(1/0.47)10.6))),

1| 20(1~((Exp[(~(0.8(0.47)10.8)/(1+(1/0.47)%0.8-0.8(1/0.47)"0.8))]) /

§| (14(1/0.47)%0.8-0.8(1/0.47)%0.8))),

2| 20(1-((Exp[(~(1(0.47)M)/(1+(1/0.47)"1-1(1/0.47)M))t]) /(1+(1/0.47) M-1(1/0.47)™)))
1| },{ t,0,60}, AxesLabel->{HoldForm|[t], HoldForm[V]},

1| PlotLegends—>Placed]{"\Alpha=0.2","Alpha=0.4","\Alpha=0.6","\Alpha=0.8","\Alpha=1"},

Center]]

Se escribe el siguiente codigo para obtener la figura 10.

In[1]:= Plot [{((20( Exp[-((0.2(0.47)"0.2)/(1+(1/0.47)10.2-0.2(1/0.47)"0.2)) ]) )/

[~

(1+(1/0.47)10.2-0.2 (1/0.47)0.2)),
((20(Exp[~((0.4(0.47)"0.4)/(1+(1/0.47)"0.4-0.4(1/0.47)"0.4))t ) ) /
| (14(1/0.47)10.4-0.4(1/0.47)10.4)) ,

((20(Exp[~((0.6(0.47)"0.6)/(1+(1/0.47)0.6-0.6(1/0.47)* 0.6))t]))/

W

(1+(1/0.47)"0.6-0.6(1/0.47)"0.6)),

=

((20(Exp[((0.8(0.47)"0.8)/(1+(1/0.47)10.8-0.8(1/0.47)"0.8))t]) )/

N

| (14(1/0.47)0.8-0.8 (1/0.47)%0.8)),

((20(EXp[=((1(0.47)M)/(1+(1/0.47)M =1(1/0.47)M))t]) )/

©

(1+(1/0.47)"M-1(1/0.47)*))}, {t, 0, 60}, AxesLabel —> {HoldForm([i], HoldForm[V

I

PlotLegends—>Placed[{"\Alpha=0.2","Alpha=0.4","\Alpha=0.6","\Alpha=0.8","\Alpha=1"},

Center]]
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Se escribe el siguiente cédigo para obtener la figura 11.

m = Range[0.2, 1, 0.2]; % m= valor de alfa=desde 0.2 a 1

n = (1/0.47)"m;

)

s d=(mn)/(1 +n-mn);

o| X =(=m(1+n-mn))/(((2 Pi)*2)(1+n-mn)A2+(m"2)((1/0.47)"2m));

5|y = ((1+n-mn)((M"2)n+(1-m)((2Pi)"2)(1+n-mn)))/(((2Pi)"2)(1+n-mn)"2+(m"2)
((1/0.47)72 my));

o| z = (M(1+n-mn))/(((2Pi)"2)(1+n—-mn)*2+(m"2)((1/0.47)"2m));

N

In[1]:=Plot[(((20=n (2Pi)(x) (Cos[2Pi t]))/(1+n—-mn))+((20(n)(y)(Sin[2Pixt]) )/(1+n-m n))
+
s| ((20n(2Pi)(z) (Exp[-(d)t]) ) /((1+n-mn)))),{t ,0,3}, AxesLabel —> {HoldForm[t],

HoldForm[V1]},

PlotLegends—>Placed[{"\Alpha=0.2","\Alpha=0.4","\Alpha=0.6","\Alpha=0.8","\Alpha=1"},

pos]]
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