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RESUMEN

La matematica en la actualidad y el uso de softwares estan presentes practicamente en
todas las esferas de la vida por ende en la solucién de problemas, la computacion
cientifica elemento base en el calculo, representacion grafica y programacion, son
sistemas interactivos, la investigacion tiene como objetivo simular la solucion de las
ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior a través del MATLAB/Simulink
aplicado a problemas reales, se ha analizado las ecuaciones diferenciales de primer orden
homogénea, las ecuaciones segundo orden homogénea con coeficientes constantes y las
ecuaciones de tercer y cuarto orden homogénea y no homogénea con coeficientes
constantes, se efectuaron simulaciones del modelo de crecimiento poblacional del Pert
con la data historica recabada del Instituto Nacional de Estadistica e Informatica
correspondiente al periodo (1836-2022) y del modelo de Quarter-Car usando la biblioteca
de Simulink considerando las condiciones iniciales para cada caso, los resultados del
Modelo de Malthus muestra un alto coeficiente de determinacion de 0.9913, este valor
indica que aproximadamente el 99.13% de variabilidad en los datos es explicada por el

modelo.

Palabras clave: Ecuacion diferencial, Malthus, Matlab, Simulink, solucién analitica,

unicidad.
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ABSTRACT

Mathematics nowadays and the use of software are present in practically all spheres of
life and consequently in the solution of problems, the scientific computing base element
in the calculation, graphic representation and programming, are interactive systems, the
investigation has as objective to simulate the solution of the ordinary differential
equations of superior order through MATLAB/Simulink applied to real problems, the
differential equations of homogeneous first order have been analyzed, The second order
homogeneous equations with constant coefficients and the third and fourth-order
homogeneous and non-homogeneous equations with constant coefficients, simulations of
the population growth model of Peru were performed with the historical data collected
from the National Institute of Statistics and Informatics for the period (1836-2022) and
the Quarter-Car model using the Simulink library considering the initial conditions for
each case, the results of the Malthus Model shows a high coefficient of determination of
0. 9913, this value indicates that approximately 99.13% of the variability in the data is
explained by the model.

Keywords: Analytical solution, Differential equation, Malthus, Matlab, Simulink,

uniqueness.
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INTRODUCCION

MATLAB es considerado como uno de los programas mas extendidos en areas de
ingenieria de control utilizados en la computacion cientifica, por su importancia en
calculo, también ofrece las opciones de representacion grafica y programacion, siendo asi
un sistema interactivo con matrices como elemento base. Por otro lado, Simulink es una
herramienta asociada a MATLAB, orientado a gréaficos para simular y analizar modelos
matematicos tanto lineales como no lineales, se encuentra disponible como un

subprograma del MATLAB, implementa y accede a sus algoritmos de solucion numérica.

Esta investigacion se estructura en cuatro capitulos fundamentales, el primero se enfoca
principalmente en la revision de la literatura relacionada con las ecuaciones diferenciales
ordinarias, incluyendo ecuaciones de primer orden, de segundo orden y de orden superior,
junto con sus respectivos métodos de solucion analitica donde se proporciona una base
teorica esencial para comprender los conceptos clave que se abordaran en la
investigacion. El segundo capitulo se presenta el planteamiento del problema, donde se
identifica, enuncia y justifica la cuestion de investigacion, se establecen los objetivos que
se persiguen y se formulan las hipotesis que guiaran el desarrollo de la investigacion. El
tercer capitulo se centra en los materiales y métodos empleados a lo largo de la
investigacion, se detallan las herramientas y técnicas utilizadas, incluyendo el uso de
MATLAB y Simulink, estos elementos son esenciales para llevar a cabo la simulacion de
los sistemas y obtener resultados numéricos y graficos. El cuarto capitulo aborda los
resultados obtenidos y proporciona un espacio para una discusion profunda de dichos
resultados, se analizan las implicaciones de los hallazgos y se extraen conclusiones
fundamentales. Finalmente, la investigacion se complementa con anexo que incluye el
codigo necesario para obtener las soluciones graficas de cada uno de los modelos
estudiados, esto facilita la replicacion de los resultados y permite a otros investigadores

comprender la metodologia utilizada.
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CAPITULO1
REVISION DE LITERATURA
1.1 Marco tedrico

Comenzamos con las definiciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias y luego

examinamos algunos resultados importantes que seran utiles durante el desarrollo.

Una ecuacion diferencial se define como una ecuacion en la cual la incognita es una
funcién que se encuentra relacionada con una o mas variables, y al menos una de sus
derivadas se encuentra explicitamente en la ecuacion (Rodriguez, 2022). En caso de que
la incognita dependa inicamente de una variable, se le denomina ecuacion diferencial
ordinaria (EDO). No obstante, si la incognita se trata de una funcion que depende de
multiples variables, entonces se identifica como una ecuacion en derivadas parciales

(EDP) (Boyce, 2020).
1.1.1 Ecuacion diferencial lineal de primer orden
La ecuacion diferencial ordinaria de la forma
X'+ p(t)x=q(t) (I.1)
es denominada lineal (Novozhilov, 2023).

En esta ecuacion, p(t)y q(t) son funciones de la variable independiente t. Si la
funcion q(t) =0 la ecuacion (1.1) se denomina lineal homogénea, en caso contrario,

se trata de una ecuacion lineal no homogénea (Henner et al., 2023).

2
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Para la resolucion de este tipo de ecuaciones diferenciales, se emplean diversos
métodos, entre los cuales se destacan el método de separacion de variables y el método

de factor de integracion, respectivamente.
El método de separacion de variables

En una ecuacion diferencial lineal homogénea las variables se pueden separar

x__ p(t)dt

X
integramos la ecuacion

ox__ [ p(t)t

X
se obtiene

In| x|=—_|. p(t)dt+c

luego

-] p(t)dt , . .
|x|=€‘e J , donde Ces un numero arbitrario.

Teniendo en cuenta el valor absoluto, obtenemos la solucién general de la ecuacion

diferencial lineal homogénea (Henner ef al., 2023)

X(t) = Ce PO (1.2)

donde C es arbitrario.

Caso 1. Determinar la soluciéon de la ecuacion diferencial %+ntx=0, donde
n=1234.

Para n=1, se tiene

por el método de separacion de variables

3
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dx
" —jtdt

se obtiene

12

X(t)=Ce 2, donde C R (arbitrario).
Analogamente se obtiene la solucion para n=2,3,4.

El método de factor de integracion

El método de factor integrante consiste en buscar una funcion x(t) =0 (Valle et al.,

2021) tal que

(] _ O, Q)

dx
t)— + u(t) p(t)x = _
u()dtw()p()x m MO

para esto debemos tener

du(t) _ dut) _
= uop0 = ()T‘ p(t).

Admitiendo u(t) >0, por la regla de la cadena concluimos que

din x(0)] _

™ p()

por el teorema fundamental del calculo, se tiene

In ) = | p)dt = pt) = /™

multiplicando ambos lados de la ecuacion (1.1) por u(t), concluimos que

dlu®x] _

s ~090

integrando respecto a t y después dividiendo por x(t), se obtiene la solucion general

de la ecuacion diferencial (1.1) dado por

4
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1
y =L [#Oe@dt-c]

donde C es una constante.
El problema de valor inicial

En el contexto de las ecuaciones diferenciales, en muchas aplicaciones nos interesa las
soluciones que satisfaga las condiciones iniciales, es decir que selecciona un

subconjunto de soluciones de la ecuacion diferencial (Nagy, 2021).
El problema de valor inicial (PVI) consiste en encontrar todas las soluciones Yy para
% =ax+b ,
que satisface la condicion inicial
X(t) =%
donde a, b, t, y X, son constantes dadas.

Caso 2. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial
dx
— =sent-2x, x(0)=0.
dt
Esta ecuacion diferencial no homogénea, escribimos como
dx
—+2X=sent 1.3
m (1.3)

encontramos el factor integrante

u(t)=e** =¢*

multiplicando la ecuacién (1.3) por el factor integrante se obtiene la solucion general

5
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dx
e o +2xe* =e* sent

i(eztx) —e%sent
dt
e%'x = Iez‘ sen tdt

x(t) = % (2sent —cost) +ce™

1
usando la condicion inicial X(0) =0, encontramos C = c
Por lo tanto, la solucion especial es
1 1
X(t) = g(Zsent—cost) + ge‘” .

Modelo de Malthus

En un modelo poblacional, denotamos p(t) la poblaciéon de una determinada especie

en el momento t. Siguiendo el enfoque de T.R. Malthus (1766 - 1834), se parte de una

tasa constante de natalidad y y de mortalidad A por cada individuo de la poblaciéon y

por unidad de tiempo (Werner, 2003). Ademas, se asume que el cambio en el nimero

de poblacion durante un intervalo de tiempo At desde t hasta t+ At se rige por
p(t+At) = p(t) + Ap(t)At

asumiendo

se obtiene

p(t+At) - p(®)
At

= Ap(t)
a medida que At — 0, la ecuacion diferencial

dp

—({t)=Ap(t

ot (t)=1p(t)

con la solucion p(t) = p,e*“™, bajo la condicion inicial p(t,) = p,dada.

6
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Si se conoce el tiempo T en el que la poblacion se duplica, se puede inferir la tasa de

crecimiento A basandose en el modelo de crecimiento de Malthus. Esto se debe a que
poe/l(HT_tO) =pt+T)=2p(t)=2 poem_%)

se obtiene

El modelo matematico se desenvuelve grandemente en relacion al crecimiento
poblacional, generalmente se puede aproximar con este modelo solo durante periodos

cortos de tiempo (Brauer & Castillo-Chavez, 2012).

Caso 3. Segln la historia de los censos (INEI, 2020) realizado en el Perq, se tiene:

Tabla 1
Censo poblacional en el Perui
Censos Afio Poblacion

I Censo de Poblacién 1836 1 873 736
IT Censo de Poblacion 1850 2001 203
IIT Censo de Poblacion 1862 2487916
IV Censo de Poblacion Republicano 1876 2 699 105
V Censo de Poblacion 1940 7023 111
VI Censo de Poblacion, I de Vivienda y I 1961 10 420 357
Censo Agropecuario
VII Censo de Poblacion y II de vivienda 1972 14 121 564
VIII Censo Nacional de Poblacion y el III de 1981 17762 231
Vivienda
IX Censo Nacional de Poblacion y el IV de 1993 22 639 443
Vivienda

7
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X Censo Nacional de Poblacion y V de 2005 27219 264
Vivienda

XI Censo de Poblacion y VI de Vivienda 2007 28 220 764
XII Censo de Poblacion y VII de Vivienda y 2017 31237385

IIT de Comunidades Indigenas

Nota de prensa N°115-2022 (INEI) 2022 33396 700

El censo poblacional en Peri es un proceso exhaustivo de recopilacion de datos
demograficos que se realiza a intervalos regulares para obtener una imagen precisa y
actualizada de la poblacion en el pais (Requena, 2021). Estos censos son
fundamentales para la planificacion gubernamental, la asignacion de recursos y la toma

de decisiones en diversas areas, como la educacion, la salud, la vivienda y la economia.

A lo largo de la historia, Pert ha llevado a cabo varios censos poblacionales, y cada
uno de ellos ha proporcionado una instantdnea detallada de la poblacion en ese
momento. Estos censos registran informacion crucial, como la distribucion de la
poblacion por edades, género, ubicacion geografica y caracteristicas socioecondomicas.

También recopilan datos sobre la vivienda y las condiciones de vida de las personas.

El censo es una herramienta esencial para el gobierno y otros organismos, ya que
permite la identificacion de tendencias demograficas, la asignacion de recursos de
manera mas eficiente y la formulacién de politicas puiblicas basadas en datos solidos.
Ademés, los resultados de los censos son una referencia importante para el disefio de
programas sociales, el seguimiento del crecimiento de la poblacion y la evaluacion de

las necesidades de la sociedad.

La tasa de crecimiento poblacional se refiere a la velocidad promedio de aumento
anual de la poblacion en un periodo de tiempo determinado, que representa el cambio
en la poblacion durante ese periodo y se expresa como un porcentaje de la poblacion
al final de un afio con respecto a la poblacion inicial en ese mismo afio. Mientras que
el desarrollo humano se define como un proceso que amplia las oportunidades para las
personas, este concepto se deriva de la idea de desarrollo como la expansion de las
capacidades humanas. El economista Amartya Sen formuld esta nocion y se basé en

la “teoria de la justicia” de John Rawls. Los valores del Indice de Desarrollo Humano

8
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se dividen en tres niveles: alto, mediano y bajo, seglin sus rangos respectivos (Vera &

Solis, 2020).

El modelo de crecimiento poblacional de Malthus es uno de los modelos clédsicos de
crecimiento poblacional (Tong ef al., 2020), el crecimiento demografico calculado por
este modelo es infinito, pero el equilibrio entre la poblacion y los recursos sociales se
altera después de un periodo de crecimiento demografico ilimitado, las oscilaciones
periddicas observadas en los seres vivos pueden estar determinados no solo por
influencias externas sino también por las propiedades internas del propio sistema de
poblacion (Frisman ef al., 2021), a esto se suma las limitaciones del sistema
alimentario que sustentan el crecimiento de la poblacion que implican la gestion de
recursos naturales y la productividad agricola (Tomiyama et al., 2020), es decir una

vida activa y saludable que resulta ser un desafio para la humanidad a nivel mundial.
1.1.2 Ecuacion diferencial lineal de segundo orden
Una ecuacion diferencial lineal de segundo orden tiene la forma

X"+ pt)x+q(t)x = f(t) (1.4)
donde p(t), q(t) y f(t) son funciones dadas (Henner et al., 2023).

La ecuacion (1.4) se considera no homogénea; sin embargo, si f (t) =0 para cualquier

valor de t, se convierte en una ecuacion homogénea
X"+ p)x'+q(t)x=0 (1.5)
Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes constantes
La ecuacion (1.4), en la cual los coeficientes p(X) y g(X) son constantes
X"+ px'+gx = f(x) (1.6)

se denomina ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes

(EDLQ).
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Ecuacion homogénea

La ecuacion (1.6), en el cual f(X) es nulo
X"+ px'+gx=0. (1.7)

se denomina ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes

(EDLHC) (Desjardins & Vaillancourt, 2011).

Aqui, consideramos la ecuacion homogénea (1.7) y enunciamos una proposicion,
como es habitual, cualquier funcién que esté libre de parametros arbitrarios y que

satisfaga la ecuacion. (1.7) se llama solucion particular (Henner ef al., 2023).

Proposicion 1.1

Sea X (t) y X,(t) sean dos soluciones particulares cualesquiera de la ecuaciéon

homogénea (1.7). Entonces
x(t) = C1X1(t) +C,X, (t)

donde C, y C, son dos constantes arbitrarias, también es una solucion de esta

ecuacion.

Solucion de la EDLHC

. , . [ . kit
1. Si las raices de la ecuacion caracteristica son reales y distintas, entonces X, (t) =€

y % (t)= ' son dos soluciones particulares linealmente independientes de (1.6), por
lo tanto

X(t) =C,e +C,e
es la solucion de la ecuacion (1.6).
2. Si las raices de la ecuacion caracteristica son complejas K, = %if, entonces la
solucion general de (1.6) es:

x(t) =e“ (C,cos St +C, sen ft)

donde los coeficientes C, y C, son reales.

10

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
I —



UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO TESIS EPG UNA - PUNO

Repositorio Institucional

Caso 4. Determinar la solucion de

d?x  dx
4—"4+4—+17x=0; x(0)=-1, x'(0)=2 1.8
m i (0) (0) (1.8)

La ecuacion caracteristica de la ecuacion (1.8) esta dado por

42° +42+17=0

de donde
1 .. 1 .
=——+2 =——-2I
h=—st2y h=-3

por lo tanto, la solucion general de la ecuacion (1.8) esta dado por

-t/2

X(t)=ce "“(c,cos2t +c,sen2t).

Luego, evaluando las condiciones iniciales X(0)=—-1y x'(0) =2 se tiene
—-t/2 3
x(t) =e " (—cos2t + Zsen 2t).

Modelo Quarter-Car

Segun Soomro et al. (2019) el vehiculo se representa mediante un modelo de cuarto
de vehiculo (QCM) debido a su idoneidad para evaluar el rendimiento de los frenos en
diversas condiciones y tipos de carreteras, asi como para poner a prueba el sistema
antibloqueo de frenos (ABS). Este modelo del vehiculo también incorpora la
deceleracion aerodinamica, que estd influenciada por el area frontal y la forma del
vehiculo. Una cuarta parte de la deceleracion total se asigna, ya que esta se divide entre
los cuatro neumaticos, y estamos enfocandonos en la modelizacion de un solo
neumadtico. El modelo de la rueda se considera por separado, y se miden las
velocidades tanto del vehiculo como de la rueda. Estas dos velocidades se emplean
para calcular la relacion de deslizamiento, un pardmetro fundamental para el disefio
del sistema ABS. Para calcular el coeficiente de adherencia, se utiliza una férmula que
toma en cuenta la velocidad del vehiculo, la relacion de deslizamiento y los pardmetros

que describen el estado de la carretera.
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El modelo completo se somete a pruebas mediante la aplicacion de una tension
constante y se controla a través de un sencillo controlador proporcional, integral y
derivativo (PID) con el proposito de mantener la relacion de deslizamiento en un valor

optimo (Jain et al., 2020).

El modelamiento matematico para el Quarter-Car (1/4 parte del vehiculo) consiste en

el analisis del modelo representado en la Figura 2 (Silva, 2014).

Caso 5. Asumiendo las siguientes condiciones:

* No se contempla la geometria de la suspension.

* No considera componentes de la suspension.

*  Los parametros son tratados linealmente.

* No se contempla los efectos de algunos componentes elastometricos.

* En el neumatico se considera el amortiguamiento.

»  Se considera la excitacion desde el suelo, luego F,, y F,, son iguales a cero.

*  No se considera el desplazamiento relativo entre el neumatico y la carretera.

Figura 1. Sistema de automovil (Autosblogmexico)
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Los elementos basicos de todo el sistema mecdnico son la masa, el resorte y el

amortiguador.

|F
€Ty
Masa suspendida mq
Suspensién activa 1 l C1
o
Masa no suspendida Mo
Neumatico !’Cz g L1r| C2 Z

Figura 2. Modelo Quarter-Car con sistema de suspension activa
Fuente: (Narendra et al., 2022)

Utilizando el concepto de diagrama de cuerpo libre (DCL) y la segunda ley de Newton
del movimiento mostrada en la ecuacion (1.9), y al sustituir las ecuaciones (1.10) y

(1.11) en (1.9), se obtienen las ecuaciones (1.12), (1.13) y (1.14) del movimiento.

> F=ma (1.9)
Fuerza del resorte = —kx (1.10)
Fuerza de amortiguamiento = —cx' (1.11)
myX, " =—C, (% =%, ) =k (X, = X,) (1.12)
m,X, " =¢ (X, "= X, ) +K (X, =) +C, X, "+ K, X, (1.13)
m,X, "=C,2'+ K,z —C, (% "= X, ) =Kk (X, = %) (1.14)

Los valores de las especificaciones del sistema de suspension y la masa se muestra a

continuacion:
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Tabla 2

Especificaciones del sistema de suspension y la masa del vehiculo

Parametros Especificaciones
m, 2500 kg
m, 320 kg
k, 80000 N /m
K, 500000 N /m
b, 350 N-s/m
b, 15020 N-s/m

Fuente: (Tilbury et al., 1998)
1.1.3 Ecuacion diferencial de orden superior

Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior con coeficientes

constantes

Una ecuacion diferencial expresada como

a x® () +a,_x"V(t)+---+ax"(t) +ax'(t) +ax(t) = H(t) (1.15)

donde 3 €R, Vi=0,n-1, a, eR*y H:l cR— R una funcion definida en |, se
denomina ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden superior con coeficientes

constantes (Kaisserli, 2020).

Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior homogénea con

coeficientes constantes

Las ecuaciones diferenciales de la forma

ax®(t)+a _x"V)+--+ax"(t)+ax'(t)+axt)=0 (1.16)

14

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesic
I



UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO TESIS EPG UNA - PUNO

Repositorio Institucional

se denominan ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

homogénea con coeficientes constantes.

Caso 6. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial

2 ., 145 |
+—X"+—X+x=0
3 9

X
(1.17)

x(0)=1,x'(0)=2,x"(0)=-1
La ecuacidn caracteristica asociada es

13+§/12 +%i+1=0.

La solucion general de la ecuacion diferencial serd de la forma
X(t)=Ce* +C,e” +Ce™
dondeC,, C, y C; son constantes determinadas por las condiciones iniciales.

Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior no homogénea con

coeficientes constantes

Son las ecuaciones dadas en (1.14) de la forma
a XV (t)+a, X V() +-+ax"(t) +ax'(t)+axt) =H () (1.18)

La solucion general de esta ecuacion se puede escribir como una solucion particular y
una solucion asociada a la ecuacion homogénea, que detallamos en el siguiente

teorema.

Teorema 1.1 Una solucion general de la ecuacion no homogénea (1.18) se puede

escribir en la forma (Faria de Souza, 2018)
X(t) = %, () + X, (1)
donde

X, (£) = €% (8) + €%, (1) -+ €, X, (1)
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es la solucion general de la ecuacion diferencial (1.16) y X, (t) es la solucion particular

de la ecuacion no homogénea (1.18).

El método de coeficientes indeterminados calcula una solucion particular Xp(t) que
depende de la parte no homogénea, es decir, depende de H(t), entonces se puede
asumir que la ecuacion particular es X (t)=aH(t) y reemplazando en la ecuacion

diferencial se obtiene el valor de « .

Caso 7. Determinar la solucién diferencial de orden superior propuesto por (Xue,

2022)

X 45X "+ 9xX "+ 7X '+ 2X = 4 cos(t) +sen(t)
(1.19)

x(0) =1, x'(0) =-2, x"(0) =-2,x"(0) =0

La ecuaciéon homogénea asociada es

A*+52+92° +71+2=0

(A1+1)°(A1+2)=0
se obtiene las raices A =—1(multiplicidad3)y A =-2.
Luego, la solucion de la ecuacion diferencial homogénea es
x (t)=ce™ +cet+cte +c,te.

Ahora, encontramos la solucion particular

X, = Acost+Bsent
x'p =—Asent + Bcost

x; =—Acost—Bsent

xp = Asent — Bcost

xg“’ = Acost + Bsent

Reemplazando en la ecuacién (1.19) se tiene
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Acost+Bsent+5(Asent —Bcost)+9(—Acost —Bsent)+7(—Asent + Bcost)
+2(Acost+Bsent) =4cost +sent

(—6A+2B)cost+(—2A—-6B)sent =4cost +sent

de donde
—-6A+2B=4
—2A-6B=1
. : 13 1 . .
resolviendo el sistema A= >0 y B= 20 entonces la solucion particular es

X, (t) :—Ecost+isent
20 20

y la solucion complementaria es
-2t ~t —t 24—t 13
X(t)=ce ™ +c,e” +cite” +c,te” ——cost+—sent
20 20

evaluando las condiciones iniciales

c,+C _33

1 2 20
41
-2C,—C,+C, =——
1 2 3 20

4c, +c, —-2¢c,+ 2¢, =2—g

—-8¢, —¢, +3c; —6¢, :2_10

resolviendo el sistema

c,=62/5,c,=-43/4,¢c,=12 y c,=-35/4.

Por lo tanto, la solucion general es

62 o 43 3.

X(t)=—e* ——e ' +12te”" - -« 13
5 4 4

1
—cost+—sent.
20 0

e
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1.1.4 MATLAB/Simulink

El software MATLAB (Laboratorio de matrices) fue creado a fines de la década de
1970 por Cleve Moler, y en 1984 Moler, Jack Little y Steve Bangert fundaron la
empresa ‘Mathworks’ especializada en calculo matematico, ademas de MATLAB esta
empresa tiene otro software asociado denominado Simulink, que es una herramienta
para modelar, simular y analizar sistemas dinamicos (Universidade Federal do Espirito

Santo, 2022).

Simulink es un paquete de software que permite modelar, simular y analizar sistemas
dindmicos, soporta sistemas lineales y no lineales, modelados en tiempo continuo,

tiempo discreto o un hibrido de los dos.

La simulacion de un sistema dindmico a través de Simulink implica un proceso de dos
etapas. En primer lugar, el usuario desarrolla un diagrama de bloques utilizando la
interfaz de modelado de Simulink. Este diagrama representa visualmente las relaciones
matematicas que existen en el sistema, incluyendo las dependencias en el tiempo entre
las variables, las entradas, los estados y las salidas. Luego, el usuario instruye a
Simulink para que realice la simulacién del sistema modelado, determinando un

tiempo de inicio y un tiempo de finalizacion especificos para la simulacion.

Simulink contiene bibliotecas especializadas para realizar las simulaciones (Karris,

2006; Herman, 2020; Eshkabilov, 2020) que se presenta a continuacion.
a) Biblioteca de operaciones matematicas

En el grupo de bibliotecas de Simulink contiene el grupo de operaciones matematicas,

describiremos la funcidon de cada uno de ellos.

18

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesic
I



| NACIONAL DEL ALTIPLANO TESIS EPG UNA - PUNO

Repositorio Institucional

A+ Ao lup e
) |“| s )a > )u A ¥ ) ut0o b >{ju> >_Lllr| b
Abs Add Algebraic Constraint Assignment Bias Complex to Complex to
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Divide Dot Product Find Nonzero Gain Magnitude-Angle Math Matrix
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Vector Weighted
Concatenate Sample Time
Math

Figura 3. Operaciones matematicas de Simulink

Abs. Representa una operacion que calcula el valor absoluto de una sefial de entrada.

El bloque agregar (Add). El bloque ‘Agregar’ realiza operaciones de suma o resta,

de escalares o entradas vectoriales, los caracteres (+), (=) y (||) indican operaciones

a realizar en las entradas.

Bias. Es un bloque que se utiliza para agregar un valor de sesgo o desplazamiento
(offset) a una senal de entrada. Este bloque realiza una operacién simple de suma,
donde suma la sefial de entrada con un valor constante o una sefial de control ajustable,

que se especifica en los pardmetros del bloque.

Complex to Real-Imag. Es un bloque que se utiliza para descomponer una sefal

compleja en sus partes real e imaginaria.

Divide. Realiza la operacion de division entre dos niimeros o sefiales. Esto es Util en

situaciones en las que es necesario dividir dos cantidades y observar como cambia una

sefial en funcion de la otra.
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Dot Product. El bloque de producto escalar calcula el producto punto (dot product)
de dos vectores. Es ttil para determinar la similitud o relaciéon direccional entre dos

sefiales.

Find Nonzero Elements. Este bloque identifica los indices de elementos no nulos en
un vector o matriz. Es til cuando deseas conocer la ubicacion de valores distintos de

cero en tus datos.

El bloque ganancia (Gain). El bloque ‘Ganancia’ multiplica la entrada por un valor

constante (ganancia).

Matrix Concatenate. Combina matrices o arreglos en una unica matriz mas grande.

Esto es ttil para unir diferentes conjuntos de datos o sefiales en una sola estructura.

Minmax. El bloque Minmax calcula los valores minimo y maximo en un vector o

matriz. Esto es fundamental para determinar los extremos de un conjunto de datos.

Permute Dimensions. Reordena las dimensiones de una matriz o arreglo. Esto puede

ser util para cambiar la organizacion de los datos segun tus necesidades.

Polynomial. Representa y realiza operaciones con polinomios en expresiones
matematicas. Este bloque es util para trabajar con ecuaciones polindmicas en el

modelado de sistemas.

El bloque producto (Product). El bloque ‘Product’ realiza la multiplicacion o

divisidn de sus entradas.

Producto of Elements. Calcula el producto de todos los elementos en un vector o

matriz. Esto es Util en calculos de productos acumulativos.

Reciprocal Sqrt. Calcula la raiz cuadrada reciproca de un valor. Es ttil para realizar

operaciones inversas a la raiz cuadrada.

Reshape. Cambia las dimensiones de un arreglo sin modificar los datos. Puede ser util

para ajustar la estructura de los datos para que se ajuste a las necesidades de tu modelo.

Rounding Function. Redondea nimeros al entero mas cercano o a un nimero decimal

especifico. Esto es util en situaciones donde se requiere redondear valores.
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Sign. Determina el signo de un nimero (positivo, negativo o cero). Es util para realizar

analisis basados en el signo de una senal.

Signed Sqrt. Calcula la raiz cuadrada de un valor manteniendo el signo original. Esto

es util para preservar la informacion sobre la polaridad en calculos de raices cuadradas.

El bloque ganancia deslizante (Slider Gain). El bloque ‘Slider Gain’ se usa para
variar una ganancia escalar durante una simulacion. El valor predeterminado para la

parte inferior limite es 0, y el valor predeterminado para el limite superior es 2.

Slider Gain. Este bloque proporciona un control deslizante que ajusta la ganancia o el

factor de escala de una senal. Es util para realizar ajustes interactivos en el modelo.

Sqrt. Calcula la raiz cuadrada de un valor. Esto es util en una amplia gama de

aplicaciones, desde procesamiento de sefiales hasta analisis matematicos.

Squeeze. Elimina dimensiones singleton de un arreglo o matriz. Esto ayuda a

simplificar la estructura de los datos.

Subtract. Realiza la operacion de resta entre dos numeros o sefiales. Es fundamental

para calcular diferencias entre variables.

El bloque suma (sum). Simulink proporciona bloques de suma y resta que permiten
realizar operaciones matematicas basicas de adicion y sustraccion. Estos bloques son

fundamentales para combinar sefiales y variables en un modelo.

Sum of Elements. Suma todos los elementos en un vector o matriz. Esto es ttil para

calcular la suma total de un conjunto de datos.

Trigonometric Function. Incluye operaciones matematicas trigonométricas como
seno, coseno y tangente. Estos bloques son fundamentales en aplicaciones que
involucran oscilaciones y ondas. La salida del bloque es el resultado de la operacion
de la funcion en la entrada o entradas. El nombre de la funcion aparece en el bloque.
Si seleccionamos la funcion atan2, el bloque muestra dos entradas. La primera entrada

(superior) es el eje ¥ o la parte compleja del argumento de la funcion. El segundo,

entrada (inferior) es el eje X o la parte real del argumento de la funcion.

Unary minus. Niega un numero o sefial. Es util para cambiar el signo de una variable.
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Vector Concatenate. Combina multiples vectores en un unico vector mas largo. Esto

es util para unir datos en diferentes direcciones.

Weighted Sample Time Math. Realiza operaciones matematicas con tiempos de
muestreo ponderados en modelos de Simulink. Es importante para considerar la
variacion en los tiempos de muestreo en sistemas de control y procesamiento de

senales.

El bloque vector concatenante (Vector Concatenate). El bloque ‘Vector
Concatenate’ es un caso especial del bloque ‘Matrix Concatenate’ donde el bloque
funciona en modo de concatenacién vectorial, modo de concatenacidon matricial
horizontal o modo vertical Modo de concatenacion de matrices. En el modo de
concatenacion vectorial, todas las sefiales de entrada deben estar en cualquier fila
vectores (matrices) o vectores columna (matrices) o una combinacion de vectores y

vectores fila o columna. La salida es un vector si todas las entradas son vectores.

Operaciones Logicas. Los bloques de operaciones l6gicas, como AND, OR y NOT,
permiten realizar operaciones booleanas en sefiales. Estos bloques son utilizados en

lo6gica de control y sistemas de decision.

b) Biblioteca de Sources (fuentes)
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Figura 4. Sources de Simulink

Band-Limited White Noise. Genera ruido blanco limitado en banda. Esto es 1til para

simular perturbaciones o ruido en sistemas de control o comunicacion.

Chirp Signal. Genera una sefial de ‘chirp’, que es una sefial cuya frecuencia varia de
manera lineal con el tiempo. Es cominmente utilizada en aplicaciones de radar y

telecomunicaciones.

El bloque Reloj (Clock). El bloque ‘Clock’ genera el tiempo de simulacion actual en
cada paso de simulacion. Este bloque es ttil para otros bloques que necesitan el tiempo

de simulacion.
El bloque Constante (Constant). Genera valor constante.

Counter Free-Running. Cuenta eventos de forma continua, sin limite superior. Puede

ser util para llevar un seguimiento de eventos o ciclos en un modelo.

Counter Limited. Cuenta eventos hasta alcanzar un valor limite especificado. Util

cuando necesitas contar un nimero especifico de eventos.
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Digital Clock. Genera una senal de reloj digital con un periodo fijo. Puede ser utilizado

para sincronizar eventos en un sistema.

Enumerated Constant. Define constantes con etiquetas o valores enumerados para
su uso en el modelo. Esto puede hacer que los modelos sean mas legibles y faciles de

entender.

From File. Lee datos o sefiales desde un archivo en disco. Util cuando deseas usar

datos externos en tu simulacion.

From Spreadsheet. Importa datos desde una hoja de calculo o una tabla. Permite la

incorporacion de datos estructurados en el modelo.

From Workspace. Importa datos o senales desde el espacio de trabajo de MATLAB.
Util para utilizar variables y datos generados en MATLAB.

Ground. Representa una conexion a tierra en el modelo. A menudo se utiliza para

establecer una referencia de voltaje o potencial.

In Bus Element. Define un elemento en una sefial de bus. Esto es util en modelos con

sefales de bus complejas.
El bloque In1. Crea puerto de entrada para subsistema o entrada externa.

Pulse Generator. Genera pulsos o sefiales de pulso. Util en aplicaciones de control y

logica.

Ramp. Genera una sefial de rampa, que es una funcion lineal con respecto al tiempo.

Puede modelar cambios lineales en una variable.

Random Number. Genera nimeros aleatorios dentro de un rango especificado. Util

para simular la aleatoriedad en sistemas.

Repeating Sequence. Genera una secuencia que se repite a intervalos regulares. Util

para modelar patrones repetitivos.

Repeating Sequence Interpolated. Genera una secuencia interpolada que se repite.

Util cuando se necesita una interpolacion entre puntos repetidos.
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Repeating Sequence Stair. Genera una secuencia de escalones que se repite. Util para

modelar escalones en una sefial.

Signal Builder. Permite definir sefales personalizadas a partir de segmentos de sefial.

Es util para definir sefiales complejas y personalizadas.

Signal Editor. Permite la edicion de sefiales de entrada durante la simulacion. Util

para realizar cambios en las sefiales en tiempo real.

Signal Generator. Genera sefiales de prueba, como senoidales, cuadradas o

triangulares. Es util para aplicaciones de pruebas y verificacion.

El bloque onda sinusoidal (Sine Wave). Genera una onda sinusoidal utilizando el

tiempo de simulacion como fuente de tiempo.

Step. Es un bloque utilizado para generar una sefial de escaléon en un modelo de

simulacién.

Uniform Random Number. Genera nimeros aleatorios uniformemente distribuidos.

Util para modelar aleatoriedad de manera uniforme.

Waveform Generator. Genera sefiales de forma de onda personalizadas. Es util

cuando se necesita una forma de onda especifica en la simulacion.

¢) Biblioteca Continuous
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Figura 5. Continuous de Simulink
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Derivative. Calcula la derivada de una sefial con respecto al tiempo. Esto es util para

modelar la tasa de cambio de una variable.

Descriptor State-Space. Representa un sistema dindmico en el espacio de estados con
una representacion de espacio de estados de tipo descriptor. Esto es util para modelar

sistemas en este formato especifico.

El bloque Integrador (Integrator). El bloque integrador integra su entrada y se
utiliza con sefiales de tiempo continuo. Como se muestra en el cuadro de dialogo
Parametros de configuracion que se muestra después de seleccionar el bloque
Integrador y haciendo clic en Simulacion en la ventana del modelo, podemos usar
diferentes integraciones numéricas métodos para calcular la salida del bloque

integrador.

Integrator Second-Order. Integra una sefial una vez en el tiempo. Esto puede ser
utilizado para simular acumulaciones de datos o para modelar sistemas de segundo

orden.

Integrator, Second-Order Limited. Similar al bloque anterior, pero con limitacion

en el rango de integracion. Util cuando se necesita limitar la acumulacion de datos.

Integrator Limited. Integra una sefial en el tiempo con un limite superior e inferior.

Util para controlar la acumulacién de datos.

PID Controller. Implementa un controlador proporcional-integral-derivativo (PID).
Es ampliamente utilizado en sistemas de control para mantener una variable de proceso

en un valor deseado.

PID Controller (2DOF). Similar al PID Controller, pero con opciones adicionales
para control de feedforward y retroalimentacion. Proporciona un control mas

avanzado.

State-Space. Representa un sistema en el espacio de estados utilizando ecuaciones de

estado. Es una forma general de describir sistemas dinamicos.

Transfer Function. Representa un sistema en el dominio de la frecuencia utilizando
una funcidon de transferencia. Es comun en el andlisis de sistemas de control y

procesamiento de sefiales.
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Transfer Fen. Este bloque se utiliza para modelar sistemas dindmicos lineales en el

dominio de la frecuencia a través de funciones de transferencia.

Transport Delay. Introduce un retraso en una sefial de entrada. Es 1til para modelar

retardos en sistemas de control.

Variable Time Delay. Introduce un retraso variable en una sefial de entrada. Esto

permite modelar retardos que cambian con el tiempo.

Variable Transport Delay. Similar al bloque anterior, pero con un enfoque en retrasos

variables.

Zero-Pole. Representa un sistema en términos de sus ceros y polos. Esto es util en

analisis de sistemas de control.

d) Biblioteca Sinks
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Figura 6. Sinks de Simulink

Display. Muestra datos o mensajes en una ventana de visualizacion durante la
simulacion. Es util para ver resultados intermedios o informacion importante mientras
se ejecuta el modelo. El bloque de ‘Display’ se usa para mostrar valores especificos de

sefiales durante una simulacion en el diagrama de Simulink.

Floating Scope. Un osciloscopio flotante que permite visualizar sefiales en tiempo real
durante la simulacion. Es util para monitorear sefiales en tiempo real y analizar su
comportamiento. Es un bloque o herramienta que se utiliza para visualizar y
monitorear datos en tiempo real durante una simulacion. A diferencia de un ‘Scope’
(osciloscopio) regular en Simulink, que se muestra como una ventana separada, el
‘Floating Scope’ aparece como una ventana flotante que se superpone en la parte
superior del modelo de Simulink. Esto te permite mantener una vista en tiempo real de

las sefiales que deseas monitorear sin tener que cambiar entre ventanas o pestafias.
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Out Bus Element. Define un elemento en una sefial de bus que permite extraer una
parte especifica de una sefial de bus. Util cuando deseas acceder a componentes

especificos de una senal de bus.

El bloque Salida (Outl). Es un bloque que se utiliza para extraer una seiial especifica
del modelo y dirigirla a una salida que puede ser utilizada para propositos de
visualizacién o analisis. Este bloque suele utilizarse para seleccionar una sefal
particular de un modelo complejo y dirigirla a un Scope (osciloscopio) o a otro bloque

de visualizacion.

El bloque Scope. El bloque ‘Scope’ muestra su entrada con respecto al tiempo de
simulacion. El bloque ‘Scope’ puede tener multiples ejes (uno por puerto), pero todos
los ejes tienen un rango de tiempo comun con ejes e independientes. El alcance nos
permite ajustar la cantidad de tiempo y el rango de valores de entrada mostrados.
Podemos mover y cambiar el tamafio de la ventana de alcance y podemos modificar
los valores de los parametros del alcance durante la simulacion. Al final de la
simulacion, Simulink transmite datos a los osciloscopios conectados, pero no abre
automaticamente las ventanas de Scope. La(s) senal(es) se mostrard(n) cuando

hagamos doble clic en el bloque ‘Scope’ después de la terminacion de la simulacién.

Stop Simulation. Detiene la simulacion en un momento especifico o en respuesta a

una condicion dada. Es til para controlar cudndo finaliza la simulacion.

Terminator. Define el final de una seiial en un modelo de Simulink. Puede utilizarse

para terminar sefales que no se utilizan o para representar el final de una linea de sefial.

To File. Guarda datos o sefiales en un archivo en disco durante la simulacidon. Esto es

util para registrar resultados o guardar informacion importante.

To Workspace. Envia datos o sefales al espacio de trabajo de MATLAB para su
posterior andlisis o procesamiento. Puede ser util cuando necesitas utilizar los

resultados de la simulacion en scripts o funciones de MATLAB.

XY Graph. Es un bloque que se utiliza para visualizar datos bidimensionales. Puedes
utilizar este bloque para crear un grafico que muestre como una variable (generalmente
en el eje X) estd relacionada con otra variable (en el eje Y) a medida que cambian con

el tiempo o en funcién de algin parametro.
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1.2 Antecedentes

Los antecedentes en nuestra investigacion se presentan en funcion de la limitada

disponibilidad de investigaciones directamente relacionadas con el tema de estudio.

Simulink es un entorno de programacion grafica de alto nivel basado en MATLAB,
disefiado para modelar, simular y analizar sistemas dindmicos (Boll et al., 2021). Este
software genera archivos con la extension .mdl y es ampliamente utilizado en ingenieria
en diversas ramas, como el procesamiento de imagenes. En particular, tiene aplicaciones

significativas en campos biomédicos, telecomunicaciones y otros.

Esta investigacion, se origind a raiz del trabajo de Hamdi & Hussein (2018), que se
propusieron resolver ecuaciones diferenciales multivariables de cualquier orden
utilizando MATLAB/Simulink, emplearon esta herramienta para simular en un ordenador
analogo y abordar una variedad de ecuaciones diferenciales, incluyendo las de primer,
segundo y tercer orden. La resolucion se basd en la utilizacion de componentes de
Simulink como integradores, diferenciadores, sumadores, relojes y ganancias. El
proyecto aprovechd las capacidades de MATLAB/Simulink para resolver estas
ecuaciones de manera eficiente y grafica, permitiendo la modificacion de los pardmetros
de los sistemas y la observacion visual de los resultados. Los investigadores resaltaron la
relevancia de representar sistemas del mundo real mediante ecuaciones diferenciales y
como esta herramienta simplificd el proceso. Ademads, se mencion6 la resolucion de

ecuaciones de primer y segundo orden como ejemplos concretos en la investigacion.

En el desarrollo del primer proceso, identificamos el estudio de la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias y la demostracion del teorema de existencia y unicidad para las
soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y segundo orden,
asimismo el desarrollo de métodos de resolucion y aplicaciones como variacion de
temperatura de un cuerpo, decaimiento radiactivo, caida de cuerpo libre, modelo
poblacional de Malthus, modelo de deteccion de diabetes entre otros, modelados
directamente con las ecuaciones diferenciales ordinarias con un enfoque tradicional (Da

Silva, 2020).

Rech (2021) en su tesis de maestria estudio las ecuaciones diferenciales ordinarias, para
lo cual primeramente presenta la definicion de la EDO de primer orden y sus técnicas de

resolucion, como la de ecuacion homogénea, de forma general por el factor integrante y
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de las ecuaciones de variables separables; a su vez, presenta aplicaciones del modelo
Malthusiano, modelo Verhulst, disoluciones de soluciones y otros. En la secuencia aborda
la EDO de segundo orden, presentando definiciones y teoremas que aseguran la existencia
y la unicidad de la solucion del problema de valor inicial (PVI), da énfasis en la resolucion
de las EDOs de segundo orden como el método de variacion de pardmetros y el método
de la reduccion de orden. Ademas, presenta aplicaciones entre ellas, la caida de cuerpos,
movimiento de proyectiles, movimiento en planos inclinados, movimiento de un cohete
y otros; finaliza con una propuesta de aplicacion que consiste en estudiar el crecimiento

poblacional de Brasil y de la ciudad del Rio do Sul con base en el modelo Malthusiano.

Silvestro (2021) en su tesis se enfoca en abordar los desafios del disefio de sistemas
electronicos altamente integrados en un solo chip (SoC) utilizando MATLAB/Simulink
como plataforma principal, destaca la complejidad inherente al proceso de disefio y
propone una solucidon que involucra la perspectiva de alto nivel de abstraccion, con
especial énfasis en la importancia del tiempo de comercializacion en el disefio de
productos; presenta y explora la implementacién de ForSyDe en MATLAB/Simulink,
resaltando la utilidad de estas herramientas de simulacién bien establecidas en la
industria, profundiza en la comparacion entre la implementaciéon en Haskell y la
implementacion en Simulink, destacando los limites y oportunidades especificos de esta
ultima. La evaluacion se realiza con un modelo de aplicacion especifico, concluyendo
que, Simulink muestra eficiencia en tiempo de ejecucion y consumo de memoria, presenta

limitaciones en expresividad al integrar ForSyDe-Shallow.

Escobar et al. (2020) en su articulo se centra en la aplicacion de la metodologia
documental para investigar y comprender los mecanismos de funcionamiento de motores
eléctricos, tanto de corriente directa como de corriente alterna. La investigacion se enfoca
en la aplicabilidad de la programacion simulada mediante el software
MATLAB/Simulink, que combina aspectos matematicos y graficos para la comprension
del comportamiento de motores eléctricos de induccion. Su objetivo fue la busqueda de
la optimizacién en eficiencia energética en estos motores. Aqui se destaca la importancia
de la simulacion en MATLAB/Simulink como una herramienta valiosa para comprender
y analizar el funcionamiento de motores eléctricos, tanto en un nivel tedrico como
experimental. Ademads, se menciona que las simulaciones pueden reemplazar las pruebas
basicas de laboratorio, ya que los resultados simulados muestran un porcentaje de error

favorable en comparacion con los resultados experimentales.
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CAPITULO I
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
2.1 Identificacion del problema

La génesis de las ecuaciones diferenciales son las leyes de equilibro de ciencia e
ingenieria (Mehta et al., 2022), aparecen en muchas aplicaciones en matematica pura y
aplicada, fisica, biologia, quimica, astronomia, medicina, ingenierias, economia y muchas
otras areas; en la actualidad, las ecuaciones diferenciales forman la base de los modelos
matematicos aplicados a la resolucion de problemas de la vida real que no se pueden
resolver directamente (Alam & Imdad, 2022). Las ecuaciones diferenciales ordinarias se
pueden resolver mediante varios métodos analiticos y numéricos, sin embargo un buen
numero de ecuaciones diferenciales que surgen en las aplicaciones son tan complicados
y no se pueden resolver analiticamente, esto significa que la solucion no puede expresarse
como la suma de un nimero finito de funciones elementales: polinomios, funciones
exponenciales, trigonométricas e hiperbdlicas (Zill, 2018) en este ambito de las
ecuaciones el software MATLAB/Simulink es una poderosa herramienta para resolver

ecuaciones diferenciales bajo condiciones iniciales.
2.2 Enunciados del problema
2.2.1 Problema general

(Como se realiza la simulacién de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
superior utilizando MATLAB/Simulink con aplicaciones a problemas reales en el
contexto de crecimiento poblacional, el modelo Quarter-Car y ecuaciones diferenciales

de tercer y cuarto orden?
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2.2.2 Problemas especificos

e Cual es la solucion de una ecuacion diferencial de primer orden utilizando
MATLAB/Simulink y cémo se aplica al crecimiento poblacional de Pert?

e ;Cual es la solucion de una ecuacion diferencial de segundo orden mediante
MATLAB/Simulink con énfasis en el modelo Quarter-Car?

e ;Como se obtiene la solucion de ecuaciones diferenciales de tercer y cuarto orden

utilizando MATLAB/Simulink?
2.3 Justificacion

En los ultimos 30 afios MATLAB y Simulink son herramientas de vanguardia en
computacion cientifica y simulacion de sistemas dindmicos, por ello es utilizado
extensivamente para el desarrollo basado en modelos y simulacion, un bloque elemental
recibe sefiales de entrada y calcula las sefiales de salida, los modelos de Simulink se
implementan en una amplia gama de industrias. Las ecuaciones diferenciales ordinarias
que aparecen en muchas aplicaciones pueden ser resueltas mediante el uso de MATLAB

y consecuentemente simulado en Simulink.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior desempefian un papel
fundamental en la descripcion y modelado de una amplia variedad de fendémenos
naturales y sistemas artificiales. Sin embargo, en muchos casos, estas ecuaciones carecen
de soluciones analiticas directas o son extremadamente dificiles de obtener, lo que limita
nuestra capacidad para comprender y predecir el comportamiento de sistemas complejos

en areas que abarcan desde la fisica y la biologia hasta la economia y la ingenieria.

La investigaciéon aborda esta limitacion crucial al aprovechar las capacidades de
simulacion computacional ofrecidas por el software MATLAB/Simulink. Este enfoque
permite la resolucion numérica eficiente y precisa de ecuaciones diferenciales de orden
superior, lo que resulta en una herramienta poderosa para la comprension y modelado de
sistemas dinamicos. Ademds, dada la amplia adopcion de MATLAB/Simulink en la
comunidad cientifica y en la industria, esta investigacion tiene el potencial de contribuir

significativamente al avance del conocimiento y la resolucién de problemas précticos.

Asimismo, esta investigacion es relevante en el contexto de la optimizacion y el disefio
de sistemas, ya que la capacidad de modelar y resolver ecuaciones diferenciales de orden

superior de manera efectiva es esencial para lograr la eficiencia y el rendimiento deseado
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en una amplia gama de aplicaciones, incluyendo el control de procesos y el diseno de
circuitos electronicos. Ademas de su impacto en la investigacion y el desarrollo
tecnologico, esta investigacion tiene implicaciones en la educacion, ya que proporciona
a estudiantes y profesionales las herramientas necesarias para abordar problemas del
mundo real de manera efectiva y promueve una comprension mas profunda de las
matematicas y la ciencia aplicada. Finalmente, cabe destacar que esta investigacion tiene
aplicaciones directas en la toma de decisiones informadas en diversas areas, como la
gestion de recursos naturales, la formulacion de politicas econdmicas y la planificacion

de proyectos de ingenieria.
2.4 Objetivos
2.4.1 Objetivo general

Simular la solucidon de las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior a

través del MATLAB/Simulink aplicado a problemas reales
2.4.2 Objetivos especificos

e Determinar mediante el software MATLAB/Simulink la solucion de una ecuacion
diferencial de primer orden con aplicaciones al crecimiento poblacional de Pert.

e Determinar mediante el software MATLAB/Simulink la solucién de una ecuacion
diferencial de segundo orden con aplicaciones al modelo Quarter-Car.

e Obtener la solucion de una ecuacion diferencial de tercer orden y cuarto orden

mediante el software MATLAB/Simulink.
2.5 Hipotesis
2.5.1 Hipotesis general

La utilizacién de MATLAB/Simulink permitira la simulacion efectiva de ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden superior para abordar problemas de crecimiento
poblacional, el modelo Quarter-Car y ecuaciones diferenciales de tercer y cuarto

orden.
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2.5.2 Hipotesis especificos

La simulacion de ecuaciones de primer orden en MATLAB/Simulink
proporcionara una herramienta eficaz para analizar y predecir el crecimiento
poblacional de Pert.

La aplicacion de MATLAB/Simulink a ecuaciones de segundo orden,
especificamente en el modelo Quarter-Car, permitird una mejor comprension y
resolucion de este tipo de problemas.

La utilizacion de MATLAB/Simulink en ecuaciones de tercer orden facilitara la

obtencion de soluciones precisas y practicas en situaciones especificas.
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CAPITULO III
MATERIALES Y METODOS
3.1 Lugar de estudio

La ejecucion de la investigacion se ha realizado en un entorno de trabajo flexible que se
adapt6 a las necesidades del proyecto. El lugar de investigacion se establecio en el
domicilio del tesista, donde se contaba con una computadora portatil implementada con
una licencia valida de MATLAB que fue una herramienta fundamental para el

procesamiento de datos, el andlisis estadistico y la modelizacion matematica.
3.2 Poblacion

En el contexto de esta investigacion, la poblacion de estudio se refiere a un conjunto
amplio y diverso de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. Esta eleccion se
fundamenta en la relevancia de este tipo de ecuaciones en el ambito de nuestro tema de
investigacion. Se considera que este conjunto abarca todas las ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales existentes, lo que permite una aproximacion exhaustiva a nuestro

estudio (Arias, 2012).
3.3 Muestra

En el contexto de esta investigacion, se considerd un conjunto especifico de ecuaciones
diferenciales, que incluy6 ecuaciones de primer orden de variables separables, ecuaciones
diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes, ecuaciones de tercer orden
con coeficientes constantes y ecuaciones de cuarto orden con coeficientes
indeterminados. Esta seleccion de ecuaciones fue relevante para nuestro enfoque de

simulacion. Para llevar a cabo esta investigacion, se utilizaron datos histéricos del censo

35

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesic
I



UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO TESIS EPG UNA - PUNO

Repositorio Institucional

nacional de Pera correspondientes a los afios 1836, 1850, 1862, 1876, 1940, 1961, 1972,
1981, 1993, 2005, 2007, 2017 y 2022.

3.4 Método de investigacion

Nuestra investigacion se ha desarrollado usando el método conceptual deductivo, este
método es por excelencia para abordar la construccion del conocimiento tedrico basado
unicamente en el establecimiento de relaciones abstractas y/o concretas, con el objeto de
contribuir el enriquecimiento conceptual de una teoria (Vargas, 2011), como el desarrollo
de un modelo matematico mediante el cual es posible explicar algun aspecto de

comportamiento.
3.4.1 Software utilizado

MATLAB: El software MATLAB, proporcionado bajo la licencia N° 40383086
(MATLAB-student use), desempefio un papel fundamental en todas las etapas de la
investigacion. Este entorno de programacion y calculo numérico permitid el
procesamiento de datos, analisis estadisticos, modelado matematico y la creacion de

visualizaciones que respaldaron los objetivos de la investigacion.

SIMULINK: Es una extension de MATLAB, fue empleado para la simulacién y
modelado de sistemas dindmicos. Este entorno permitio la creacion de modelos de
simulacion para comprender y representar el comportamiento de sistemas complejos,

incluyendo el modelo de crecimiento poblacional basado en la ecuacion de Malthus.
3.5 Descripcion detallada de métodos por objetivos especificos

En el marco de esta investigacion, se han empleado dos modelos fundamentales para
abordar los objetivos planteados y lograr una comprension de los fenémenos estudiados.
Los modelos utilizados son el Modelo de Crecimiento Poblacional y el Modelo Quarter-

Car.

El primer modelo ha sido una herramienta clave en esta investigacion, este modelo
propuesto por Thomas Robert Malthus, se basa en una ecuacion diferencial que relaciona
la tasa de variacion de la poblacion respecto al tiempo en funcidon a una constante de
crecimiento K, este modelo matematico se ha aplicado para analizar y comprender la

dindmica de crecimiento poblacional de la poblacion peruana.
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Por otro lado, se ha empleado el Modelo Quarter-Car, que representa un sistema de masa-
resorte en una cuarta parte del automovil. Este modelo se ha utilizado para ver
aplicaciones de las ecuaciones de segundo orden, en el que se ha mostrado las vibraciones
y respuestas de vehiculos, lo que resulta relevante en diversas aplicaciones como en la

ingenieria de vehiculos y la dinamica de sistemas.

A continuacion, proporcionamos una explicacion de como se llevo a cabo los objetivos

especificos de la investigacion.

37

rep05|tor|o unap edu. pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis



NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

Tabla 3

Descripcion de método

TESIS EPG UNA - PUNO

Objetivos especificos

Descripcion de métodos

Determinar mediante el software
MATLAB/Simulink la solucién de
una ecuacion diferencial de primer
orden con aplicaciones al crecimiento

poblacional del Perd.

Determinar mediante el software
MATLAB/Simulink la solucion de
una ecuacion diferencial de segundo
orden con aplicaciones al modelo

Quarter-Car.

Obtener la soluciéon de una ecuacion
diferencial de tercer y cuarto orden
mediante el software

MATLAB/Simulink.

Seleccionamos la ecuacion diferencial se
usa el método de separacion de variables y
el método de factor de integracion, luego se
realiza la implementacion en
MATLAB/Simulink, con la configuracion
de parametros y ejecucion de la

simulacion.

Seleccionamos la ecuacion diferencial
lineal de segundo orden homogénea con
coeficientes

constantes, aplicamos el

método  de  raices  caracteristicas
considerando las condiciones iniciales,
luego se realiza la implementacion en
MATLAB/Simulink, con la configuracion
de los pardmetros y ejecutamos la

simulacidn para este caso.

Seleccionamos las ecuaciones de tercer y

cuarto orden homogéneas y no
homogéneas con coeficientes constantes,
aplicamos el método de coeficientes
indeterminados con las condiciones
iniciales realizamos la implementacion en
MATLAB/Simulink,

parametros y ejecutamos la simulacién

configuramos los

para ambas ecuaciones.
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION
4.1 Solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Caso 1. Considere el problema con valor inicial dada por

%:n-t-x:o;x(O):S,neZ 4.1)

Primeramente, se presenta el codigo MATLAB que se utilizé para obtener la solucion

analitica:

syms x(t) n

% Define la ecuacién diferencial
egqn = diff(x, t) + n * t * x == 0;
% Encuentra la solucidén general
sol = dsolve(eqn);

% Mostrar la solucidén general
disp(sol);

La solucidén de la ecuacidn diferencial es:

C3*exp (- (n*t"2)/2)

A continuacion, se muestra el modelo de Simulink desarrollado para representar la
solucion de la ecuacion diferencial (4.1), considerando los pardmetros y condiciones

iniciales dadas.
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: "/\ X » 1 : > D
dx/dt s X

Figura 8. Diagrama de Simulink para la ecuacion diferencial (4.1)

En seguida, se muestra la representacion grafica de la solucion de la ecuacion diferencial,

lo que nos permitirad visualizar su comportamiento a lo largo del tiempo.

4 4| Scope - [m] x
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help | File Teels View Simulation Help kl
Dadse |@|0E| &3 8- 0P®|- |- [H-FA-

. . dy o
Simulacion de: ?: +n-t-y =0n=12.5
T T T

ER
33333
W onon
@R w N -

t Ready Sample based | T=10.000

Figura 9. Solucién de la ecuacion diferencial (4.2)

Los resultados obtenidos, primero para encontrar la solucion de la ecuacion (4.1) se utilizo
en MATLAB que nos proporcion6 la solucidon general, esta solucion es importante ya que
refleja la evolucion de la variable X en funcidn al tiempo t bajo la influencia del término
n-t-X, esta solucion abarca varios comportamientos que dependen del valor n, es decir,
cuando N es positivo, la variable X describe un decrecimiento exponencial. En la Figura
9, se muestra la representacion grafica de la solucion de la ecuacion diferencial para

distintos valores de n=1,2,3,4,5; en la Figura 9 a) se muestra la solucién obtenida en

MATLAB, mientras que en la Figura 9 b) se tiene la solucion obtenida mediante Simulink.

Al comparar nuestros hallazgos con la literatura, observamos que este comportamiento
ha sido ampliamente estudiado y se ha aplicado en situaciones practicas, como la

modelizacion de poblaciones y la dindmica de sistemas fisicos. Estudiosos como
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(Herman, 2020) han abordado problemas similares y han destacado la importancia de esta

ecuacion en la descripcion de procesos naturales y sociales.
Caso 2. Considere el problema con valor inicial dada por

% =sent—2x ; x(0)=0 (4.2)

A continuacion, se muestra el modelo de Simulink desarrollado para representar la

solucion de la ecuacion diferencial (4.2), considerando los pardmetros y condiciones
iniciales dadas.

/\/ @ dx >;—4.—’D

Figura 10. Diagrama de Simulink para la ecuacion diferencial (4.2)

En seguida, se muestra la representacion grafica de la solucion de la ecuacion diferencial,
lo que nos permitira visualizar su comportamiento a lo largo del tiempo.

4. Figure 1

O X | [&]Scope - o X%
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~ File Tools View Simulstion Help L
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03[ / 3 / \
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\ \
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ot} / \ | \ -
// \ / \
x 0 \ / b
\
- ‘\
0.1 \
\
0.2F \a. J
."\ ."‘"
0.3 /
\ /-’
-0.4 \_
05 \ I \ \
0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10
t Ready Sample based | T=10.000

b)
Figura 11. Solucion de la ecuacion diferencial (4.2)
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Los resultados obtenidos a través del software MATLAB revelan que la solucion de la
ecuacion diferencial propuesta evoluciona en funcidon del tiempo, en la solucion se
compone de dos términos, la presencia de la funcién exponencial indica que la solucién
tiende a decaer con el tiempo, lo que indica la estabilidad a largo plazo. Del mismo modo
la funcion trigonométrica describe oscilaciones en X en un tiempo determinado y el
término arco tangente representa una fase que afecta la amplitud y la frecuencia de las
oscilaciones. La simulacion en Simulink confirma este comportamiento, pues en la Figura
11 a) y 11 b) se muestra la evolucion de la variable X en el tiempo y coincide con la

solucion obtenida en MATLAB.

Los resultados obtenidos en nuestro analisis son consistentes con las investigaciones
previas en el campo de las ecuaciones diferenciales, investigadores como (Hamdi &
Hussein, 2018) han explorado soluciones de ecuaciones similares y han destacado la

presencia de términos exponenciales como un indicador de la estabilidad a largo plazo.
Caso 3. Dinamica poblacional

El crecimiento poblacional de un pais es un aspecto fundamental de su desarrollo a lo
largo del tiempo. En el caso de Pert, se ha producido un crecimiento poblacional
significativo desde el afio 1836 hasta la actualidad. La Tabla 4 proporciona datos de
poblacion que abarcan mas de un siglo y medio, lo que nos permite observar como la
poblacion del pais ha evolucionado en diferentes momentos de su historia. Estos datos
son fundamentales para comprender la dindmica poblacional y su impacto en diversos

aspectos de la sociedad peruana.

Tabla 4
Crecimiento poblacional del Peru (1836-2022)

Tiempo t Ao Poblacion
0 1836 1873736
1 1850 2001203
2 1862 2487916
3 1876 2699105
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11

12

13

1940

1961

1972

1981

1993

2005

2007

2017

2022

TESIS EPG UNA - PUNO

7023111

10420357

14121564

17762231

22639443

27219264

28220764

31237385

33396700

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica e Informatica (INEI)

En el analisis del crecimiento poblacional de Peru, se ha aplicado el Modelo de Malthus

para entender y predecir la evolucion de la poblacion a lo largo del tiempo. Este modelo

se basa en una tasa de crecimiento exponencial y se ajusta a los datos historicos

disponibles. A continuacion, se presenta el grafico que muestra el ajuste del modelo a los

datos reales, asi como las predicciones de poblacion para el futuro. Este analisis

proporciona una vision de como el modelo Malthus se compara con los datos reales y su

capacidad para predecir el crecimiento poblacional en Pert.

Ajuste del Modelo de Malthus y Predicciones

40 T T T
O Datos reales
Curva de Malthus.

Predicciones
— — —Continuacion de la Curva de Tendencia

©
&
T

IS w
& S
T

Poblacién (millones)
o
8
T

1836 1850 1862 1876

Figura 12. Ajuste del Modelo de Malthus y predicciones

1993 2@087 2012022 2030

43

repositorio.unap.edu.pe

No olvide citar adecuadamente esta tesis



, UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO TESIS EPG UNA - PUNO

Repositorio Institucional

A continuacidn, se presenta la Tabla 5 que detalla los parametros del modelo de Malthus,

obtenidos a través del MATLAB.

Tabla 5
Parametros del Modelo de Malthus

Parametro Valor

Funcion del Modelo P(t) =1545359.27 x @0.0167 (1-1836)

Tasa de crecimiento (1) 0.0167

Poblacion inicial 1.55 millones

A continuacion, se muestra la Tabla 6 con los resultados de predicciones y errores
correspondientes a los afios analizados. Estos resultados reflejan las predicciones del

Modelo de Malthus y los errores asociados en el ajuste del modelo a los datos reales.

Tabla 6
Resultados de predicciones y errores
Prediccion Error Error
Tiempo t Afio
(millones) relativo
0 1836 1.55 328376.73 17.5252%
1 1850 1.95 48728.70 2.4350%
2 1862 2.39 102120.52 4.1047%
3 1876 3.01 -315213.06 -11.6784%
4 1940 8.78 -1755877.09 -25.0014%
5 1961 12.47 -2047110.86 -19.6453%
6 1972 14.98 -860517.37 -6.0936%
7 1981 17.41 349853.88 1.9697%
8 1993 21.28 1362660.74 6.0190%
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9 2005 26.00 1220432.25 4.4837%
11 2007 26.88 1338749.30 4.7438%
12 2017 31.77 -531481.37 -1.7014%
13 2022 34.54 -1139270.90 -3.4113%
14 2030 39.47 NaN NaN

Continuando con el andlisis, se muestra la grafica de los residuales, que permite evaluar
la diferencia entre los valores observados y los valores predichos por el Modelo de
Malthus. Esta grafica es esencial para comprender la calidad del ajuste del modelo a los

datos reales.

x1uf

T T T T T T T T T 1

1r |—" untitled fit 1 -residua|5| 7

| I
},_:r_ l I w 05

1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
X

Figura 13. Gréfica de residuales

A continuacion, se resumen los errores y la significancia relacionados con el ajuste del
Modelo de Malthus a los datos poblacionales. Estos valores son fundamentales para
evaluar la precision del modelo y determinar su idoneidad para describir el crecimiento

poblacional a lo largo del tiempo.

Tabla 7

Meétricas de error, estadisticas y significancia

Medida Valor
Error cuadrado 1.5076x10"?
Error relativo promedio 8.3702%
F-statistic 94.2877
Significancia (p-value) 3.2387%1077
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Los resultados del Modelo de Malthus proporcionaron informacién valiosa sobre la tasa
de crecimiento y la poblacion inicial, en la Tabla 6 se muestran las predicciones del
modelo para los afos analizados, estas predicciones se comparan con los datos reales y
se calculan los errores, estos revelan que el modelo se ajusta bien a los datos historicos,
con algunas diferencias en ciertos puntos; también se generd el grafico de residuales para
evaluar la calidad del modelo, los residuales muestran un patrén de comportamiento

aleatorio que indica un ajuste adecuado.

Por otro lado, los errores cuadrados, error relativo promedio, el F-statistic y la
significancia proporcionan métricas para evaluar la calidad del modelo, en nuestro caso
el bajo valor del error cuadrado y el error relativo promedio, asi como el alto valor de F-
statistic y la baja significancia, respaldan la validez del Modelo de Malthus para describir
el crecimiento poblacional peruana. Asi mismo, el Modelo de Malthus muestra un alto
coeficiente de determinacion R? de 0.9913, este valor indica que aproximadamente el
99.13% de variabilidad en los datos es explicada por el modelo. En otras palabras, el
modelo se ajusta muy bien a los datos observados, lo que sugiere una fuerte relacion entre
la tasa de crecimiento y el crecimiento de la poblacion, coincide con los estudios de (Rech,

2021).
4.2 Solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

Caso 4. Considerando la ecuacion lineal de segundo orden

2
A9 X B ok —D:x(0)=a,x'(0) =b (4.3)
dt dt
Para el desarrollo de la solucidon de la ecuacion diferencial dada en (4.3) se considerd
como variables de entrada a las constantes A, B, C, D, a y b; estos valores son

ingresados a partir de la ventana de comandos del MATLAB, que se deben considerar

durante la ejecucion del modelo.

A continuacion, se muestra el modelo de Simulink desarrollado para representar la
solucion de la ecuacion diferencial (4.3), considerando los pardmetros y condiciones

iniciales dadas.
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g

Figura 14. Diagrama de Simulink para la ecuacion diferencial (4.3)

Para la ejecucion del modelo, hemos considerado las variables de entrada para cada
coeficiente constante, dichos valores fueron estudiadas analiticamente en la subseccion
1.1.2 de esta investigacion, la Figura 15 muestra la solucion de la ecuacion diferencial
(4.3) en MATLAB a través del codigo implementado y por otro lado se presenta la

simulacion del modelo propuesto usando Simulink.

4] Figure 1 - O X |
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help | File Tools View Simulation Help LR
= y = = 1
Dgde @0 & E G- AOP@| - &-|E-|FA-
dx dr e D, ., ..
A-— +B-— +C-z=D, z(0) =a, 2(0)=b
e +B-S . 2(0) o
06 f _.-/ N
04t \
/ \
\
02| ) -
\
/ \ -
0 \
= N\
" N
021 \
S

04f

06F |

0.8 ’.‘" A=4,B=4, C=17,0=0,a=-1,b=2| 1

I A=3,B=5, C=12,D=0,a=-1,b=1
A . s s s s
0 0.5 1 15 2 256 3 35 4 4.5 &
t Ready Sample based | T=5.000

Figura 15. Solucion de la ecuacion diferencial (4.3) en MATLAB/Simulink

El resultado de la simulacién nos muestra la grafica de la solucion de la ecuacién
diferencial de segundo orden con valores iniciales, considerando los valores constantes

deingreso A=4,B=4,C=17, D=0, a=-1, b=2; encontramos la solucion

x(t) = %sen(Zt)e‘“2 —cos(2t)e"?
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Se puede visualizar en la Figura 15 que la solucion describe la misma grafica, sin embargo
difieren en el tiempo de ejecucion, como se puede para t =5 se tiene 0.03538 y 0.1729.
También se ha simulado considerando otras variables de entrada A=3, B=5, C =12,

D=0, a =-1y b=1, con estos datos se consigue la solucion
x(t) = —‘111199 e"®sen(v/119t / 6) —e*"® cos(~+/119t / 6)

Andlogamente al anterior ambos describen la misma grafica, sin embargo, difieren en el

tiempo de ejecucion para t =5, se tiene 0.01511 y 0.01966.

Esta implementacion se basa en la resolucion de ecuaciones diferenciales y modelado de
sistemas dindmicos, un campo que ha sido abordado por varios autores con
contribuciones significativas. Autores como (Henner et al., 2023; Desjardins &
Vaillancourt, 2011), han proporcionado una base tedrica solida en ecuaciones
diferenciales y sistemas dinamicos, lo que es fundamental para comprender y resolver
este tipo de problemas. Nuestra implementacion en MATLAB refleja la influencia de

estos autores en el desarrollo de soluciones numéricas.

En la Figura 15 mostramos el modelo de Simulink que utilizamos para resolver la
ecuacion diferencial, lo que nos permite visualizar y analizar el comportamiento del
sistema. Autores como (Hamdi & Hussein, 2018) han enfatizado la utilidad de las
herramientas de simulacion para comprender y analizar sistemas dindmicos, y nuestro

enfoque se inspira en esta idea.

Caso 5. Modelo de Quarter-Car estudiada en la seccion 1.1.2, se ha desarrollado en
Simulink, asumiendo los valores para m, =2500kg, m,=320, k, =80000N/m,
k, =500000 N/m, b, =350 Ns/m, b, =15020 Ns/m, dichos valores fueron considerados
por (Tilbury et al., 1998).

A continuacion, se muestra el modelo de Simulink desarrollado para representar el

modelo Quarter-Car considerando los parametros y condiciones dadas.
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Figura 16. Diagrama de Quarter-Car con sistema de suspension activa

En la siguiente figura se muestra el resultado del modelo Quarter-Car, desarrollado en

Simulink.

4. Scopel — O x
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Figura 17. Solucion del modelo Quarter-Car con sistema de suspension activa
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Utilizando los valores de masa, rigidez y coeficientes de amortiguacion proporcionados
hemos simulado el comportamiento del sistema en un entorno MATLAB/Simulink. La
figura ilustra cémo la posicion de la carroceria del vehiculo varia en funcion del tiempo

y como la suspension activa responde a las fuerzas y perturbaciones.

En este trabajo, nos basamos en la investigacion de (Tilbury ef al., 1998) para definir los
pardmetros del modelo Quarter-Car. Los autores han realizado contribuciones
significativas en el campo de sistemas de suspension activa y control de vibraciones en
vehiculos. Su trabajo proporciona un marco teorico solido para la modelizacion y control
de sistemas de suspension. Nuestra implementacion en MATLAB/Simulink se inspira en

parte en su investigacion.

En la Figura 17, se representa un disefio tipico de un badén en la carretera y como influye
en el comportamiento de la parte delantera de un vehiculo. Se puede notar que la agitacion
del vehiculo disminuye gradualmente con el tiempo hasta que se detiene por completo.
Este patron de respuesta se conoce como una vibracion natural, ya que solo se inicia
inicialmente, al pasar por el badén, y luego el vehiculo sigue moviéndose sin sacudidas

adicionales.
4.3 Solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer y cuarto orden

Aqui mostramos dos casos importantes sobre la simulacion de las ecuaciones
diferenciales de orden superior, presentamos una ecuacion diferencial homogénea y otra

ecuacion diferencial de coeficientes constantes.

Caso 6. Considere la ecuacion diferencial estudiada en el capitulo 1.

2, 145 |
+—X"+—x+x=0
3 9

X
(4.4)

x(0) =1, x'(0) = 2, x"(0) = —1

La Figura 18 muestra el diagrama implementado en Simulink para resolver la ecuacion
diferencial de tercer orden (4.4). La ecuacion es homogénea y se caracteriza por su tercera

derivada, segunda derivada y términos lineales, considerando los valores iniciales.
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h 4

Y

Figura 18. Diagrama de la ecuacion de tercer orden

La Figura 18 representa la solucion de la ecuacion diferencial (4.4) obtenida mediante la

implementacion en MATLAB/Simulink. La solucion ilustra como la funcién x(t)

evoluciona en funcidn del tiempo, satisfaciendo las condiciones iniciales proporcionadas.

“ 4 Scope - a X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ™ File Tools View Simulation Help
Dadde |0 E &E @- S0P ® =-a-|[L-F-
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Figura 19. Solucién de la ecuacion de tercer orden

La simulacion y resolucion de ecuaciones diferenciales de tercer orden tienen
aplicaciones en diversos campos, incluida la dindmica de sistemas fisicos y la ingenieria.
Autores como (Kaisserli, 2020; Xue, 2022) han desarrollado recursos y libros
ampliamente utilizados sobre ecuaciones diferenciales y su aplicacion en ingenieria y
ciencias matematicas. En su investigacion, proporcionan métodos y técnicas para resolver
una amplia variedad de ecuaciones diferenciales, incluidas aquellas de tercer orden.

Nuestra implementacion se beneficia de la base tedrica proporcionada por estos autores.

La solucion de ecuaciones diferenciales de tercer orden también es relevante en la

modelizacion de sistemas fisicos y sistemas de control. La resolucion de ecuaciones
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diferenciales de tercer orden se utiliza en el andlisis y disefio de sistemas de control de

alta precision.

En cuanto a la simulacién en MATLAB/Simulink, autores como (Xue, 2022) han escrito
libros sobre el uso de estas herramientas para resolver y simular problemas de ingenieria.
Su trabajo es una referencia valiosa para ingenieros y cientificos que utilizan

MATLAB/Simulink para modelar y simular sistemas dindmicos.

Caso 7: Considere la ecuacion diferencial de cuarto orden estudiada en el capitulo 1.

(4.5)

X® £ 5x"+9x "+ 7X'+ 2x = 4 cos(t) +sen(t)
x(0) =1, x'(0) = -2, x"(0) = 2, x"(0) =0

A continuacion, se muestra el modelo de Simulink desarrollado para representar la

solucion de la ecuacion diferencial (4.5), considerando los pardmetros y condiciones

|

Il—b»r

iniciales dadas.

Figura 20. Diagrama de Simulink para la ecuacion diferencial (4.5)

En seguida, se muestra la representacion grafica de la solucion de la ecuacion diferencial,

lo que nos permite visualizar su comportamiento a lo largo del tiempo.
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Figura 21. Solucién de la ecuacion diferencial (4.5)

La solucion proporciona informacion sobre el cambio de la funcion x(t) en respuesta a
las oscilaciones periddicas

4cos(t) y sen(t), cumpliendo simultaneamente las
condiciones iniciales dadas.

La solucién grafica proporciona una representacion del comportamiento de x(t) a lo largo
del tiempo, lo que permite comprender la respuesta del sistema a las fuerzas externas y a
las condiciones iniciales dadas, esto es de suma importancia para el analisis de sistemas

dinamicos en otras areas donde se busca predecir el comportamiento de sistemas en
funcién del tiempo.
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CONCLUSIONES

Eluso del MATLAB/Simulink permite en forma efectiva la simulacion y la resolucion de
las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior aplicado a modelos reales con

datos de fuentes secundarias.

El software MATLAB/Simulink se desempena eficazmente en la solucién de una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, asimismo en un problema concreto sobre
el crecimiento poblacion del Perq, los resultados del modelo predicen una poblaciéon

estimada de 39.47 millones en el afio 2030, siguiendo la data historica considerada.

Otro de los modelos abordados en esta investigacion fue el modelo Quarter-Car, el
software permiti6 una mejor comprensiéon y una vision amplia de aplicaciones en

ingenieria de estas ecuaciones.

Las ecuaciones diferenciales de orden tres y orden cuatro, naturalmente son mas tediosos
para encontrar la solucion, sin embargo, MATLAB/Simulink facilit6 la obtencion de la
solucion precisa y eficiente para las ecuaciones especificas dotados de valores iniciales

particulares.
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RECOMENDACIONES

En las futuras investigaciones se puede ampliar el estudio de las ecuaciones diferenciales
mediante MATLAB/Simulink a otros modelos realizando un analisis de residuos mas
detallados para comprender mejor las discrepancias entre las predicciones y los valores

observados.

Una de las primeras aplicaciones encontrados en ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden es el crecimiento poblacional a través del modelo Malthus, que puede ser
estudiado usando otros modelos como Gompertz y Logistic, se sugiere considerar la
inclusion de factores adicionales que podrian influir en el crecimiento de la poblacion,

como cambios en las tasas de natalidad y mortalidad.

En las ecuaciones diferenciales de segundo orden se sugiere ampliar para otros sistemas
dinamicos como el péndulo doble, brazo de robot, sistemas con multiples resortes,

sistema de control de tanques en serie y paralelo.

En nuestra investigacion se ha presentado algunos casos de las ecuaciones diferenciales
ordinarias de tercer y cuarto orden, en futuras investigaciones se sugiere estudiar para
ecuaciones diferenciales homogéneas y no homogéneas con coeficientes variables,
asimismo se puede realizar en ecuaciones diferenciales no lineales, realizando

simulaciones y predicciones de las aplicaciones reales.
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ANEXOS

Anexo 1. Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

function ODElsimOK
Numerical solutions of: y'+nty=0; y(0)=3; for t=[0, 10];
For n=1, 2, 3, 4, 5.

o

o

y0 = 3; % Initial Condition
t = [0, 10]; % Simulation time

o)

% Pre-define plot marker labels:

labels = {};

color = 'bgrck'; % Define colors

markers = {'o', 'd', 'x', 'h', 's'}; % Define markers

o

figure; Create a new figure

for n = 5:-1:1 $ Reversed order, from 5 to 1
[T, Y] = ode23(@(t, y) DY1(t, vy, n), t, y0);
style = [color(n) markers{n}];
labels{n} = ['n = ' num2str(n)];

plot (T, Y, style, 'DisplayName', labels{n}), hold on;
end

legend(labels{:}, 'Location', 'Best'); % Display the legend
grid on;

title('Solutions of $\frac{dy}{dt} + nty"2 = 0$ for n = 5 to
1', '"Interpreter', 'latex');

xlabel ('$t$', 'Interpreter', 'latex');

ylabel ('Sy(t)$', 'Interpreter', 'latex');

x1im ([0, 10]); % Set the x-axis limit from 0 to 10
ylim([-0.5, 3.5]); % Set the y-axis limit from -0.5 to 3.5

hold off;

function dy = DY1(t, vy, n)
dy = -n * t * y*2;
end
end
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Anexo 2. Dindmica poblacional

o)

% Datos de afios y poblacién

afios = [1836 1850 1862 1876 1940 1961 1972 1981 1993 2005 2007
2017 20227;

poblacion = [1873736 2001203 2487916 2699105 7023111 10420357
14121564 17762231 22639443 27219264 28220764 31237385 333967007 ;

[

% Afos

afios prediccion = [2030];

% Funcidén de Malthus

fun = Q@(x, t) x(1) * exp(x(2) * (t - anos(l)));

% Estimacién inicial de los parédmetros [NO, r]
x0 = [poblacion(l), 0.02]; %

% parametros
params = lsqgcurvefit (fun, x0, afios, poblacion);

% Pardmetros ajustados

NO = params (1) ;

r = params (2);

% Predicciones para los afios

poblacion predicciones = NO * exp(r * (afios prediccion -
anos(1)));

poblacion estimada = NO * exp(r * (afios - afios(1l)));

errores = poblacion - poblacion estimada;

% los resultados

fprintf ('Tasa de crecimiento (r) = %.4f\n', r);

fprintf ('Poblacién inicial (NO) = $.2f millones\n', NO / 1e6);

[

%S p e
fprintf ('Afo\tPrediccién\tError\n');
for i = 1l:length(anos)

fprintf ('$d\t%.2f millones\t%.2f\n', afios (i),
poblacion estimada (i) / le6, errores(i));
end
for i = l:length(anos_prediccion)
fprintf ('$d\t%.2f millones\t%.2f\n', afios prediccion (i),
poblacion predicciones (i) / le6, NaN);
% NaN
end
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