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III. MÉTODOS DE LA INVESTIGACIÓN 32
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RESUMEN

En este trabajo usamos el método lógico deductivo para encontrar algunos as-

pectos de la electrodinámica de Maxwell en la teoŕıa no-conmutativa, como las ecua-

ciones de movimiento perturbadas por la presencia del término no-conmutativo. Co-

mo también utilizamos el método de Dirac para encontrar las constricciones del

sistema y con ellas las reglas de cuantización. Aśı, haciendo uso de la solución en

el vaćıo de gauge Coulomb, encontramos el campo eléctrico y magnético en función

de los operadores de creación, aniquilación y con esto, deducimos el Hamiltoniano

asociado a la teoŕıa en función de estos operadores.

Palabras claves: No-conmutatividad, Modelo de electromagnetismo de Ṁaxwell,

fijación de gauge, violación de simetŕıa de Lorentz y método de Dirac, Hamiltoniano,

operador creación y aniquilación.
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ABSTRACT

In this work we use the logical deductive method to find some aspects of Max-

well’s electrodynamics in non-commutative theory, such as the equations of motion

disturbed by the presence of the non-commutative term. As we also use the Dirac

method to find the constraints of the system and with them the quantization rules.

Thus, using the vacuum gauge Coulomb solution, we find the electric and magne-

tic field based on the creation, annihilation operators and with this, we deduce the

Hamiltonian associated with the theory based on these operators.

Keywords: Non-commutability, Electromagnetism Model of Maxwell, gauge

invariance, Lorentz symmetry violation, Dirac method, Hamiltonian, creation and

annihilation operator.
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CAPÍTULO I

INTRODUCCIÓN

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La teoŕıa de espacio-tiempo no-conmutativo tiene su importancia porque los

estudios mas recientes demostraron que previene el colapso gravitacional de fluc-

tuaciones del vaćıo cerca de la longitud de Planck [14]. Esto nos sugiere que el

espacio-tiempo tiene que convertirse no-conmutativo cerca de la escala de Planck.

Estudios más recientes en el ámbito de supercuerdas que estudia las excitaciones

de baja enerǵıa de D-bramas en un campo magnético [16], motivaron a los investiga-

dores sobre las versiones no conmutativas de las teoŕıas de campo de calibre y sobre

el comportamiento de sus equivalentes cuantificados como la teoŕıa de Maxwell. Sin

embargo, surgen dos problemas principales cuando se intenta implementar en una

geometŕıa no-conmutativa (NC) [9]. La pérdida de causalidad debido a la aparición

términos adicionales en el Lagrangiano y la violación de la invarianza de Lorentz

exhibida en las soluciones de onda plana [12]. Pero estos problemas pueden evitarse

incluyendo el tiempo como una coordenada NC.

En este trabajo utilizamos el mapeamiento de Seiber-Witten (SW) [16], para

garantizar la estabilidad de las transformaciones de calibre clásico para las teoŕıas

definidas en el espacio-tiempo NC. Este mapeamiento nos proporciona un método

alternativo para estudiar teoŕıa de Maxwell NC mediante la re-definición de esta
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teoŕıa en términos de su equivalente conmutativo.

En el primer caṕıtulo se introduce sobre la teoŕıa no-conmutativa, aśı como

también los objetivos, justificación y limitaciones. En el segundo caṕıtulo se revisa

la literatura y se fundamenta las definiciones necesarias sobre teoŕıa no-conmutativa,

aśı como también el método de cuantización por Dirac. En el caṕıtulo tres se habla

sobre el método de investigación a la que pertenece el trabajo. En el caṕıtulo cuatro

discutimos los resultados de las ecuaciones de Maxwell modificadas y las reglas de

cuantización. Finalmente en el capitulo cinco se concluye el trabajo.

1.1.1. Problema general

En el presente trabajo se pretende responder la siguiente pregunta.

¿Es posible cuantizar la electrodinámica de Maxwell en la teoŕıa no-conmutativa?

Problemas espećıficos

a) ¿Será posible deducir las ecuaciones de movimiento de la electrodinámica de

Maxwell en la teoŕıa no-conmutativa?

b) ¿Cómo se puede deducir las reglas de cuantización y el Hamiltoniano cuantizado

de la electrodinámica de Maxwell en la teoŕıa no-conmutativa.?
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1.2. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN

1.2.1. Objetivos generales

Cuantizar la electrodinámica de Maxwell en la teoŕıa no-conmutativa.

Objetivos espećıficos

a) Deducir las ecuaciones de movimiento de la electrodinámica de Maxwell en la

teoŕıa no-conmutativa.

b) Deducir las reglas de cuantización y el Hamiltoniano cuantizado de la electro-

dinámica de Maxwell en la teoŕıa no-conmutativa.

1.3. HIPÓTESIS DE LA INVESTIGACIÓN

Utilizando el mapeamiento de Seiberg-Witten podemos describir la densidad

Lagrangiano de la teoŕıa de modelo electrodinámico de Maxwell en función del

parámetro no-conmutativo y con esta encontrar la ecuaciones de movimiento y en-

contrar las reglas de cuantización, para luego deducir el Hamiltoniano en función de

operadores de creación y aniquilación de fotones.

1.4. JUSTIFICACIÓN DE LA INVESTIGACIÓN

La teoŕıa no-conmutativa emerge de los ĺımites de la teoŕıa M y de cuerdas

para escribir los estados Hall cuántico. Por ello es importante estudiar el modelo

de la electrodinámica de Maxwell en la teoŕıa de no-conmutatividad, aśı como sus

ecuaciones de movimiento, las constricciones y encontrar las reglas de cuantización

y cuantizar el Hamiltoniano.
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1.5. LIMITACIONES DE LA INVESTIGACIÓN

En este trabajo se limita a las caracterizaciones e implementación completa

en la teoŕıa no-conmutativa de la electrodinámica de Maxwell, puesto que solo

estudiamos algunas propiedades de las ecuaciones de Maxwell en espacio-tiempo

no-conmutativo, las reglas de cuantización utilizando el método de Dirac y la cuan-

tización de su Hamiltoniano.
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CAPÍTULO II

REVISIÓN DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES DEL TRABAJO DE INVESTIGACIÓN

Michael R. Douglas y Nikita A. Nekrasov (2001) [21]. En su trabajo de re-

visión titulada “Nonconmutative Field Theory”, revisa la generalización de la teoŕıa

de campo al espacio-tiempo en coordenadas no-conmutativa.

M. Carroll, A. Hervey, at el. (2001) [15]. En su trabajo de investigación “Non-

commutative Field Theory and Lorentz Violation”, Consideran la simetŕıa de Lorentz

en la teoŕıa de campos de espacio-tiempo no-conmutativo y deducen que cualquier

teoŕıa no-conmutativa es f́ısicamente equivalente a un subconjunto campos ordina-

rios que es una extensión del modelo estándar que viola la simetŕıa de Lorentz.

Branislav Jurco, Peter Schupp y Julius Wess (2001)[5]. En este trabajo de

investigación “Nonabelian noncommutative gauge theory via noncommutative ex-

tra dimensions” definen el concepto de coordenadas covariantes en espacios no-

conmutativos que conduce directamente a teoŕıas de gauge con campos de gauge no

conmutativos generalizados del tipo que surge en la teoŕıa de cuerdas con campo

magnético de fondo. Usando dimensiones extra no-conmutativas, extiende la cons-

trucción a la teoŕıa de gauge no-conmutativa para grupos de gauge arbitrarios.

13



G. Berrino, L. Cacciatori, A. Celi, at. el. (2003) [9]. Ellos en su trabajo de

investigación “Noncommutative Electrodynamics”, definen la covariante de Lorentz

para electrodinámica clásica en no-conmutatividad y obtienen una relación expĺıci-

ta de la teoŕıa no-conmutativa al resolver el mapeo de Seiberg-Witten. Con este

mapeo,deducen que la acción es polinomial en el campo de fuerzas, lo que permite

preservar la causalidad y covariante de Lorentz.

I. Kruglov (2005) [13]. En su trajo de investigación “Maxwell’s theory on non-

commutative spaces and quaternions”, Demostró que la onda electromagnética plana

es solución del sistema de ecuaciones de onda no-lineal de segundo orden para los

campos de inducción eléctrica y magnética.

Herbert Balasin, Daniel N. Blaschke, at el. (2015) [3]. En este trabajo de

investigación “On the energy-momentum tensor in Moyal space”, estudian las propie-

dades del tensor enerǵıa momentum de los campos de gauge acoplados a la materia

en el espacio-tiempo no-conmutativo.

V.M. Vasyuta y V.M. Tkachuk (2016)[22]. En este trabajo de investigación

“Classical electrodynamics in a space with spin noncommutativity of coordinates”

propusieron un nuevo álgebra relativista de spin-no conmutativo invariante de Lo-

rentz. Usando el operador Weyl de operadores de posición no conmutativos. Cons-

truyeron la función de Lagrange de un campo electromagnético en el espacio con

spin no-conmutativo. También obtienen una ley de transformación de gauge de ese

campo. Las ecuaciones de campo no lineales exactas del campo electromagnético

no conmutativo se derivan del principio de mı́nima acción. Se encuentra una so-

lución exacta de propagación de ondas planas en campos magnéticos y eléctricos

constantes.
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2.2. FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA

2.2.1. Producto Moyal

El producto Moyal lleva el nombre de José Enrique Moyal. La cual indica que

en el espacio-tiempo NC, el álgebra usual es sustituida por otro adecuado a ese

espacio-tiempo. Por ello haremos una breve presentación de este álgebra y sus prin-

cipales propiedades, v́ıa producto Moyal o producto estrella (ı) como otros autores

lo denominan.

sea un álgebra conmutativa de funciones en IRD o producto usual que es dado

por:

(f · g)(x) = f(x) · g(x). (2.2.1)

Si, los campos definidos en IRD poseen decrecimiento rápido en el infinito, en-

tonces pueden ser descrito por su transformada de Fourier

Â„(k) =
⁄

dDxeikixi
„(x), (2.2.2)

donde, Â„(≠k) = Â„(k) si „ fuera real.

Para una construcción de un espacio-tiempo NC sustituimos las coordenadas

locales xi
œ IRD por operadores Hermitianos ‚xi que obedecen las relaciones de

conmutación. La cuantización de Weyl proporciona una relación de correspondencia

entre un álgebra de los campos definida en IRD y esta álgebra de operadores. Aśı,

cada función „(x) posee su respectivo coeficiente de Fourier, siendo el śımbolo de

Weyl definida como [11, 17, 4].

„W [„] © ‚� = 1
(2fi)D

⁄
dDk Â„(k)eiki‚xi

, (2.2.3)
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donde los k
Õs
i son C≠ números, o el operador de Weyl es Hermitiano y f(x) es

una función real.

Con el fin de definir el producto Moyal, vamos introducir el siguiente operador

‚T (k) © eikixi
, (2.2.4)

que satisfacen las siguientes propiedades:

‚T †(k) = ‚T (≠k)

‚T (k) ‚kÕ = ‚T (k ≠ kÕ)e≠ i
2 kikÕj◊ij

Tr ‚T (k) = (2fi)D
Ÿ

i=0
”(ki). (2.2.5)

Si introducimos la ecuación (2.2.4) en la ecuación (2.2.3), obtenemos

‚� = 1
(2fi)D

⁄
dDk ‚T (k) Â„(k) (2.2.6)

ahora, utilizando las propiedades (2.2.5), llegamos a

Â„(k) = (2fi)DTr{‚� ‚T †(k)}. (2.2.7)

esta expresión es la motivación para introducir el producto Moyal.

Si, sustituimos ‚� por el producto ‚�1 ‚�2, el campo Â„(k) estará relacionado a Â„1

y Â„2 a través de un producto diferente de lo usualmente conocido, es decir

(„̂1 ı „2)(k) © (2fi)DTr{‚�1 ‚�2 ‚T †(k)} (2.2.8)
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utilizando las ecuaciones (2.2.5) y (2.2.6) podemos encontrar:

(„̂1 ı „2)(k) =
⁄

dkÕ Â�1 Â�2(k ≠ kÕ)e≠ i
2 kÕ

ikj◊ij (2.2.9)

el producto („̂1 ı „2)(k) indica una transformada de Fourier de („1 ı „2(k).

También tenemos que:

‚ki |kÍ = ki |kÍ

‚xi |xÍ = xi |xÍ

Èk|„Í = Â„(k)

Èx|„Í = „(k)

Èk|xÍ = eikixi

(2fi)D/2 . (2.2.10)

Ahora, utilizando la ecuación (2.2.10), podemos escribir, después de un tedioso tra-

bajo algebraico, el producto („̂1 ı „2)(x), como definición de producto Moyal

( ‚„1 ı ‚„2)(x) = e
i
2 ◊ijˆx

i ˆy
j
‚„1(x)‚„1(y)

----
x=y

(2.2.11)

o también

( ‚„1 ı ‚„2)(x) = e
i
2 ◊‹µˆx

‹ ˆy
µ‚„1(x)‚„1(y)

----
x=y

. (2.2.12)

La definición (2.2.12) de producto Moyal puede ser reescrita como:

( ‚„1 ı ‚„2)(x) © ‚„1(x) ı ‚„1(x) (2.2.13)
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o también

‚„1(x) ı ‚„2(x) = ‚„1(x)exp

Q

a i

2

Ω≠
ˆ

ˆxµ
◊µ‹

≠æ
ˆ

ˆx‹

R

b ‚„2(x). (2.2.14)

el cual presenta la no-localidad del producto Moyal, donde la ecuación (2.2.14) pre-

senta un número infinito de derivadas.

Propiedades de producto Moyal

Con la idea de tomar el significado del producto Moyal en las teoŕıas f́ısicas mas

familiares, vamos a mencionar algunas de sus propiedades.

a) Desenvolviendo la ecuación (2.2.14), tenemos la siguiente expresión

‚„1(x) ı ‚„2(x) = ‚„1(x) ‚„1(x) + i

2◊µ‹ˆµ
‚„1(x)ˆ‹

‚„2(x) + 1
2!

i

2◊µ‹ i

2◊fl⁄ˆµˆfl
‚„1(x)ˆ‹ˆ⁄

‚„2(x) + O(◊3)

(2.2.15)

b) De la expresión (2.2.14), podemos obtener una regla de derivación para el pro-

ducto Moyal, como:

ˆµ( ‚„1 ı ‚„2) = ˆµ
‚„1 ı ‚„2 + ‚„1 ı ˆµ

‚„2 (2.2.16)

Como también, si dos campos son iguales, entonces los términos impares en ◊

son nulos.

c) Como existe un número infinito de derivadas por definición (2.2.14), el produc-

to Moyal es no lineal. Por lo tanto, esta no localidad no aparece en términos
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cuadráticos de la acción. Por tanto

⁄
dD ‚„1(x) ı ‚„2(x) =

⁄
dD ‚„1(x) ‚„2(x) =

⁄
dD ‚„2(x) ı ‚„1(x) (2.2.17)

también

⁄
dDˆµ

‚„1(x) ı ˆµ ‚„2(x) =
⁄

dDˆµ
‚„1(x)ˆµ ‚„2(x) (2.2.18)

en esta ecuación admitimos el buen comportamiento de los campos en el infinito,

y que también los términos de superficies son nulos. Aśı, la influencia de no-

conmutatividad en la teoŕıa de campos aparece en los términos de interacción.

d) El conmutador Moyal de ‚xµ con ‚x‹ es

[‚xµ, ‚x‹ ]ı = i◊µ‹ (2.2.19)

e) Función delta con producto Moyal

‚F (x) ı ”(x ≠ y) = ”(x ≠ y) ı ‚F (y) (2.2.20)

f)

⁄
dDx ‚„1 ı [ ‚„2, ‚„3]ı =

⁄
dDx[ ‚„1, ‚„2]ı ı ‚„3 (2.2.21)

g)

[ ‚„1, [ ‚„2, ‚„3]ı]ı + [ ‚„2, [ ‚„3, ‚„1]ı]ı + [ ‚„3, [ ‚„1, ‚„2]ı]ı = 0 (2.2.22)
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h)

[ ‚„1, [ ‚„2, ”(x ≠ y)]ı]ı = [ ‚„2, [ ‚„1, ”(x ≠ y)]ı]ı (2.2.23)

i) Ahora veremos algunas propiedades que involucra derivada covariante

Dµ = ˆµ ≠ ieAµ

Dµ ı ( ‚„1 ı ‚„2) = (Dµ ı ‚„1) ı ‚„2 + ‚„1 ı (Dµ ı ‚„2) (2.2.24)

j)

Dx
µ ı ”(x ≠ y) = ≠Dy

µ”(x ≠ y) (2.2.25)

k)

Dµ( ‚F ı ‚G) = ˆµ( ‚F ı ‚G) ≠ ie[ ‚Aµ, ‚F ı ‚G]ı (2.2.26)

2.2.2. Mapa de Seiberg-Witten

En esta sección haremos una breve presentación de mapa Seiberg-Witten [16]

aplicados al campo escalar y vectorial. Estos campos en el espacio-tiempo NC ex-

presados en términos de espacio-tiempo conmutativo. Presentaremos a continuación

las relaciones de los campos no-conmutativo y conmutativo, pero sin considerar

términos de mayor o igual orden en O(◊2), por que ◊ tiene su valor en la escala de
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Plank:

‚„ = „ ≠ ◊fl‡Aflˆ‡„ (2.2.27)

‚Ï = Ï ≠
1
2◊fl‡Aflˆ‡Ï (2.2.28)

‚Aµ = Aµ ≠
1
2◊fl‡Afl(ˆ‡Aµ + F‡µ) (2.2.29)

‚Fµ‹ = Fµ‹ + ◊fl‡(FµflF‹‡ ≠ Aflˆ‡Fµ‹) (2.2.30)

donde ‚„, ‚Ï, ‚Aµ y ‚Fµ‹ son los campos en el espacio-tiempo NC, mientras „, Ï, Aµ

y Fµ‹ son los campos en espacio-tiempo conmutativo, siendo „ campo escalar, Ï

campo escalar complejo, Aµ tensor potencial electromagnético y Fµ‹ tensor electro-

magnético.

2.2.3. cuantización de sistemas vinculados por el método de Dirac

En esta sección realizaremos un breve estudio del formalismo de cuantización

por Dirac ([7],[8]) y que es utilizado para cuantizar sistemas con constricción. Antes,

haremos una referencia sobre sistemas con constricción y el tratamiento especial que

se debe dar al cuantizar por el método llamado cuantización canónica.

Sea una teoŕıa clásica que posee constricción en función de coordenadas qi y

momentos pi con i = 1, 2, ..., N , como

�(qi, pi) = 0. (2.2.31)

Como vemos la constricción (2.2.31) posee valor nulo. Pero esto no es cierto al

evaluar en paréntesis de Poisson para esta constricción con otra cantidad de teoŕıa

donde puede que no sea nulo, lo que es incoherente. Por eso, utilizamos la siguiente
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notación

�(qi, pi) ¥ 0 (2.2.32)

donde ¥, significa que la relación no vale necesariamente dentro de los paréntesis de

Poisson.

Consideremos entonces que una cierta cantidad dinámica A(p, q), cuyo parénte-

sis de Poisson con �(qi, pi) es

{A, �} ”= 0, (2.2.33)

si queremos pasar a la teoŕıa de la mecánica cuántica tenemos que transformar A,

� en operadores ‚A, ‚�. Si sabemos que � = 0, entonces ‚� = 0, porque en mecánica

cuántica no tiene sentido hablar de igualdad débil, por tanto

[ ‚A, ‚�] = 0, (2.2.34)

debimos obtener un resultado diferente de cero en (2.2.34), pues

{A, B} ≠æ
1
i~ [ ‚A, ‚B]. (2.2.35)

Entonces, la regla general de cuantización canónica lleva a una inconsistencia si hay

presencia de constricciones. Por tal motivo, Dirac descubrió la manera correcta de

proceder en cuanto a cuantización canónica de sistemas con constricción.

Para encontrar las correcciones encontradas por Dirac a la cuantización canóni-

ca, tenemos que encontrar el Hamiltoniano de un sistema que contenga constriccio-

nes. Para ello, tomamos un sistema descrito por el Lagrangiano L(qi, q̇i) en espacio

de configuraciones N-dimensional, con i = 1, 2, ..., N siendo qi las coordenadas y q̇i
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las velocidades generalizadas. La transformación de Legendre del Lagrangiano o Ha-

miltoniano se hace introduciendo los momentos canónicos pi, que están relacionados

con el Lagrangiano, por

pi = ˆL

ˆq̇i
(2.2.36)

En el caso de un sistema con constricción, qi y pi no necesariamente son in-

dependientes y la relación (2.2.36) puede resultar una constricción. A esto, surge

directamente de las relaciones de momentos canónicos, son llamados constricciones

primarios y se expresa como

�m =¥ 0, m = 1, 2, ..., M, M Æ N (2.2.37)

Es decir, una constricción relaciona pi y qi. Si hubiera q̇i no es una constricción.

Por otro lado, para pasar del formalismo Lagrangiano a Hamiltoniano, tenemos

que realizar transformaciones entre el espacio de configuraciones (qi, q̇i) y el espacio

de fase qi, pi. El Jacobiano para esa transformación esta dado por [2].

Wij = ˆ2L

ˆq̇iˆq̇j
(2.2.38)

donde Wij es la matriz Hesiana. Si esta matriz posee determinante diferente de cero,

el sistema no posee restricciones, por lo que la transformación de tipo qi, q̇i æ (q, p)

son siempre posibles, en este caso, la ecuación (2.2.36) puede ser resuelta para las

velocidades generalizadas. En cambio, si la matriz Hesiana es singular, no todos los

q̇i puede ser unicamente determinado en términos de pi y qi, puesto que existen M

constricciones en la teoŕıa y habrá M velocidades en esas condiciones.

El método de Dirac consiste en mantener las restricciones que surgen en la teoŕıa
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e incorporarlos al Hamiltoniano. Con el fin de describir el método de cuantización,

vamos desarrollar aqúı de manera resumida lo que fue desarrollado en su libro de

Dirac titulada “Lectures on Quantum Mechanics”.

Primeramente, siguiendo el Método de Dirac vamos a definir el Hamiltoniano

canónico, como

Hc(q, p) = piq̇i ≠ L(q, p) (2.2.39)

Luego, definamos la variación de la acción del Lagrangiano utilizando la relación

(2.2.39), que nos resulta

”
⁄ t2

t1
(piq̇i ≠ H)dt = 0 (2.2.40)

Desarrollando esta relación y utilizando

”Hc = ˆHc

ˆqi
”qi + ˆHc

ˆpi
”pi (2.2.41)

se tiene

⁄ t1

t1

CA

≠ṗi ≠
ˆHc

ˆqi

B

”qi +
A

q̇i ≠
ˆHc

ˆpi

B

”pi

D

dt = 0 (2.2.42)

como ”qi y ”pi son funciones arbitrarias de tiempo, entonces deben satisfacer

A

ṗi + ˆHc

ˆqi

B

”qi ≠

A

q̇i ≠
ˆHc

ˆpi

B

”pi = 0. (2.2.43)

Por otro lado, realizando una variación a la ecuación (2.2.37), encontramos

ˆ�m

ˆqi
”qi + ˆ�m

ˆpi
”pi ¥ 0. (2.2.44)
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Si existen M constricciones, habrá igual número de ecuaciones de ese tipo.

Multiplicando (2.2.44) por ⁄m y sumando este con (2.2.43), obtenemos

A

ṗi + ˆHc

ˆqi
+ ⁄m

ˆ�m

ˆqi

B

”qi ≠

A

q̇i ≠
ˆHc

ˆpi
≠

ˆ�m

ˆpi

B

”pi ¥ 0 (2.2.45)

Osea, tenemos M funciones arbitrarias ⁄m(p, q) que son llamados multiplicadores de

Lagrange. Por lo tanto, la relación (2.2.45) puede ser escrita como

ṗi ¥ ≠
ˆHc

ˆqi
≠ ⁄m

ˆ�m

ˆqi

q̇i ¥
ˆHc

ˆpi
+ ⁄m

ˆ�m

ˆpi
(2.2.46)

que son las ecuaciones de Hamilton para sistemas vinculados. por otro lado, el nuevo

Hamiltoniano estará dado por

HT = Hc + ⁄m�m (2.2.47)

por lo que, la evolución temporal de los coordenadas y momentos está dado en

términos de paréntesis de Poisson, como

q̇i ¥ {qi, HT }

ṗi ¥ {pi, HT } (2.2.48)

Conforme desarrollamos, podemos encontrar mas constricciones secundarios,

terciarios, etc. En este caso es fácil percibir que, ellos son incorporados a la teoŕıa
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semejante a lo anterior. por ejemplo, supongamos que existen K constricciones se-

cundarios que cumple K + M Æ N , entonces

H = Hc + ⁄a�a, a = 1, 2, ..., K + M (2.2.49)

Veamos ahora como las restricciones secundarios son determinados utilizando

condición de consistencia �̇m = 0

�̇m = {�, HT }

= {�m, Hc} + ⁄n{�m, �n} (2.2.50)

por lo que, de acuerdo con los paréntesis de Poisson entre las constricciones �m y

�n, puede acontecer:

a) Si {�m, �n} = 0, entonces HT = Hc, por lo que (2.2.50) se convierte en �̇m =

{�m, Hc} = 0, que es una constricción. Este puede ser uno nuevo o ya cono-

cido. este procedimiento puede ser repetido hasta que la teoŕıa no genere más

constricciones.

b) Si {�m, �n} ”= 0, en este caso no obtenemos una constricción, pero si una relación

con los multiplicadores de Lagrange.

Una clasificación importante con la relación a los paréntesis de Poisson entre

las constricciones son:

a) Si, una restricción posee paréntesis de Poisson nulo con todas las otras cons-

tricciones de la teoŕıa se denominan de primera clase. Significa que la teoŕıa

posee invariancia por transformación de calibre. En este caso hay dos caminos

que se pueden seguir. Fijar calibre, lo que también implica que las constriccio-

nes de primera clase pasan a ser de segunda clase. El otro camino es trabajar
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covariante-mente, técnica que no aplicaremos en este trabajo.

b) Si, por lo menos una constricción posee paréntesis de Poisson no nulo con cual-

quier otra constricción de la teoŕıa, ellos son denominados de segunda clase.

Paréntesis de Dirac

Dirac generalizó los paréntesis de Poisson para teoŕıas que contienen constriccio-

nes, en una expansión denominada paréntesis de Dirac, que desempeña las mismas

relaciones que los paréntesis de Poisson para teoŕıas sin constricción. Aśı, el parénte-

sis de Dirac [8] es

{A, Hc}D = {A, Hc} ≠ {A, �a}C≠1
ab {�b, Hc} (2.2.51)

donde la matriz Cab esta representada como

Cab = {�a, �b}, a = 1, 2, ..., M + K (2.2.52)

esta matriz Cab solo será nula, si las constricciones fueran de segunda clase. Osea, si

las constricciones fueran de primera clase los paréntesis de Dirac serán los paréntesis

de Poisson. Luego la cuantización puede ser realizada de manera canónica a través

de los paréntesis de Dirac [6, 19].

{A, B}D æ
1
i~ [ ‚A, ‚B]. (2.2.53)

Es importante mencionar que ahora las restricciones valen fuertemente en el

paréntesis de Dirac, osea

{A, �a}D = 0 (2.2.54)
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aśı, no hay mas inconsistencias en la relación (2.2.53).

Paréntesis de Poisson en teoŕıa de campos

Es algo directo pasar de un número finito a infinito grados de libertad, lo cual

requerimos para una teoŕıa de campos. Sabemos que la dinámica de un sistema con

número finito de grados de libertad está dado por la función de tiempo qi(t) que son

las coordenadas (i es un ı́ndice discreto), mientras para un número infinito de grados

de libertad esta dado por una función Ï(x) de espacio-tiempo que es denominada

campo. El paso de discreto a continuo podemos expresarlo de manera simbólica

como la transformación [18, 1]

qi(t) = q(i, t) æ q(x̨, t) = Ï(x) (2.2.55)

x = (x̨, t) = (x1, x2, ..., xn, x0) = (xµ), ‹ = 0, 1, 2, ..., n.

En teoŕıa de campos debemos considerar que existe cantidades equivalentes

al caso discreto, como la densidad Lagrangiana, Hamiltoniana y también como las

sumatorias son sustituidas por integrales y las derivadas ordinarias por derivadas

funcionales [18].

Un Lagrangiano en la teoŕıa de campo es una funcional de los campos y sus

derivadas, si consideramos solo la primera derivada temporal, entonces

L = L(Ï, Ï̇) (2.2.56)

De manera más general, si consideramos teoŕıas locales donde L puede ser expresado

como

L =
⁄

d3
L(Ï, ˆµÏ) (2.2.57)
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donde L es la densidad Lagrangiana.

La acción S es también una funcional expresado de forma análoga al caso dis-

creto, como

S[Ï] =
⁄

Ldt =
⁄

dt
⁄

d3
L =

⁄
d4

L (2.2.58)

de la relación (2.2.58), S puede ser expresado también como

S[Ï] =
⁄

d4
L(Ï, ˆµÏ) (2.2.59)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para teoŕıa de campos es

”L

”Ïµ(x) ≠
ˆ

ˆt

”L

”Ï̇µ(x) = 0 (2.2.60)

o también puede ser escrito la ecuación (2.2.60) como

ˆL

ˆÏ‹(x) ≠ ˆµ
ˆL

ˆ(ˆµÏ‹(x)) = 0 (2.2.61)

que pueden ser demostradas usando la ecuación (2.2.59), donde se aplica la misma

condición ”S[Ï] = 0 de caso discreto. Donde la relación entre L y L es

”L

”Ïµ
= ˆL

ˆÏµ
≠ ˆ‹

A
ˆL

ˆ(ˆ‹Ïµ)

B

(2.2.62)

Ahora definimos los canónicamente conjugados al campo Ï como

fiµ(x) ©
”L

”Ï̇µ(x) = ”L

ˆÏ̇µ(x) (2.2.63)
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de forma que la densidad Hamiltoniana H es dada por

H = fiµ(x)Ï̇(x) ≠ L (2.2.64)

donde el Hamiltoniano H está dado por

H =
⁄

d3xH (2.2.65)

usando la ecuación (2.2.64), se tiene

H =
⁄

dx3(fiµ(x)Ï̇µ(x) ≠ L) (2.2.66)

Las ecuaciones canónicas de Hamilton pueden ser escritas como:

Ï̇µ(x) = ”H

”fiµ(x) = ˆH

ˆÏµ(x) (2.2.67)

fiµ(x) = ≠
”H

”Ïµ(x) = ≠
ˆH

ˆÏµ(x) (2.2.68)

Si tomamos dos funciones A(Ï(x), fi(x)) y A(Ï(y), fi(y)) sus paréntesis de Pois-

son estará dado por

{A(x), B(y)}x0=y0 =
⁄

d3
A

”A(x)
”Ïµ(z)

”B(x)
”fiµ(z) ≠

”A(x)
”fiµ(z)

”B(x)
”Ïµ(z)

B

(2.2.69)

solamente estando definido para tiempo iguales x0 y y0. Con (2.2.69) las ecuaciones
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de Hamilton pueden ser escritas como

Ï̇µ = {Ïµ, H} (2.2.70)

fi̇µ = {fiµ, H} (2.2.71)

(2.2.72)

y los paréntesis de Poisson fundamentales entre los campos y momentos son:

{Ïµ(x), Ï‹(y)} = 0 (2.2.73)

{fiµ(x), fi‹(y)} = 0 (2.2.74)

{Ïµ(x), fi‹(y)} = ”µ
‹ (x ≠ y) (2.2.75)

que están definidos a tiempos iguales x0 y y0.

Debemos observar que las notaciones Ïµ(x) y fiµ(x) está indicando que el campo y

momento canónico tienen infinitos grados de libertad indicado por el ı́ndice continuo

x, lo mismo acontece con otras cantidades que aparecen en teoŕıa de campos [18, 10]
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CAPÍTULO III

MÉTODOS DE LA INVESTIGACIÓN

3.1. No-experimental

Esta investigación es no-experimental, puesto que en este trabajo no se rea-

lizan mediciones ni observaciones de los fenómenos naturales. Esta investigación, se

sustenta en base a las leyes ya existentes y verificadas experimentalmente en donde

se intenta implementar una nueva teoŕıa.

3.2. Método lógico deductivo

Esta investigación es de método lógico deductivo, puesto que consiste en

encontrar principios desconocidos a partir de los conocidos. En otras palabras, en-

contramos una manera más general de estudiar el electromagnetismo a partir de

principios ya estudiados y verificados experimentalmente en una geometŕıa diferen-

te.
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CAPÍTULO IV

RESULTADOS Y DISCUSIONES

4.1. RESULTADOS Y DISCUSIONES

4.1.1. Cuantización del campo electromagnético NC

Para describir la evolución temporal del estado de movimiento de un campo

electromagnético, la integral de acción estará dado por

S = ≠
1
4

⁄
d4xFµ‹F µ‹ (4.1.1)

que es invariante bajo transformaciones de Lorentz y gauge. Una transformación de

gauge es una transformación de algún grado de libertad interno que no modifica

ninguna propiedad observable F́ısica.

Habiendo introducido la acción para el campo electromagnética en la teoŕıa

conmutativa, ahora esa teoŕıa transformaremos en una de espacio-tiempo no con-

mutativo, para ello utilizaremos las propiedades y las definiciones descritas en el

caṕıtulo 2, con la que podemos definir la acción NC

‚S = ≠
1
4

⁄
d4x ‚Fµ‹ ı ‚F µ‹ (4.1.2)

que viola la simetŕıa de Lorentz. Donde ‚Fµ‹ es el tensor electromagnético en el
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espacio-tiempo NC.

Utilizando la propiedad de no linealidad de producto Moyal, podemos escribir

(4.1.2) como producto usual o conmutativo

‚S =
⁄

d4x
3

≠
1
4

‚Fµ‹
‚F µ‹

4
=

⁄
d4x ‚L(x) (4.1.3)

luego, haciendo uso de mapeamiento SW para la expresión anterior

‚S = ≠
1
4

⁄
d4x

1Ë
F µ‹

≠ ◊“”
1
A“ˆ”F

µ‹ + Fµ“F ”‹
2È Ë

Fµ‹ ≠ ◊–—
1
A–ˆ—Fµ‹ + Fµ–F —‹

2È2

= ≠
1
4

⁄
d4x

1
F µ‹Fµ‹ ≠ ◊–—A–Fµ‹(ˆ—F µ‹) ≠ ◊–—A–F µ‹ˆ—Fµ‹ ≠ 2◊–—Fµ–F—‹F µ‹

2

integrando por partes la expresión

≠◊–—A–Fµ‹(ˆ—F µ‹) = ◊–—ˆ—(A–Fµ‹)F µ‹

= ◊–—ˆ—(A–)Fµ‹F µ‹ + ◊–—A–F µ‹ˆ—Fµ‹

reemplazando esto en ‚S y ordenando de manera adecuada, tenemos

‚S = ≠
1
4

⁄
d4x

3
F 2

≠
1
2◊–—F–—F 2 + 2◊–—Fµ–F‹—F µ‹

4
(4.1.4)

de donde el Lagrangiano o densidad Lagrangiana NC es

‚L(x) = ≠
1
4

3
F 2

≠
1
2◊–—F–—F 2 + 2◊–—Fµ–F‹—F µ‹

4
(4.1.5)

Con el Lagrangiano NC podemos estudiar las ecuaciones de Lagrange o también

conocidos como ecuaciones de Euler-Lagrange que nos permite contar con un sistema

anaĺıtico para llegar a las ecuaciones que describen al comportamiento f́ısico del
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campo y esta ecuación está definida como

ˆ·

A
ˆ ‚L

ˆ· A÷

B

≠
ˆ ‚L
ˆA÷

= 0 (4.1.6)

como ‚L no depende expĺıcitamente de los A÷, se tiene

ˆ ‚L
ˆA÷

= 0

como también

ˆ·

A
ˆ ‚L

ˆ· A÷

B

= ≠
1
4ˆ· ˆ

ˆ· A÷

3
F 2

≠
1
2◊–—F–—F 2 + 2◊–—Fµ–F‹—F µ‹

4

= ≠
1
4ˆ·

1
4F·÷ ≠ 2◊–—F–—F·÷ ≠ ◊·÷F 2 + 4◊–—F·–F÷— + 4◊–÷F µ–Fµ· ≠ 4◊–· F µ–Fµ÷

2

= ≠ˆ· F·÷ + 1
2◊–—ˆ· (F–—F·÷) + 1

4◊·÷ˆ· (Fµ‹F µ‹) ≠ ◊–—ˆ· (F·–F÷—) ≠ ◊–÷ˆ· (F µ–Fµ· )

+ ◊–· ˆ· (F µ–Fµ· )

donde tenemos las ecuaciones de movimiento del campo electromagnético

ˆ· F·÷ ≠
1
2◊–—ˆ· (F–—F·÷) ≠

1
4◊·÷ˆ· (Fµ‹F µ‹) + ◊–—ˆ· (F·–F÷—) + ◊–÷ˆ· (F µ–Fµ· ) ≠ ◊–· ˆ· (F µ–Fµ· ) = 0

(4.1.7)

se nota claramente cuando ◊ æ 0 obtener ˆ· F·÷ = 0 que son la ley de Gauss y la

ley de Faraday cuando no interactúa con la materia o esta en el vaćıo

Ò · Ę = 0

Ò ◊ Ę = ≠
ˆB̨

ˆt

El momento canónico conjugado fi puede ser encontrado a partir del desarrollo

35



de (4.1.6) puesto que fiµ = ˆL/ˆÏ̇µ y nos resulta para nuestro caso

fi÷ = ≠F0÷ + 1
2◊–—F–—F0÷ ≠ ◊–—F0–F÷— ≠ ◊–÷F µ–Fµ0 (4.1.8)

Ahora usaremos el formalismo 3 + 1 que en términos formales, es la descripción

de un espacio-tiempo cuadridimensional, en términos de una foliación dada por

hiper-superficies tridimensionales tiempo espacio, de modo que la métrica inducida

sobre este, sea Riemanniana [20].

Utilizaremos la métrica diag(g) = (1, ≠1, ≠1, ≠1), las relaciones provenientes

del tensor electromagnético Fµ‹ y no-conmutativo ◊µ‹ . Para la separación 3 + 1

siguientes, en este trabajo

Y
______]

______[

F 0j = ≠Ej

i, j y k = 1, 2, 3

F ij = ≠ÁijkBk

(4.1.9)

Y
______]

______[

◊0j = 0

i, j y k = 1, 2, 3

◊ij = ≠Áijk◊k

(4.1.10)

La definición de potencial vector está dado por

Aµ = („, Ą) (4.1.11)

donde el campo magnético B̨ y campo eléctrico Ę están definidos como

B̨ = Ò ◊ Ą Ę = ≠
ˆĄ

ˆt
≠ Ò„ (4.1.12)
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Utilizando la separación 3+1 y las definiciones de campo magnético y eléctrico,

podemos escribir el Lagrangiano encontrado para esta teoŕıa en (4.1.5), como

‚L = 1
2(1 + ◊ · B)(E2

≠ B2) ≠ (◊ · E)(E · B) (4.1.13)

También el momento canónico conjugado separado en 3 + 1 estaŕıa etá dado por

fi0 = 0 (4.1.14)

y

fii = ≠F0i + 1
2◊klFklF0i ≠ ◊klF0kFil ≠ ◊kiF

lkFl0

= ≠Ei + 1
2ÁklmÁkls◊

mBsEi
≠ ÁklmÁils◊

mEkBs + ÁkimÁlks◊
mBsEl

= ≠(1 + ◊ · B)Ei + (E · B)◊i + (◊ · E)Bi (4.1.15)

de este último podemos encontrar los siguientes equivalentes:

(◊ · B)Ei = (◊ · B)fii

(E · B)◊i = (fi · B)◊i

(◊ · E)Bi = (◊ · fi)Bi

con estos equivalentes sustituyendo en (4.1.15) podemos encontrar el campo eléctrico

relacionado con el momento canónico conjugado

Ei = (1 ≠ ◊ · B)fii + (fi · B)◊i + (◊ · fi)Bi (4.1.16)
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también tenemos Ȧi de Ei = F i0 = ≠ˆiA0 + Ȧi

Ȧi = ˆiA0 + (1 ≠ ◊ · B)fii + (fi · B)◊i + (◊ · fi)Bi (4.1.17)

El Hamiltoniano en mecánica clásica es una función escalar definida sobre el

espacio de fase del sistema del cual podemos obtener las ecuaciones de movimiento.

Como también bajo ciertas condiciones relacionadas con las caracteŕısticas del siste-

ma y las coordenadas, el Hamiltoniano puede identificarse con la enerǵıa mecánica

del sistema.

para nuestra teoŕıa, el Hamiltoniano H =
s

d3x̨„HC lo podemos encontrar utili-

zando el Lagrangiano ‚L y las ecuaciones (4.1.16) y (4.1.17). Donde el Hamiltoniano

canónico esta dado por

„HC = fiiȦi ≠ ‚L

= fii(ˆiA0) + fi2(1 ≠ ◊ · B) + (fi · B)(◊ · fi) + 2(◊ · fi)(fi · B)

≠
1
2(1 + ◊ · B)

Ë
fi2

≠ 2(◊ · B)fi2 + 4(◊ · fi)(fi · B) ≠ B2
È

= fii(ˆiA0) + 1
2(1 ≠ ◊ · B)fi2 + 1

2(1 + ◊ · B)B2 + (◊ · fi)(fi · B) (4.1.18)

La relación en (4.1.14) es una constricción, puesto que esta surgió directamente

de la relación de momento canónico conjugado. A esta constricción se la denomina

constricción primaria y la definimos como

fi0
¥ 0 (4.1.19)

Las constricciones secundarias son obtenidas a través de condición de consis-

tencia, considerando de que la constricción no evoluciona con el tiempo. Para tal

caso necesitamos construir un Hamiltoniano añadiendo la constricción primaria al

38



Hamiltoniano canónico. Esto es

ÊH = HC +
⁄

d3x̨⁄1fi
0 =

⁄
d3x̨(HC + ⁄1fi

0)

=
⁄

d3x̨
5
fii(ˆiA0) + 1

2(1 ≠ ◊ · B)fi2 + 1
2(◊ · B)B2 + (◊ · fi)(fi · B) + ⁄1fi

0
6

Usando la condición de consistencia para fi0, tenemos

{fi0(xÕ), ÊH} ¥

⁄
d3x̨fii(x){fi0(xÕ), ˆiA

0(x)}xÕ
0=x0

¥

⁄
d3x̨fii(x)ˆx

i {fi0(xÕ), A0(x)}xÕ
0=x0

¥

⁄
d3x̨fii(x)ˆx

i ”3(xÕ
≠ x)

¥ ≠Ò · fį (4.1.20)

hemos obtenido otra constricción Ò · fį. En donde se ve claramente cuando ◊ æ 0,

esta constricción es la ley de Gauss Ò · Ę = 0.

Vamos buscar otra constricción secundaria, para ello escribimos un nuevo Ha-

miltoniano que incluya a Ò · fį, como

H =
⁄

d3x̨
1
HC + ⁄1fi

0 + ⁄2Ò · fį
2

y por condición de consistencia para Ò · fį, podemos encontrar siguiendo el procedi-

miento anterior de condición la siguiente relación

{Ò · fį(xÕ), H} = 0

lo que significa que no existe mas constricciones y por tanto el procedimiento termina

aqúı para la teoŕıa.

Es fácil notar que las constricciones fi0
¥ 0 y Ò · fį ¥ 0 son de primera clase.
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La presencia de constricciones de primera clase en la teoŕıa electromagnética ya era

esperada, pues ella es una teoŕıa de gauge.

Tenemos dos constricciones de primera clase, eso significa que en la fijación de

gauge, tendremos dos grados de libertad para el campo de fotones y esto puede ser

asociado a sus estados de polarización.

El hecho de que existan dos constricciones de primera clase significa que debe-

mos encontrar dos constricciones debido a fijación de gauge. Esto es un poco extraño,

pues recordando la transformación de gauge para Aµ es

Aµ æ Aµ + ˆµ� (4.1.21)

Vemos que solo disponemos de la libertad de escoger una cierta función �(x). Esco-

gemos la fijación de gauge llamado fijación de Lorentz ˆµAµ = 0, a la que llamaremos

constricción por fijación de gauge

ˆkAk
¥ 0, k = 1, 2, 3 (4.1.22)

como tenemos que encontrar otra constricción por fijación de gauge, aplicamos con-

dición de consistencia para ˆkAk

{ˆkAk(xÕ), H}xÕ
0=x0 =

⁄
d3x̨

Ó
ˆkAk(xÕ), HC + ⁄1fi

0 + ⁄2ˆlfi
l
Ô

xÕ
0=x0

= Ò
2A0

≠ fikˆk(◊ · B) + Bkˆk(◊ · fi) + ◊kˆk(B · fi) ≠ Ò
2⁄2

(4.1.23)

Esta claro que no sabemos cual es el valor de Ò
2⁄2, para encontrar esto, evaluamos
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la ecuación de movimiento

≠Ȧk = {Ak(xÕ), H}

= ˆkA0 + fik
≠ (◊ · B)fik + (◊ · fi)Bk + (B · fi)◊k

≠ ˆk⁄2 (4.1.24)

También tenemos que

F k0 = fik
≠ (◊ · B)fik + (◊ · fi)Bk + (B · fi)◊k

≠Ȧk = ˆkA0 + fik
≠ (◊ · B)fik + (◊ · fi)Bk + (B · fi)◊k (4.1.25)

luego, comparando las relaciones (4.1.24) y (4.1.25) podemos deducir solo puede

satisface la igualdad cuando ˆk⁄2 = 0, por lo que ⁄2 debe de ser algún función

escalar. Por tanto hemos encontrado la otra constricción por fijación de gauge

Ò
2A0

≠ fikˆk(◊ · B) + Bkˆk(◊ · fi) + ◊kˆk(B · fi) ¥ 0 (4.1.26)

Las constricciones de la teoŕıa son de segunda clase y estos son:

„1 = Ò
2A0

≠ fikˆk(◊ · B) + Bkˆk(◊ · fi) + ◊kˆk(B · fi) (4.1.27)

„2 = fi0 (4.1.28)

„3 = ˆkAk (4.1.29)

„4 = ˆkfik (4.1.30)

Los paréntesis de Dirac son una generalización del corchete de Poisson, Desa-

rrollado por Paul Dirac para tratar de manera correcta a sistemas con constricciones

de segunda clase en mecánica Hamiltoniana y en cuantización canónica.

Para evaluar los paréntesis de Dirac se requiere construir una matriz de la forma
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Cab(xÕ, x) = {„a, „b} con a, b = 1, 2, 3, 4. Para nuestro caso, utilizando nuestras

constricciones encontramos para la matriz para la teoŕıa

C(xÕ, x) =

Q

cccccccccca

0 Ò
2

≠Ò
2(◊ · B) 0

≠Ò
2 0 0 0

Ò
2(◊ · B) 0 0 ≠Ò

2

0 0 Ò
2 0

R

ddddddddddb

”(3)(xÕ
≠ x) (4.1.31)

cuya inversa de la matriz C es

C≠1(xÕ, x) =

Q

cccccccccca

0 ≠
1

Ò2 0 0
1

Ò2 0 0 (◊·B)
Ò2

0 0 0 1
Ò2

0 ≠
(◊·B)
Ò2 ≠

1
Ò2 0

R

ddddddddddb

”(3)(xÕ
≠ x) (4.1.32)

con este matriz y las constricciones podemos evaluar los paréntesis de Dirac con
nuestros constricciones

{Aµ(xÕ), fi‹(x)}D
xÕ

0=x0 = {Aµ(xÕ), fi‹(x)}xÕ
0=x0 ≠

⁄
d3yd3z{Aµ(xÕ), „a(y)}xÕ

0=y0C≠1
ab (y, z){„b(z), fi‹(x)}z0=x0

(4.1.33)

evaluando con las constricciones obtenidas para la teoŕıa

{Aµ(xÕ), fi‹(x)}D
xÕ

0=x0 = {Aµ(xÕ), fi‹(x)}xÕ
0=x0 ≠

⁄
d3yd3z{Aµ(xÕ), „2(y)}xÕ

0=y0C≠1
21 (y, z){„1(z), fi‹(x)}z0=x0

≠

⁄
d3yd3z{Aµ(xÕ), „4(y)}xÕ

0=y0C≠1
43 (y, z){„3(z), fi‹(x)}z0=x0

(4.1.34)
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luego

{Aµ(xÕ), fi‹(x)}D
xÕ

0=x0 =
C

(”µ
‹ ≠ ”µ

0 ”0
‹) ≠

ˆµˆ‹

Ò2

D

”3(xÕ
≠ x) (4.1.35)

{Aµ(xÕ), A‹(x)}D
xÕ

0=x0 = 0 (4.1.36)

{fiµ(xÕ), fi‹(x)}D
xÕ

0=x0 = 0 (4.1.37)

Los conmutadores son obtenidas a partir de los paréntesis de Dirac evaluados

para la teoŕıa. Como estos paréntesis son igualdades fuertes para las constricciones

podemos relacionar {A, B} æ
1
i [ ‚A, ‚B] con los paréntesis de Dirac y nos resulta lo

siguiente:

[Ai(xÕ), fij(x)]xÕ
0=x0 = i

A

”i
j ≠

ˆiˆj

Ò2

B

”3(xÕ
≠ x) (4.1.38)

[Ai(xÕ), Aj(x)]xÕ
0=x0 = 0 (4.1.39)

[fii(xÕ), fij(x)]xÕ
0=x0 = 0 (4.1.40)

Se observa que las reglas de cuantización para el electromagnetismo NC imple-

mentados coinciden exactamente con las reglas de cuantización del electromagnetis-

mo en el espacio-tiempo conmutativo. Estas reglas de conmutación también pueden

ser escritas en función de potencial vector y campo eléctrico, como:

[Ai(x), Ej(xÕ)] = i

A

”i
j ≠

ˆiˆj

Ò2

B

”3(xÕ
≠ x) (4.1.41)

[Ai(x), AÕj(x)] = [Ei(x), Ej(xÕ)] = 0 (4.1.42)

El potencial se puede expandir en series de Fourier tridimensional, de modo que
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la solución ⇤2Ai = 0 puede escribirse como

A(x) =
⁄ d3

(2fi)32k0

2ÿ

⁄=1
Á(⁄)(k)

Ë
a(⁄)(k)e≠ikx + a(⁄)ú(k)eikx

È
(4.1.43)

donde k es momentum, Á(⁄)(k) es vector de polarización, k2 = 0, k0 = |k|, dado que

la condición de radiación de gauge es Ò · A = 0, resulta

k · Á(⁄)(k) = 0 (4.1.44)

Entonces, para una dirección de propagación k/|k|, los Á(⁄)(k) son transversales.

Esta claro que también podemos elegir que estos sean ortogonales

Á(⁄)(k) · Á(⁄Õ)(k) = ”⁄⁄Õ (4.1.45)

Ahora podemos calcular la relación de conmutación de los operadores a(⁄)(k)eikx

y a(⁄)ú(k)e≠ikx, en términos de la función

fk(x) = 1
[(2fi)32k0]1/2 e≠ikx (4.1.46)

obtenemos

A(x) =
⁄ d3k

[(2fi)32k0]1/2
ÿ

⁄

Á(⁄)(k)
Ë
fk(x)a(⁄)(k) + f ú

k (x)a(⁄)ú(k)
È

(4.1.47)

dado que fk(x) y f ú
k (x) forman un conjunto orto-normal, se puede deducir que

a(⁄)(k) =
⁄

d3x[(2fi)32k0]1/2f ú
k (x)i

Ωæ
ˆ 0Á

(⁄)(k) · A(x) (4.1.48)

a(⁄)ú(k) = ≠

⁄
d3x[(2fi)32k0]1/2fk(x)i

Ωæ
ˆ 0Á

(⁄)(k) · A(x) (4.1.49)

(4.1.50)

44



Luego, usando las ecuaciones (4.1.41), (4.1.44) y (4.1.45) obtenemos

Ë
a(⁄)(k), a(⁄Õ)ú(kÕ)

È
= 2k0(2fi)3”⁄⁄Õ”(3)(k ≠ kÕ) (4.1.51)

Ë
a(⁄)(k), a(⁄Õ)(kÕ)

È
=

Ë
a(⁄)ú(k), a(⁄Õ)ú(kÕ)

È
= 0 (4.1.52)

Estas relaciones de conmutación tienen la misma forma que las del campo esca-

lar y tienen la misma interpretación de que los operadores de aniquilación y creación

de fotones.

Volviendo al tema del Hamiltoniano encontrado para la teoŕıa de la electro-

dinámica en espacio-tiempo no-conmutativo, podemos expresarlo aquel Hamilto-

niano en función de operadores de aniquilación y creación, para ello expresamos

la densidad Hamiltoniana en función de campo eléctrico, magnético, y usando la

condición de Lorentz, tenemos

„HC = 1
2

⁄
d3x

Ë
(1 + ◊ · B)(E2 + B2) ≠ 2(E · B)(◊ · E)

È
(4.1.53)

Utilizando gauge de Coulomb para calcular los campos eléctricos y magnéticos

de la forma E = ≠
ˆA
ˆt y B = Ò ◊ A en función de operadores de aniquilación y

creación, utilizando (4.1.43) obtenemos

E(x) =
⁄ d3

(2fi)32k0
i

ÿ

⁄

Á(⁄)(k)k0
Ë
a(⁄)(k)e≠ikx

≠ a(⁄)ú(k)eikx
È

(4.1.54)

elevando al cuadrado el campo eléctrico, obtenemos

E2(x) =
ÿ

⁄

1
(2fi)3

1
4

Ë
≠a(⁄)(k)a(⁄)(k) + a(⁄)ú(k)a(⁄)(k) + a(⁄)(k)a(⁄)ú(k) ≠ a(⁄)ú(k)a(⁄)ú(k)

È

(4.1.55)
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De forma similar para el campo magnético

B(x) =
⁄ d3

(2fi)32k0
i

ÿ

⁄

(Á(⁄)(k) ◊ k)
Ë
≠a(⁄)(k)e≠ikx + a(⁄)ú(k)eikx

È
(4.1.56)

teniendo en cuenta que (Á(⁄)(k) ◊ k) · (Á(⁄Õ)(kÕ) ◊ kÕ) = k · kÕ”⁄⁄Õ , podemos encontrar

el cuadrado del campo magnético

B2(x) =
ÿ

⁄

1
(2fi)3

1
4

Ë
a(⁄)(k)a(⁄)(k) + a(⁄)ú(k)a(⁄)(k) + a(⁄)(k)a(⁄)ú(k) + a(⁄)ú(k)a(⁄)ú(k)

È

(4.1.57)

Con las igualdades (4.1.54), (4.1.55), (4.1.56) y (4.1.57) el Hamiltoniano pa-

ra el modelo de la electrodinámica de Maxwell en espacio-tiempo no-conmutativo

quedaŕıa en función de operadores de creación y aniquilación. Como por ejemplo,

cuando ◊ æ 0, tenemos el operador Hamiltoniano

H = 1
2

⁄
d3x(E2 + B2)

=
ÿ

⁄

1
(2fi)3

1
4

Ë
a(⁄)ú(k)a(⁄)(k) + a(⁄)(k)a(⁄)ú(k)

È

=
ÿ

⁄

1
(2fi)3

1
2

Ë
a(⁄)ú(k)a(⁄)(k)

È
. (4.1.58)

Esto es la enerǵıa total de un conjunto de fotones con polarización transversal

⁄ = 1, 2 y esta definido positivamente que representa la teoŕıa cuántica del campo

electromagnético.
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CONCLUSIONES

En este trabajo hemos formulado una relación explicita de las perturbaciones

en la implementación de la electrodinámica en la teoŕıa NC sin interacción externa,

mediante el uso de mapa SW, pero sin embargo, se debe aclarar que no se han

considerado los términos de orden superior a O(◊), puesto que el valor del parámetro

NC en orden mayor o igual a dos no tiene significado f́ısico considerable por estar

en la escala de Planck. Además, la densidad Lagrangiana nos resulta invariante de

gauge y viola la simetŕıa de Lorentz. Como también las ecuaciones de movimiento

en esta teoŕıa se ven perturbadas expĺıcitamente con la presencia del término NC,

Aśı, cuando ◊ æ 0 estas ecuaciones resultan ser las leyes de Gauss y Faraday que

son conocidas como ecuaciones de Maxwell.

Para el proceso de cuantización de la teoŕıa de Maxwell en la teoŕıa NC, se

ha utilizado el método de Dirac. En donde se ha obtenido dos constricciones de

primera clase y dos debido a fijación de gauge para el campo de fotones que pueden

ser asociados con sus dos estados de polarización, y con estas constricciones se han

determinado las reglas de cuantización o reglas de conmutación de la electrodinámica

de Maxwell en espacio-tiempo NC y se obtuvieron exactamente lo mismo que de la

teoŕıa de Maxwell para la electrodinámica en un espacio-tiempo conmutativo, eso

significa que no se ve afectado las reglas de cuantización con la presencia del término

NC. Finalmente haciendo uso de las reglas de cuantización encontradas y la solución

de gauge de Coulomb en el vaćıo, se pudo determinar el potencial vector, campos

magnético y eléctrico en función de operadores de creación y aniquilación, y con ello

el Hamiltoniano de la teoŕıa queda cuantizado.
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RECOMENDACIONES

Otros aspectos que puedan ser estudiados en trabajos futuros son las soluciones

de ecuaciones de movimiento, implementación de las ecuaciones provenientes del

tensor dual electromagnético en NC. Como también estudiar los propagadores de

Feynman, espacio de momentos, y otros relacionados al operador Hamiltoniano.
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