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ACRONIMOS

Conjunto de los numeros naturales.

Conjunto de los nimeros reales.

Espacio euclidiano.

Esfera unitaria n-dimensional.

Variedad diferenciable n-dimensional.

Métrica riemanniana.

Variedad Riemanniana de n-dimensional.

Espacio tangente a M en el punto p.

Conjunto de campos vectoriales tangentes a la variedad.
Conjunto de campos vectoriales tangentes a lo largo de .
Conexion.

Aplicacién exponencial en el punto p.

Distancia entre p y q.

Bola geodésica de r y centro p.

Frontera de la bola centrada en p.

Longitud de la curva 7.

Didmetro de M.

Fibrado tangente unitario de M.

Operador curvatura de Riemann.

Curvatura seccional asociada a o.
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Ric . Curvatura de Ricci.
Sp . Curvatura escalar.
C(p) : Lugar de los puntos conjugados de p.

Cm(p) : Lugar de corte de p.
i(M) : Radio de inyectividad de M.
i(p) : Radio de inyectividad en el punto p.

L(s) : Operador longitud.

E(s) : Funcion energia.
J : Campo de Jacobi a lo largo de una geodésica .
1 :  Isometria lineal.
Kia: © Supremo de todas las curvaturas seccionales.
K,in : Infimo de todas las curvaturas seccionales.
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RESUMEN

La investigacion planted la extension del teorema de la esfera a variedades rie-
mannianas de dimensién n > 3. Fundamentalmente esta extension se debe a Berger y
Klingenberg, siendo este dltimo quien desarroll la estimacién del radio de inyectividad
para una variedad cuya caracteristica es poseer curvatura seccional positiva y unitaria. El
objetivo principal fue demostrar que con las condiciones de curvatura gaussiana positiva
una superficie conexa y compacta no puede ser otra superficie més que la esfera, para lo
cual se busca establecer un homeomorfismo entre una variedad M compacta y simple-
mente conexa que satisfaga determinadas condiciones sobre la curvatura seccional y la
esfera unitaria S"; dicha condicién que se impuso es: trabajar con variedades riemannia-

. ‘ . . ) 1
nas cuya curvatura seccional estén contenidas estrictamente en el intervalo (—, 1], donde
4
1 . . L .
h = 1 es la cota de Klingenberg. Para ello se estudid los teoremas de estimacién de Klin-
genberg con la finalidad de encontrar una cota 6ptima para el radio de inyectividad y con

ello proporcionarle una estructura a la variedad para construir el homeomorfismo.

Palabras clave: Cota de Klingenberg, homeomorfismos,radio de inyectividad, teorema

de la esfera, variedades riemannianas.
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ABSTRACT

The research proposed the extension of the sphere theorem to Riemannian varie-
ties of dimension n > 3. Fundamentally, this extension is due to Berger and Klingenberg,
the latter being the one who developed the estimation of the radius of injection for a va-
riety whose characteristic is to have positive sectional curvature. and unitary. The main
objective was to demonstrate that with positive Gaussian curvature conditions a connec-
ted and compact surface cannot be any other surface than the sphere, for which purpose it
seeks to establish a homeomorphism between a compact and simply connected M variety
that satisfies certain conditions on the sectional curvature and the unitary sphere S™; This
condition that was imposed is: work with Riemannian varieties whose sectional curvature
is strictly contained in the interval (411’ 1], where h = 411 is the Klingenberg dimension.
To do this, we studied the Klingenberg estimation theorems. in order to find an optimal
height for the radius of injection and thereby provide the variety with a structure to build

homeomorphism.

Keywords: Klingenberg level, homeomorphisms, sphere theorem, injectivity radius,

riemannian varieties
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CAPITULO I

INTRODUCCION

Dentro de la Geometria Diferencial Global se aborda una caracteristica fundamen-
tal que forma parte de una clase especial de resultados que buscan establecer la relacion
entre geometria y topologia, esta caracteristica se aplica en un resultado relevante que
es el teorema de la esfera. Este teorema tiene una larga historia, dentro de ello estin las
estimaciones del radio de inyectividad para las diferentes versiones de los teoremas de las
esferas que vienen siendo desde siempre un tema central dentro de la Geometria Diferen-
cial Global que busca definir invariantes isométricas. El estudio del teorema de la esfera
da lugar a un gran ndmero de incdgnitas e interpretaciones geométricas, que orientan a la

investigacion en torno a extender y aplicar este teorema a otros dmbitos de la matematica

(Martos, 2014).

La caracteristica principal del teorema de la esfera en variedades riemannianas
es la estructura que adopta una variedad riemanniana M sobre su curvatura seccional
K de manera que sea homeomorfa a una esfera S™ unitaria. La restriccién dada en la
curvatura seccional K de M es que sea positiva y se encuentre en el intervalo (h, 1],
donde h = 1/4 llamada cota de Klingenberg (o pinzamiento), parte de ello estan las
estimaciones del radio de inyectividad de Klingenberg. Entonces el interés es explicar la
funcién que cumple la cota de Klingenberg y las estimaciones de radio de inyectividad de
Klingenberg en la prueba del teorema de la esfera en variedades riemannianas, para esto
es necesario; estudiar principalmente geodésicas, aplicaciones exponenciales, campos de

Jacobi, puntos conjugados, variedades completas, la primera y segunda férmula de la

11
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variacion de energia, los resultados como: Teorema de Bonnet Meyers, corolario de Syng

y los teoremas de comparacién de Rauch.

El objetivo fundamental de la investigacién es, explicar y demostrar una de las
versiones del teorema de la esfera, la cual es la extension del teorema de la esfera a va-
riedades riemannianas mediante la estimacién de la cota de Klingenberg, especificamente
es necesario hacerlo en variedades riemannianas de dimensiones altas, sustentando de
manera completa y con todas las herramientas que sean necesarias tanto técnicas como

tedricas.

El trabajo de investigacion se estructura de la siguiente manera:

En el capitulo 1 estd la introduccidn, en ella se encuentran el contenido del plan
de tesis de forma mds amplia y elaborada en la que se mencionan los componentes del
problema, la formulacién del problema, las hipétesis, la justificacion de la investigacién

y los objetivos, para el desarrollo de esta tesis.

En el capitulo 2 estd la revision literaria, en ella estdn los antecedentes que sus-
tentan la investigacién y se encuentra el marco tedrico en el que se enuncia a detalle
todos los conceptos y definiciones que serdn de gran utilidad para lograr el objetivo de la

investigacion.

En el capitulo 3 se encuentran materiales y métodos, en ellas se mencionan las
herramientas utilizadas, el tipo y la metodologia aplicada a la investigacion, que en este

caso es de tipo cualitativo y método deductivo.

12
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En el capitulo 4 se encuentran los resultados y discusion, en ellas se estudia pro-
piedades de punto de corte, lugar de corte y radio de inyectividad de una variedad. Luego
se establecen las estimaciones de Klingenberg y finalmente se presenta la demostracion
de la extension del teorema de la esfera a variedades riemannianas, representada por el

teorema de la esfera topoldgica obtenida por Klingenberg y Berger.

Finalmente, en los capitulos 5 y 6 se presentan las conclusiones y las recomen-
daciones, en ellas se comenta y se recomienda algunas aplicaciones y posibles trabajos a

futuro.

1.1. FORMULACION DEL PROBLEMA

En la presente investigacion titulada “cota de Klingenberg en la extension del

teorema de la esfera a variedades riemannianas", se plantea lo siguiente:

Una variedad riemanniana M de dimensién n > 3 compacta, simplemente cone-

xa, cuya curvatura seccional K satisface:
O0O<h<K<I1

. 1
sih = T entonces M es homeomorfa a una esfera $".

La formulacién del problema estd representada con las siguientes interrogantes:

(Coémo influye la cota de Klingenberg en la extension del teorema de la esfera a

variedades riemannianas?

13
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(Cuiles son las condiciones que permiten definir el homeomorfismo entre una

variedad M determinada por su curvatura seccional y la esfera $"?

(Coémo es que se pueden identificar propiedades como punto de corte y lugar de
corte en una variedad M, de manera que sean fundamentales en la estimacién de la cota

de Klingenberg?

1.2. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

1.2.1. Hipotesis General

La cota de Klingenberg desempefia un papel fundamental en la demostracién de

la extension del teorema de la esfera a variedades riemannianas de dimension n > 3.

1.2.2. Hipotesis Especificos

= La restriccion de la topologia de las variedades sobre la curvatura seccional esta-
blecen un homeomorfismo entre una variedad compacta, simplemente conexa y la

esfera unitaria.

= [os puntos conjugados y las singularidades de la aplicacion exponencial identifican

propiedades como punto de corte y lugar de corte.

1.3. JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

El estudio de la extension del teorema de la esfera a variedades riemannianas me-
diante la cota de Klingenberg es un resultado que en definiciones generales busca mostrar

la relacién que existe entre la topologia y la geometria, esto nos lleva a los resultados es-

14
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peciales de topologia diferencial. La importancia de esta investigacion es el aporte que se
dard dentro de la geometria diferencial mediante un resultado relevante que es el teorema
de la esfera, donde esta restringe fuertemente la topologia de las variedades que admiten
métricas con un limite de curvatura particular, es decir la curvatura seccional de una varie-
dad M compacta y simplemente conexa debe estar contenida estrictamente en el intervalo
(h, 1] donde h es el pinzamiento de la variedad conocida como la cota de Klingenberg.
Y bajo esta condicion sobre su curvatura seccional una variedad M compacta y simple-
mente conexa debe ser homemorfa a una esfera unitaria, bajo estos criterios el propdsito
fundamental es demostrar la extension del teorema de la esfera a variedades riemannianas
con la cota de Klingenberg, esta ultima se encarga de darle una estructura a la variedad

sobre su curvatura seccional.

1.4. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.4.1. Objetivo General

Extender el teorema de la esfera a variedades riemannianas de dimensiéon n > 3

utilizando la cota de Klingenberg.

1.4.2. Objetivos Especificos

= Restringir la topologia de las variedades sobre su curvatura seccional para esta-
blecer un homeomorfismo entre una variedad compacta, simplemente conexa y la
esfera unitaria.

= Definir el concepto de punto conjugado para identificar las propiedades como punto

de corte y lugar de corte en una variedad M.

15
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CAPITULO 11

REVISION DE LITERATURA

En este capitulo se presenta los antecedentes y el marco tedrico de la investigacion.

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Como un pequeiio predmbulo a los antecedentes, se describe un poco de lo que
viene a ser el proceso de la construccién del teorema de la esfera topoldgica, desde su

origen hasta su version original.

El teorema de la esfera es un resultado global cuyo origen surgié de manera natural
mediante las diferentes definiciones, empezando de la esfera de rigidez hasta el teorema
de Hadamard, en el que este demostré un resultado similar al teorema de la esfera. Es-
pecificamente, prob6 que cualquier superficie de R?® compacta, orientada y con curvatura

de Gauss positiva debia ser difeomorfa a una esfera (Do Carmo, [2016; Hadamard, [1898)).

Este hecho planteaba la extension del resultado a estructuras mds generales como las va-

riedades Riemannianas. En 1951, en su articulo de investigacion titulada “A contribution
to differential geometry in the large", Rauch hizo la siguiente pregunta, de si una variedad
Riemanniana M compacta y simplemente conexa, cuya curvatura seccional se encuen-
tran en el intervalo (1, 4] es necesariamente homeomorfa a la esfera. Alrededor de 1960,
Berger y Klingenberg dieron una respuesta afirmativa a esta cuestion. Es decir, afirmaron
que M es homeomorfaa 5" 2009). Sobre la base del trabajo de Rauch y Berger.
En 1961, Klingenberg obtuvo la version final de este teorema y fue enunciado de la si-

guiente forma: Sea M una variedad riemanniana completa, simplemente conexa con una
16
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curvatura seccional estrictamente 1/4 de pinzamiento, entonces M es homeomorfa a la

esfera $” y segin el teorema de Meyers M es una variedad compacta (Abresch, [1997),

por esta razon el teorema se puede establecer de manera equivalente para compactos en
lugar de variedades completas. Este fue uno de los primeros resultados en la geometria
riemanniana, donde el tipo topoldgico de una variedad M homeomorfa a la esfera unitaria

S™ estd determinado por las desigualdades de su curvatura seccional.

En base del parrafo anterior, se considera como antecedentes de la presente inves-

tigacion los siguientes trabajos:

= Klingenberg (1959), en su articulo titulado, “Contributions to Riemannian geo-

metry in the large”, introdujo la estimacion de la distancia de un punto a su lugar
de corte en la variedad de dimensién par y con dicha estimacion demostré el teore-
ma de la esfera en variedades riemannianas para h = 0.55 utilizando el teorema de
Toponogov y la estimacidn introducida. A partir de este resultado lo que se pretende
es explicar el homeomorfismo entre una variedad de dimensiones altas y la esfera

unitaria.

] (1960), en su articulo titulado, “les variétés riemanniennes (1/4)-pincées”,
demostré el teorema de la esfera en dimensién par para h = 1/4 utilizando el
teorema de Toponogov y la estimacion de Klingenberg. A partir de este aporte se
pretende mostrar el teorema de la esfera sin el uso del teorema de Toponogov siendo

esta innecesaria como se muestra en Tsukamoto| (1961).

= Klingenberg (1961), en su articulo titulado, “Uber riemannsche Mannigfaltigkei-

ten mit positiver Kriimmung”, generaliz6 la estimacion de radio de inyectividad

para variedades de dimension impar, para ello introdujo la teoria de Morse y junto

17
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con el trabajo de Berger (1960), demostré el teorema de la esfera en variedades rie-
mannianas de dimensiénes n > 3. En base a este trabajo, lo que se hard es describir

la estimacion del radio de inyectividad y especificar el momento crucial de su uso.

= [Abresch! (1997), realizé la investigacion: “Injectivity Radius Estimates and Sphere

Theorems”, en este articulo el autor desarrolld diferentes resultados sobre el radio

de inyectividad y el teorema de la esfera, desde las primeras versiones del teorema
. . . . . 1

de la esfera topoldgica hasta el mds reciente del teorema con pinzamiento de T el

autor explica en cada etapa las nuevas ideas involucradas. A partir de estas ideas se

pretende estudiar el teorema de la esfera topoldgica.

= Martinez (2007), en su articulo titulada “La Curvatura de Riemann a Través de

la Historia”, muestra tanto la evolucion de su concepto a lo largo de la historia
como algunas de sus posibles aplicaciones de la curvatura. Las evoluciones sobre
los conceptos mostradas en este articulo serdn utilizadas para entender de la mejor

manera la relacion que existe entre la curvatura de Gauss y Riemanniana.

. (2013), realizé la investigacién: “The Sphere Theorem in Riemannian Geo-
metry”, en este articulo el autor demostrd el teorema de la esfera en variedades
riemannianas utilizando el teorema de Toponogov y las estimaciones de Klingen-
berg. La demostracién mostrada en este articulo adopta una forma especifica en el
que paso a paso se explica las condiciones que debe cumplir el homeomorfismo, la
cual serd tomada como referencia para la presente investigacion, pero sin el uso del

teorema de Toponogov.

. (2014)), realiz6 la investigacion: “Teorema de la Esfera”, en la Universidad
de Murcia, Espaiia. En este trabajo el autor demostro el teorema de la esfera, uti-
lizando las estimaciones del radio de inyectividad de Klingenberg, hace cumplir el

homeomorfismo entre una variedad y la esfera unitaria bajo ciertas condiciones. Lo

18
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que se pretende a diferencia de este trabajo es ver este resultado como una extension
del teorema de la esfera definido en R? a variedades riemannianas y profundizar su
demostracion exponiendo de manera mas detallada cada paso y mostrando las con-

diciones que cumple el homeomorfismo entre una variedad y la esfera.

2.2. MARCO TEORICO

En esta seccion se presenta preliminares, teoremas, proposiciones, lemas y defini-
ciones de geometria diferencial y geometria riemanniana importantes para el logro de los
objetivos de la investigacion. No se presenta demostraciones, por lo que se referencia y se
interpreta en algunos casos. Cabe indicar que se profundiza en algunas de estas teorias por

la importancia y utilizacién en la demostracion de resultados (Do Carmo| (2015)), Sanchez

(2007) y (Gallog (1990)).

2.2.1. Meétrica Riemanniana

Se inicia esta subseccion con la definicion de la métrica riemanniana, la cual per-
mitird definir una variedad riemanniana y sobre ella mds adelante se definirdn conceptos

como: Campos vectoriales, transporte paralelo, curvatura y entre otras.

Se denotard por M a una variedad diferenciable de dimensién n que es lo mismo

decir de clase C*° y por T),M el plano tangente a M en p.

Definicion 2.2.1.1. (Métrica riemanniana) Una métrica riemanniana o estructura rie-

manniana en una variedad diferenciable M es una correspondencia que asocia a cada
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punto de p € M un producto interno (, ), (esto es una forma simétrica, bilineal y defi-
nida positiva) en el espacio tangente 7,/ la cual varia diferencialmente en el siguien-

te sentido: Six : U C R" — M es un sistema de coordenadas alrededor de p, con

0

X(z1,za) =q € XU) y  5-

(q) = dX,(0,...,1,...,0), entonces

<6%(q)7 aix](q)>q = gij(21, ..., )

es una funcidn diferenciable sobre U. (Do Carmo, 2015, p. 41)

De la definicion anterior, las funciones ¢;; = g;; son llamadas representacion local

de la métrica riemanniana en el sistema coordenado xz : U C R™ — M.

Una vez definida la métrica riemanniana se puede ahora definir la estructura de

una variedad riemanniana.

Definicion 2.2.1.2. (Variedad riemanniana) Sea )M/ una variedad diferenciable, se dice

que M es una variedad riemanniana cuando tiene asociada una métrica riemanniana g.

Las variedades riemannianas son variedades diferenciables reales en la que cada

espacio tangente proviene con un producto interno para cada punto p de M.

Para finalizar esta subseccion se define la teoria basica de campos vectoriales en

una variedad.

Definicion 2.2.1.3. ( Campo vectorial) Un campo vectorial V' a lo largo de una curva

c: I — M es una aplicacion que a cada ¢ € I asocia un vector tangente V (t) € T, M.
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Se dice que V' es diferenciable si para toda funcién diferenciable f en M, la funcién

t — V(t)f es una funcién diferenciable en /. (Do Carmo, 2015, p. 47)

2.2.2. Teorema Fundamental de las Variedades Riemannianas

Esta subseccion se inicia con la definicion de la derivada covariante para definir las
conexiones afines sobre una variedad riemanniana M y luego se enuncia el concepto de
paralelismo para definir el teorema fundamental de variedades riemannianas o conexién

de Levi-Civita, este tltimo permitird derivar campos vectoriales sobre M.

Se denotard por y (M) conjunto de los campos vectoriales y por D (M) al conjunto

de las funciones reales de clase C*° definidas en M.

Definicion 2.2.2.1. (Derivada covariante) Si M es un subconjunto de R" y « una cur-
va en M, tiene sentido calcular o’’((), aunque este vector se salga del espacio tangente
To(t9)M. Si se piensa que la segunda derivada debe ser un vector tangente a M, se puede
proyectar el vector o (ty) sobre To(to) M. A este vector se le llama la derivada covariante
de o/(t) en ty y se denota de la siguiente forma

Do’ a'(t) — o/ (to)

to) = Proy lim
g to) e t—t,

En base a lo anterior, la derivada covariante de un campo vectorial V' en la direccion de

o/ (ty) estd dada por

bv. .\ _ - V(a(t)) = V(a(t))
g (o) = Proy lim t—tg
Sanchez (2007).
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Dada la definicién anterior, no sélo se puede derivar en la direccion de o/ (), sino
que se puede derivar un campo cualquiera en la direccion de otro campo cualquiera, a este

tipo de operacion se le conoce como conexion.

Definicion 2.2.2.2. (Conexion afin) Sea ) una variedad diferenciable, una conexion afin

sobre M es una operacion:
VX (M) X x(M) = x(M)
Donde dados X,Y € x (M), se tiene la notacién V(X,Y) = VxY y ademds se cumplen
las siguientes propiedades para f,g € C°(M); X,Y,Z € x(M).
1) VixegvZ = fVxZ +gVyZ
i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ
i) Vx(fY) = fvxY + X(f)Y.

(Do Carmo, 2015, p. 55)

Las conexiones proporcionan una forma natural de derivar campos vectoriales

arbitrarios en una variedad.

Definicion 2.2.2.3. (Paralelismo) Sea M una variedad diferenciable con una conexion
afin V. Un campo vectorial V' a lo largo de una curva ¢ : I — M es llamado paralelo

D
cuando d_}f/ =0, paratodo ¢t € I. (Do Carmo, 2015, p. 58)

El paralelismo permite transportar vectores tangentes desde un punto de una va-

riedad a otra de modo que permanezcan paralelos a lo largo de una curva y respecto a la
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conexion dada. Un resultado importante sobre este es el transporte paralelo que se enuncia

a continuacion.

Proposicion 2.2.2.1. (Transporte paralelo) Sea M una variedad diferenciable con una
conexion afin V. Sea c : I — M una curva diferenciable sobre M, Vi un vector tangente
a M en el punto c(ly), to € I (es decir Vi € Ty, M). Entonces existe un inico campo
de vectores paralelo V' a lo largo de ¢, tal que V (ty) = Vi, (V(t) es llamado transporte

paralelo de V (ty) a lo largo de c ). (Do carmo, 2015, p. 58)

La proposicién (2.2.2.1), mds adelante serd utilizado para motivar el concepto de

curvatura.

Proposicion 2.2.2.2. (Compatibilidad de la conexion afin) Sea M una variedad rie-
manniana. Una conexion V sobre M es compatible con una métrica si y solo si para
cualesquiera campos vectoriales V' 'y W a lo largo de la curva diferenciable ¢ : I — M,

se tiene que

d DV DW
—(VIWN=( =— W VN+(V,— 1.
dt< W) < dt’ > < ’ >’ te

(Do carmo, 2015, p. 59)

La proposicién anterior, describe la compatibilidad de la conexién V con la mé-
trica (, ). Con ello se preservan las normas de los vectores transportados a lo largo de las

curvas.

Definicion 2.2.2.4. (Simetria de la conexion afin) Una conexion afin ¥V en una variedad
23
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diferenciable M es simétrica si VxY — Vy X = [X,Y] para todo X,Y € x(M). (Do

carmo, 2015, p. 60)

La definicion (2.2.2.4)), en un sistema de coordenadas (U, x) implica lo siguiente:

0
Paratodoid,j = 1,...,n, Vx, X;—Vx, X; = [X;, X;] =0, X;= 8_’10 anterior
g

es equivalente a I'}; = I'%;.

Ffj son conocidos como los simbolos de Christoffel, que son funciones de los

parametros locales y tienen la propiedad de ser invariantes por isometrias.

Se puede ahora enunciar el teorema fundamental de las variedades riemannianas,

conocida como conexidn de Levi-Civita o conexidon riemanniana sobre una variedad M.

Teorema 2.2.2.1. (Conexion Levi-Civita) Dada una variedad riemanniana M, existe una

tinica conexion afin V sobre M que satisface las siguientes condiciones:

i). V essimétrica.

ii). V es compatible con la métrica riemanniana.

(Do carmo, 2015, p. 61)

Observacion 2.2.2.1. Sea « una curva diferenciable y y(«) campo de vectores tangentes
ala curva . La conexion de Levi-Civita V determina una aplicacion en el conjunto x(«),

D
llamada derivada covariante a lo largo de « y es denotada por a
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Definicién 2.2.2.5. (Simbolos de Christoffel) En un sistema de cooordenadas (U, z), las
funciones I'}; definidas en U son dadas por Vx, X; = Y, I'}; X}, son llamados coeficientes

de conexion V en U o los simbolos de Christoffel de la conexion. (Do carmo, 2015, p. 62)

2.2.3. Geodésicas y Aplicaciones Exponenciales

El concepto de las geodésicas se relaciona con curvas cuya derivada covariante
se anulan en todos los puntos donde estd definida (la geodésica como una curva con
aceleracion cero). Por otro lado, es aquel que minimiza la longitud de arco para puntos
suficientemente cercanos, esto indica que si una curva minimiza la longitud de arco entre

dos de sus puntos cualesquiera entonces es una geodésica.

La aplicacion exponencial es una herramienta principal que describe el comporta-

miento de todas las geodésicas que comienzan en un s6lo punto de la variedad.

Definicién 2.2.3.1. (Geodésica) Una curva v : I — M es una geodésicaenty € I siy

/
solo si

se anula en 4. La curva 7 es una geodésica si y s6lo si es una geodésica en ¢

para todo t € I. (Sanches, 2007, p.120)

Observacion 2.2.3.1. De la definicién [2.2.3.1| una curva regular v : I — M se llama

d [dy dy\ 5 Ddy dvy\ 0
dt\dt dt/ “\dtdt'dt/)
) dry L. ) . )
y la longitud del vector tangente I es constante. Una geodésica estd normalizada si

-

geodésica si
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La siguiente proposicion define formalmente como son las geodésicas sobre una

esfera S™ de dimension arbitraria.

Proposicion 2.2.3.1. Las geodésicas en una esfera unitaria " C R""! son las circun-
ferencias mdximas sobre 3", que se obtienen intersectando la esfera con cualquier plano

que pase por el origen.

En particular, en una esfera $*> C R? la curva v : R — $? definido por v(t) =
(cost)p + (sent)v, conp € $% y v € T,,5? es una geodésica porque su traza es un circulo

maximo; es decir,

v(t) = (cost)p + (sent)v

7' (t) = (—sent)p + (cost)v

7'(t) = (= cost)p + (—sent)v

7'(t) = —{(cost)p + (sent)v}

donde N(v(t)) es la normal principal, lo que significa que la interseccién entre
$2 y el plano generado por p y v es un circulo mdximo como se muestra en la figura
(IL.Ta), cabe resaltar que por unicidad los circulos maximos son las tnicas geodésicas de

una esfera.

Por otro lado, los polos norte (N) y sur (S) de la esfera tienen infinitos segmentos

geodésicos . entre ellos, como se muestra en la figura (IL.Tb).
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L ———base{p,v} N
'l geodésica ({ \\
S
(a) Los circulos maximos son geodésicas (b) Existen infinitos segmentos geodésicos de N a S

Figura II.1: Geodésicas en la esfera.

Como se puede observar en la figura ([.Ta)), las geodésicas en la esfera estdn
caracterizadas como curvas obtenidas por la interseccién de planos que pasan por el origen

de la esfera S®. Es similar en el caso de la esfera S™.

Para los siguientes resultados es necesario indicar que 7'M es llamado fibrado

tangente y es el conjunto formado de los pares (¢,v) cong € M yv € T, M.

Proposicion 2.2.3.2. Dado p € M, existe un conjunto abierto V.C M, p € V, niimeros

0,€ > 0y una aplicacion C*>

Y(=0,0) xU = M, U={(q,v):qeV,veT,M,v|<e},

de modo que para cada (q,v) € U, la curvat — ~(t,q,v),t € (=X, N), es la unica

geodésica que pasa por q con velocidad v en el instante t = 0, esto es v(0,q,v) = g,
27
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¥ (0,q,v) =vy~"(t,q,v) = 0. (Do Carmo, 2015, p.71)

La proposicién (2.2.3.2)), afirma la existencia de una tnica geodésica en un in-
tervalo (—9,d) que satisface la condicion inicial (0, q,v) = (¢,v) en ¢ = 0 para cada

(q,v) €U.

Lema 2.2.3.1. (Homogeneidad de una geodésica) Si la geodésica (t, q,v) estd definida
en el intervalo (—\, \), entonces la geodésica y(t,q,av),a € R,a > 0, estd definida en

el intervalo (—d/a,d/a) y ~(t,q,av) = v(at,q,v). (Do Carmo, 2015, p.72)

El lema (2.2.3.1)), nos indica que es posible modificar el intervalo de definicién de

una geodésica cambiando su velocidad.

Proposicion 2.2.3.3. Dado p € M entonces existen una vecindad V de p en M, un

niimero € > 0y una aplicacion diferenciable vy : (—2,2) x U — M, donde

U={(qv)eTM:qeV,veT,M|v| <e}

tales que t — ~(t,q,v), t € (—2,2), es la tinica geodésica de M que en el instante t = 0
pasa por q con velocidad v esto es, v(0,q,v) = qy v(0,q,v) = v. (Do Carmo, 2015,

p.72)

La proposicion (2.2.3.3), cuya demostraciéon puede ser encontrada en Do Carmo

(2015), permite introducir el concepto de la aplicacién exponencial.
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Definicion 2.2.3.2. (Aplicacion exponencial) Sea p € M y sean (¢,v) € U C T'M un

conjunto abierto, entonces la aplicacién exp : &/ — M dado por

v
exp(,0) = (1, ¢, ) = (||v||,q, W) |

es llamado aplicacioén exponencial sobre /. (Do Carmo, 2015, p.73)

La aplicacién exponencial es diferenciable C'*° y restringido a un abierto del plano
tangente 1, M, con ¢ € M se define de la siguiente manera: exp, : B.(0) C T,M — M
donde exp, = exp,(v) = exp(q,v) y Bc(0) es una bola abierta con centro en el origen de

T, M con radio €, como se muestra en la figura (II.2).

B.(0) La linea 0 —>v en T M
se mapea por €Xp, a la
geodésica por ¢ =7 (1,q,v)
en M esto es,
M

ex (V) _ q, St v=0
Py Y(L,4,v), para todo los
demdsv € B, (0).

La aplicacion exponencial

1=ex,0) 104D Te,0)

lleva segmentos geodésicos

de T.M en curvas geodésicas

a M.

Figura I1.2: La aplicacién exponencial
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Proposicion 2.2.3.4. Dado q € M, existe un ¢ > 0 tal que exp,, : B(0) C T,M — M es

un difeomorfismo de B.(0) sobre un abierto de M. (Do Carmo, 2015, p.73)

De la proposicién (2.2.3.4), si exp, es un difeomorfismo en una vecindad V" del
origen en T, M entonces exp,(V') = U y es llamada vecindad normal de ¢. Si B,(0) es tal
que B.(0), se llama exp,(B.(0)) = B.(q) la bola normal o circulo geodésico de centro ¢

y radio €. Y las imagenes mediante exp, de las rectas que pasan por el origen de 1, M se

llaman geodésicas radiales de U.

2.2.4. Propiedades Minimizantes de las Geodésicas

Esta subseccion se inicia con la definicién de una curva minimizadora y luego
se enuncia algunos resultados de las propiedades minimizadoras que tienen las curvas

geodésicas.

Definicion 2.2.4.1. Un segmento de geodésica 7 : [a,b] — M es llamado minimizante
si L(y) < L(c) para cualquier otra curva c diferenciable por partes uniendo y(a) y v(b).

(Do Carmo, 2015, p.75)

Lema 2.2.4.1. (Simetria) Si M es una variedad diferenciable con una conexion simétrica

v s: A — M es una superficie parametrizada entonces:

D 0s D 0Os

dvdu  Judv

A es un conjunto conexo. (Do Carmo, 2015, p. 76)
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El siguiente lema que se presenta es un resultado que més adelante caracterizara

la curvatura seccional de subvariedades riemannianas a partir de la variedad ambiente.

Lema 2.2.4.2. (Gauss) Sea p € M y sea v € T,M un vector donde estd definida exp, v

yw € T,M ~ T,(T,M). Se cumple:

((dexp,)y(v), (dexp,)u(w)) = (v, w).

(Do Carmo, 2015, p. 77)

Por el lema (2.2.4.2)), la frontera de una bola normal es una hipersuperficie en M
ortogonal a las geodésicas que parten de p y es denotada por S.(p) y es denominada la

esfera normal.

Proposicion 2.2.4.1. Sean p € M, U una vecindad normal de p, y B C U una bola
normal de centro p. Sea v : [0,1] — B un segmento de geodésica con v(0) = p. Si
¢ :[0,1] — M es cualquier curva diferenciable por partes uniendo (0) a (1) entonces
[(v) < (c)y silaigualdad es cierto entonces v(|0, 1]) = ¢([0, 1]). (Do Carmo, 2015, p.

79)

El anterior resultado indica que las geodésicas minimizan localmente la longitud
de arco. Cabe indicar que el resultado no es global. Por ejemplo, en una esfera las geodé-

sicas que parten de p no son minimizantes después de pasar por la antipoda de p.

Proposicion 2.2.4.2. Para cada p € M existen una vecindad W de p y un niimero § > 0,

31

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

tales que, para cada q € W, exp,, es un difeomorfismo en Bs(0) C T, M y exp,(Bs(0)) D

W esto es, W es vecindad normal de cada uno de sus puntos. (Do Carmo, 2015, p. 80)

La proposicién (2.2.4.2)), muestra que para cada p € M existe una vecindad W de

p que es una vecindad normal de cada ¢ € W.

Observacion 2.2.4.1.

= Dados dos puntos ¢, g2 € W existe una inica geodésica minimizante y de longitud
< 0 uniendo ¢; a g;. Donde 7 depende diferencialmente de (¢, g,) en el siguiente
sentido: dado (¢1, ¢2) existe un vnico v € T,, M que depende diferenciablemente
de (q1,¢2) y es tal que 7/(0) = v.

= Se dice que un conjunto S C M es fuertemente convexo si para cualesquiera dos
puntos ¢, o de la frontera S de S existe una tnica geodésica minimizante vy unien-

do ¢; a ¢y cuyo interior este contenido en .S.

2.2.5. Curvatura Seccional

En esta subseccion el objetivo es describir brevemente la generalizacion de la cur-
vatura de Gauss de superficies a variedades riemannianas al que se le conoce como curva-
tura seccional, este resultado serd necesario para restringir la topologia de las variedades

sobre su curvatura.

El concepto de curvatura intuitivamente es aquel que mide la cantidad que una va-
riedad riemanniana se desvia de ser euclidiana, éste hecho surge de manera natural dentro

de la geometria diferencial con la construcciéon formal de la teoria de curvas y superficies
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debidamente fundamentadas por Gauss, en base al trabajo y obra de éste dltimo, Riemann
define de una manera abstracta, pero rigurosa, el tensor curvatura con el fin de generali-
zar a dimensiones arbitrarias. Este proceso es la extension del concepto de la curvatura de
Gauss de una superficie a las variedades de Riemann. Siendo posible considerar el germen
de la superficie totalmente geodésica tangente en un punto de la variedad al subespacio
de dimensién dos en cuestion, entonces la curvatura de Gauss de una superficie se define
como la curvatura seccional de ese plano en dicho punto. En general, el tensor curvatura
de una variedad de Riemann depende de cuatro argumentos, mientras que la curvatura
seccional s6lo de dos. Pese a esta generalizacion el tensor de curvatura es muy complejo
y dificil de interpretar es por eso que se considera la curvatura seccional que en un punto

determina el tensor curvatura |Martinez| (2007).

Definicion 2.2.5.1. (Operador curvatura) Se define como operador curvatura a una co-
rrespondencia que asocia a cada par X, Y € y (M) una aplicacién
R(X,Y) : x(M) = x(M)

dada por:

R(X, Y)Z =VyVxZ —VxVy 2+ V[X’y}Z, Z € X(M)

donde [X, Y] representa el corchete de Lie (clase de equivalencia) aplicado a los campos

XeY.

La definicién anterior, se puede definir considerando un sistema de coordenadas
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{z;} alrededor de un punto p € M de la siguiente forma:

R ii i— \V4 \V4 — Vv \V} i
Ox;’ 0x; ) Oy a7 | Be; 7 Bey 0xy,

esto quiere decir que la curvatura mide la no-conmutatividad de la derivada covariante.

Observacion 2.2.5.1. Se define como tensor curvatura al tensor que para cada p € M,

asigna una aplicacién multilineal de la siguiente manera

Ry o x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — D(M)

dada por:
RP(X7 Y7 Z7 W) = <R(X7 Y)Z7 W>

donde R es un tensor de orden 4.

Directamente relacionado con el operador curvatura estd la curvatura seccional
cuya interpretacion es similar que la curvatura gaussiana para superficies, que previa a la

definicién formal se presenta un bosquejo de ello para una mayor comprension.

Sea p € M y o un plano bi-dimensional contenido en el plano tangente 7, M,
donde para cada punto p C o se genera un disco pequefio y del mismo punto salen geo-
désicas que son tangentes a . La unién de todas estas geodésicas forman una superficie
de dos dimensiones S,, contenido en )/ como se muestra en la figura (IL3). Entonces de
ésta descripcion se define la curvatura seccional de o denotada por K (o) como la curva-
tura Gaussiana de la superficie de dos dimensiones S, en p. Lo que se pretende mostrar

es que la curvatura de Riemann R queda determinada completamente por las curvaturas
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seccionales de todos los planos bi-dimensionales ¢ de la variedad, en resumen se presenta

la siguiente definicion.

Definicion 2.2.5.2. (Curvatura seccional) Dado un punto p € M y un subespacio bi-
dimensional o C 7,M y una base {X, Y} de o, se llama curvatura seccional de ) en el
punto p asociada a o al nimero real

~ (RX,Y,X)Y)  RX,Y,X,Y)
TIXPYE—(XY)  IXPYPE - (X,Y)

Ky(X,Y) = K(0) [X| = V(X,Y)

K (o) es independiente de la base elegida para 0. (Martos, 2014, p. 20)

M

Figura I1.3: Curvatura seccional.

Abhora, se enuncia un resultado fundamental de las variedades riemannianas que
poseen la curvatura seccional constante, esta caracterizacion que presentan se expresa en

el siguiente lema.
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Lema 2.2.5.1. (Curvatura seccional constante) Sean M una variedad riemanniana y un
punto p € M. Sea una aplicacion trilineal R' : T,yM x T,M x T,M — T,M definida
por:

<RI(X7YaW)7Z> = (X, W)Y, Z2) — (Y, W)X, Z).

para todo X,Y,Z, W € T,,M. Entonces M tiene curvatura seccional constante igual a

Ky si, y solo si, R = KoR'. Donde R’ es la curvatura de M. (Do Carmo, 2015, p. 106)

Las variedades riemannianas que tienen curvatura seccional constante son las si-

guientes:
= El espacio euclidiano R"”, con K = 0.
= La esfera unitaria 8" ¢ R™*!, con K = 1.

= El espacio hiperbdlico H", con K = —1.

estas variedades son especiales es por ello que se recomienda un estudio separado.

En superficies se tiene varios conceptos de curvatura, de la misma manera en va-
riedades riemannianas con dimensién mayor, también se tiene varios conceptos de curva-
tura, parte de ello para finalizar esta subseccion se introduce dos tipos mds de curvatura:
la curvatura de Ricci es muy natural asi como la métrica y su contraccién como curvatura

escalar poseen una gran importancia en la geometria y fisica.

Definicion 2.2.5.3. Sea )M una variedad riemanniana de dimensién n y p € M un punto

de ésta, considerando ey, ..., e,, una base ortonormal de 7}, M. En estas condiciones, para
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cada X,Y € T, M la curvatura de Ricci viene dada por

n

Ricy(X,Y) =) (R(X,e,Y), ex).

=1

Por otro lado, la curvatura escalar se define como:

Sy = Z Ric(eg, er).

k=1

(Do Carmo, 2015)).

Un desarrollo profundo y denso sobre la curvatura, también puede ser encontrado

2.2.6. Campos de Jacobi y Puntos Conjugados

A continuacion, se presentan algunos conceptos de campos de Jacobi, que se en-
cuentran inmersos a lo largo de una geodésica y surgen de manera natural en el estudio de
la aplicacion exponencial y satisfacen una ecuacion diferencial de segundo orden, estos
campos sirven para formalizar y determinar la velocidad del alejamiento de las geodési-
cas que salen de un mismo punto. Por otro lado, se presenta los puntos conjugados para
obtener una caracterizacion simple de las singularidades de la aplicacién exponencial, los

puntos conjugados son las imdgenes de este dltimo.

Definicion 2.2.6.1. Sea M una variedad riemanniana y 7 : [0,!] — M una geodésica de

M. Un campo de vectores .J a lo largo de y es un campo de Jacobi si satisface la ecuacién
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La ecuacién dada es conocida como ecuacién de Jacobi. (Martos, 2014, p. 21)

DJ
Un campo de Jacobi es determinado por las condiciones iniciales J(0) y E(O),

por ende la ecuacién de la definicién (2.2.6.1)) en términos del sistema de coordenadas es

equivalente al siguiente sistema de ecuacion diferencial:

f;,(t) + Zam(t)fz(t) = 0, j = 1, ..., Ccon aij = <R(’)/,(t), ei(t))’y'(t),rj(t».

La ecuacion anterior es un sistema lineal de segundo orden y por las condiciones iniciales
existe una solucién en C*°(D) con D C R" del sistema definida en [0, []. Por tanto,

existen 2n campos de Jacobi linealmente independientes.

Observacion 2.2.6.1. A lo largo de una geodésica definida por v : [0,1] — M, ~/(t)y

t+/(t) son campos de Jacobi a lo largo v, entonces
i) +/(t) tiene derivada cero y nunca se anula.
ii) t7/(t) esnulo siy sélosit = 0.

Por tanto, de ii) se considerard campos de Jacobi a lo largo de v que son normales

avy'.

La siguiente observacion es de especial importancia ya que caracteriza los campos

de Jacobi a lo largo de una geodésica en variedades de curvatura seccional constante.
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Observacion 2.2.6.2. Campos de Jacobi en una variedad de curvatura seccional
constante. Sea M una variedad riemanniana de curvatura seccional constante X, sea
v :[0,1] = M una geodésica normalizada (significa que esta parametrizada por longitud
de arco) en M y sea J € x(M) un campo de Jacobi a lo largo de v, normal a . Puesto
que la curvatura seccional de M es constante por el lema se tiene que R = K I/,

donde R : x(M) — x(M) es diferenciable y cumple

(R(X, Y, W), Z) = (X, W)Y, Z) = (Y, W)X, Z)

y por la definicion (2.2.5.1) se tiene que

(R(X,Y, W), Z) = K[(X,W)(Y, Z) = (Y, W){(X, Z)]

para todo X,Y, Z, W € x(M). Como consecuencia, dado 7" € x (M) un campo arbitra-

rio, se tiene

(R(Y',J,7),T) =(KR'(v, J,7),T)

=K[(Y, YW L.T) = (+',T){J, )]

—K(J,T)

y como la igualdad es vélida para todo T' € x (M), se sigue que

R(v',J,4")=KJ

Este ultimo implica que la ecuacién de Jacobi para variedades de curvatura seccional
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constante tiene la siguiente expresion:

D?J
— + KJ=0
dt *

Como se puede observar se trata de una ecuacion lineal con coeficientes constantes y cuya

solucién para las condiciones iniciales J(0) y J'(0) = w(0) es lo siguiente :

( sen(tVK)

——w(t), si K>0

VK

J(t) = tw(t), si K=0

senh(tv/—K)
(VK

con w € x(M) paralelo y cumpliendo ||w(t)| = 1.

w(t), si K <0

Segtn la solucién de la ecuacion anterior, se resalta los siguientes tres casos:

sen(tVK)

= K > 0. En este caso, ———=——=w(t), tiene sus ceros en los multiplos enteros de

VK

T . . . ‘o
—. Esto nos dice que el primer valor conjugado de cero a lo largo de una geodésica

. . ™
parametrizada por longitud de arco en M con K > 0 aparece en ——.

VK

» K = 0. Ahora es, J = tw(t), que no se anula salvo en ¢t = 0. Es decir; en una
variedad riemanniana llana no existen valores conjugados de cero a lo largo de

ninguna geodésica.

senh(tv/—K)
—

que en una variedad riemanniana con curvatura seccional constante negativa no hay

= K <0.Asi, J = w(t), que tampoco se anula salvo en ¢ = 0, por lo

valores conjugados de cero a lo largo de ninguna geodésica.

40

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Observacion 2.2.6.3. Si M es una variedad de curvatura seccional constante igual a 1y
W un campo paralelo unitario a lo largo de una geodésica 7 entonces, el campo de Jacobi

J alo largo de +y con condiciones iniciales J(0) = 0y J'(0) = W(0) es dado por

J(t) = sen(t). W (t).

Observacion 2.2.6.4. Un campo de Jacobi a lo largo de una geodésica v : [0,l] — M
con v(0) = py 7/(0) = v, con las condiciones iniciales J(0) = 0y J'(0) = w se puede

expresar en términos de la aplicacion exponencial, esto es :

J(t) = d(exp,)s(tw) = d(exp,)ty(0)(tJ(0)).

Los campos de Jacobi son campos vectoriales que dan informacién sobre la mane-
ra en que se distribuyen las geodésicas en una variedad. Es decir, formalizan el concepto
de que tan répido las geodésicas que salen de un mismo punto se alejan. Por otro lado, los
campos de Jacobi estdn definidos a lo largo de una geodésica, si estos campos se llegan a
anular en dos puntos diferentes, entonces a estos puntos se les llamara puntos conjugados,

cuya definicion se da a seguir.

Definicion 2.2.6.2. Sea v : [0,]] — M una geodésica. El punto ~y(ty) se dice que es
conjugado a y(0) a lo largo de ~y si para ¢y € (0, (], existe un campo de Jacobi .J a lo largo
de ~ no idénticamente cero, con J(0) = 0 = J(¢o). El nimero médximo de tales campos
linealmente independientes es 1llamado la multiplicidad del punto conjugado ~y(%y). (Do

Carmo, 2015, p. 129)

Observacion 2.2.6.5.
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= Si~(ty) es conjugado a v(0), entonces v(0) es conjugado a y(t).

= Si la dimensién de M es n entonces existen exactamente n campos de Jacobi li-
nealmente independientes a lo largo de la geodésica v : [0,[] — M, los cuales son

cero en 7y(0).

= El campo de Jacobi J(t) = ¢7/(t) nunca se anula para ¢ # 0 se deduce de ahi que

la multiplicidad de un punto conjugado nunca excede n — 1.

Definicién 2.2.6.3. El conjunto formado de los primeros puntos conjugados a un punto
p € M, de todas las geodésicas que salen de p, es llamado lugar de los puntos conjugados

de p y es denotado por C'(p). (Do Carmo, 2015, p. 129)

Observacion 2.2.6.6. Sea la variedad M = $" = {x € R™™ : |z| = 1} con la métrica
usual. De la observacién (2.2.6.3)) la esfera $” tiene curvatura seccional escalar igual a
1 y de la observacién (2.2.6.2)) si K = 1, entonces J(t) = sen(t)w(t) es un campo de
Jacobi en $" con condiciones iniciales JJ(0) = 0, J'(0) = w(0) y cualquier geodésica .
Asi, puesto que J(0) = J(7) = 0, se tiene que v(0) y ~(7) son conjugados a lo largo de

cualquier geodésica +. Es decir, el punto antipoda () de (0) es conjugado de (0).

A continuacidn, se presenta un resultado importante que relaciona puntos conju-

gados con las singularidades de la aplicacién exponencial.

Proposicion 2.2.6.1. Sean v : [0,1] — M una geodésica y ty € [0,1] con v(0) = p,
v = v(0). El punto q = ~(to), to € (0,1] , es conjugado de p a lo largo de  si, y

solamente si, vy = toy'(0) es un punto critico de exp,, asimismo la multiplicidad de q
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como punto conjugado de p es igual a la dimension del niicleo de la aplicacion lineal

(dexp,)y,- (Do Carmo, 2015, p.130)

De la proposicién (2.2.6.1)), se entiende también que el plano tangente a la aplica-
cién exponencial es descrito por campos de Jacobi a lo largo de geodésicas radiales como

se muestra en la figura (IL.4). (Gallot, 1990, p. 122)

exp,,
/—\
OP
T M

Figura I1.4: La aplicacion exponencial y los campos de Jacobi.

2.2.7. Variedades Completas

La definicién que se presenta a continuacion tiene el propdsito de definir una va-

riedad geodésicamente completa, a través de la aplicacion exponencial.

Definicion 2.2.7.1. Una variedad Riemanniana M es geodésicamente completa, si para
todo p € M, la aplicacion exponencial exp,, estéd definida para todo v € T),M; es decir las
geodésicas ~y(t) que parten de p estdn definidas para para todos los valores del parametro

t € R. (Do Carmo, 2015, p. 161)

Un resultado interesante del concepto de completos es el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.7.1. (Hopf-Rinow) Sea M una variedad Riemanniana y sea p € M. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) exp, estd definida en todo el T),M.
b) Los conjuntos cerrados y acotados en M son compactos.
c) M es completa como espacio métrico.
d) M es geodésicamente completa.

e) Existe una sucesion de compactos K,, C M, K,, C intK,11y U K, = M, tales
n

que si q, ¢ K, entonces d(p, q,) — +oc.

intA = interior del conjunto A. (Do Carmo, 2015, p.162)

En particular cada una de las afirmaciones anteriores implica que, en una variedad
completa siempre hay una longitud que minimiza la geodésica entre dos puntos en la

variedad esto es, para todo ¢ € M existe una geodésica y uniendo p a g con l(vy) = d(p, q).

2.2.8. Foérmulas de Variacion de la Energia y Sus Aplicaciones

La longitud no es un buen funcional para estudiar geodésicas porque no distingue
reparametrizaciones. La energia es un funcional similar a la longitud, pero con la propie-
dad de que distingue reparametrizaciones, es por ello que en esta subseccion se introduce
las férmulas de variacion de la energia inicamente en curvas diferenciables en el que se
caracteriza las geodésicas como los puntos criticos de este. También se estudia el teore-
ma de Bonnet-Meyers que mds adelante serd util para la acotacién del didmetro de una
variedad con especial restriccion sobre su curvatura seccional y por tltimo se enuncia el

corolario de Syng.
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Proposicion 2.2.8.1. (Primera forma fundamental de variacion de la energia).
Sea o : [0,a] — M una curva diferenciable y f : [0,a] X (—¢,€) — M una variacion de

« con campo variacional V (t). Si E : (—¢,€) — R es la energia de f, entonces;

do do

%%(0) - —/0a<V(t), Dd—j/>dt+ (V(a), = (a)) = (V(0), —

(Martos, 2014, p.27)

= Gracias a la primera formula de variacion de la energia, se puede caracterizar las
geodésicas como los puntos criticos de la funcional energia para variaciones pro-
pias.

» Larazén principal de que se estudie la energia y no la longitud para descubrir hasta
cuanto minimiza la distancia una geodésica, es porque los unicos minimos de la

energia son las geodésicas que minimizan la longitud.

= Las geodésicas son los puntos criticos de la funcional energia. Ahora se trata de es-
tudiar el hessiano de dicho funcional en un punto critico, para obtener informacién

sobre cudndo una geodésica es un minimo para la energia.

Proposicion 2.2.8.2. (Segunda forma fundamental de variacion de la energia) Sea y :
[0,a] — M una geodésicay f : [0,a] x (—o0,4+00) — M una variacion diferenciable

de ~ con campo variacional V'y E(s) es la energia de dicha variacion, se tiene:

1 “ D*V dy . dvy
~E"(0) = — t), = —L vV, =1t

donde R es el tensor de curvatura de 3 variables de (M, g). (Martos, 2014, p.28)
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Una aplicacién inmediata de la segunda férmula de variacion es el teorema de

Bonnet-Meyers que a continuacion se presenta.

Teorema 2.2.8.1. ( Bonnet-Meyers) Sea M una variedad completa de dimension n. Si la
curvatura de Ricci de M satisface

. 1
chp(X,Y)zﬁ>0, r#0

para algiinry para cadap € My X,Y € T,,M, entonces M es compacta'y su didmetro

cumple diam(M) < mr. (Martos, 2014, p.28)

El resultado anterior afirma que una variedad completa cuya curvatura es positiva
y Nno se aproxima a cero es compacta, y su didmetro puede ser estimado en términos de su
curvatura, esto hace evidente la influencia de la curvatura de Ricci en la topologia de la

variedad.

Una consecuencia inmediata del teorema de Bonnet-Meyers que afirma que el
nimero de elementos del grupo fundamental de una variedad compacta es finita, es el

siguiente corolario.

Corolario 2.2.8.1. Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional

entonces M es compacta, el didmetro diam(M) < wr y m (M) es finito. (Do Carmo,

2015, p. 223)
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Observacion 2.2.8.1. La estimacion para el didmetro dada por el teorema es
unica en el siguiente sentido. Sea la esfera unitaria S” con la topologia de subespacio de
R™*, por el teorema es completa porque goza de compacidad por ser cerrada y
acotada. Entonces debido a la completitud verifica la condicién Ric,(X,Y) > %2 > 0,
ya que la curvatura seccional de S™ es 1 y por ende la curvatura de ricci es también igual
aly diam(S") = 7. Ademads, por el corolario 71(S™) es finito. Por otro lado
sea M una variedad completa con Ric,(v) > %2, para todo p € M ytodo v € T,M; si
diam(M) = 7r, entonces M es isométrica a la esfera $” de curvatura 2

El siguiente resultado, afirma la conexidad de una variedad compacta, orientable,

de dimension par y curvatura positiva.

Corolario 2.2.8.2. (Syng) Sea M una variedad riemanniana compacta con curvatura
seccional positiva.
a) Si M es orientable de dimension par, entonces M es simplemente conexa.

b) Si M es de dimension impar, entonces M es orientable. (Do Carmo, 2015, p. 228)

Para finalizar esta subseccidn, se presenta un resultado que va relacionado con la

variacién y la existencia de puntos conjugados a lo largo de una curva.

Proposicion 2.2.8.3. Sea v : [0,a] — M un segmento geodésico en M tal que v(a) no
es conjugado a v(0). Entonces ~ no posee puntos conjugados en (0, a) si, y solamente si
para toda variacion propia de ~y existe un 6 > 0 tal que E(s) > E(0) para 0 < |s| < 4.
En particular si vy es minimizante, entonces vy no posee puntos conjugados en (0, a). (Do

Carmo, 2015, p. 274)

47

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

2.2.9. Teoremas de la Comparacion de Rauch

El teorema de Rauch es uno de los resultados fundamentales que expresa el hecho
de que si las curvaturas aumentan las longitudes disminuyen. Es decir, con el teorema se
relaciona o se compara las longitudes de las curvas entre dos variedades. En esta subsec-
cién se mencionardn solamente dos aplicaciones inmediatas del teorema de Rauch que
serdn fundamentales en la demostracion del teorema de la esfera. La primera aplicacion
permite encontrar la posicion de los puntos conjugados acotando la distancia entre estos
puntos a lo largo de una geodésica y la segunda permite estimar las longitudes de las

curvas entre dos variedades.

Proposicion 2.2.9.1. Sea M una variedad riemanniana de dimension n 'y sea vy una geo-

désica de M. Si la curvatura seccional K de M satisface la siguiente desigualdad

0<L<K<H,

para ciertos H y L constantes y positivos entonces la distancia d entre dos puntos conju-

gados consecutivos a lo largo de -y satisface:

IN
SH
IN

=
-

(Do Carmo, 2015, p. 241)

Proposicién 2.2.9.2. Sean M y M variedades riemannianas y supéngase que para todo
peEM,peM,oCT,MyoCT;M, setiene que K3(5) > K,(0). Seanp € M, p € M
y sea una isometria lineal I : T,M — T;M. Sear > 0 tal que la restriccién exp,, | B,(0)

sea un difeomorfismo y exp; | B,.(0) sea no singular. Sea c : [0, a] — exp,(B,.(0)) C M

una curva diferenciable y defina una curva ¢ : [0,a] — eXpﬁ(BT(O)) C M por
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&(s) = expyol oexp,'(c(s)), s €[0,a].

Entonces l(c) > 1(¢). (Do Carmo, 2015, pdgs.241-242)

De la proposicion anterior, se tiene que la longitud de una curva ¢ que estd en la

variedad M es definida por la composicién de funciones que van de la otra variedad M.
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CAPITULO 111

MATERIALES Y METODOS

3.1. MATERIALES

La presente investigacion es descriptiva, por la naturaleza que tienen las investiga-
ciones de ciencias bdsicas y de matematica pura, en el que no existe poblacién y muestra
para el estudio. Por lo que los materiales que se utiliza en su mayoria son aquellos que

estan orientados al conocimiento tedrico cientifico .

En este caso los materiales que se utiliz6 son:
= Informaciones documentales adquiridas de textos, articulos, revistas y tesis, estas
ultimas fueron obtenidas de las fuentes bibliograficas especializadas en geometria
diferencial, geometria riemanniana y topologia, las mismas que pueden ser vistas

en la revision bibliogréfica.

= Otros materiales que también fueron de gran utilidad son: la laptop, internet, hojas,

pizarra, lapiceros y plumones.

3.2. METODOS

El presente trabajo de investigacién “cota de Klingenberg en la demostracién de
la extension del teorema de la esfera a variedades riemannianas”, por la modalidad y por
naturaleza corresponde a un proyecto de investigacion de tipo cualitativo, esto implica la
utilizacién y recojo de conceptos, en razon de analizar y demostrar el problema, mediante
la descripcidn, interpretacion y comprension hermenéutica de los procesos y resultados

para contrastar la prueba de la hipétesis.
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La demostracion del teorema de la esfera en variedades riemannianas, es un estu-
dio tedrico, analitico, descriptivo, explicativo y demostrativo, lo cual implica la utilizacién

del método deductivo que se lleva a cabo bajo las siguientes etapas:

= En primer lugar, la investigacion se respalda con bibliografia especializada de los

textos [Do Carmol| (2015)), Cheeger| (2008) y en los articulos de las estimaciones de

radio de inyectividad de [Klingenberg| (1959} [1961)), [Yu (2013) y en el trabajo de
(2014), el trabajo fue ampliar y profundizar sobre el teorema de la esfe-

ra para visualizar su extension de superficies a variedades riemannianas. En otras
palabras, el trabajo fue definir y demostrar que, cualquier superficie compacta con
curvatura constante unitaria y positiva de R® es una esfera en variedades rieman-

nianas de dimensién n > 3.

= En segundo lugar, para el logro del objetivo de esta investigacidn, se recopilé una
gran variedad de teorias de geometria riemanniana y se estudia algunos resultados

que son de utilidad especifica.

= En tercer lugar, se centra el estudio al propdsito fundamental que es la demostracion

del problema bajo las siguientes etapas:
1. Se define punto de corte y lugar de corte.

2. Se presentan algunos resultados que identifican propiedades de punto de corte

y lugar de corte.
3. Se define radio de inyectividad.

4. Se presentan las estimaciones de radio de inyectividad de Klingenberg y la

cota de Klingenberg.

5. Se presentan lemas auxiliares al teorema de la esfera en variedades rieman-

nianas.
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6. Se demuestra el homeomorfismo entre $" y M, que justifica la extensién del

teorema de la esfera a variedades riemannianas.

Durante la etapa de ejecucion de la investigacion se aplica una gran profundidad
de técnicas y estrategias como la concentracion, andlisis y comprension de todos los mate-
riales que han sido considerados necesarios e importantes y por ultimo, en la finalizacién

se realiza una evaluacion de resultados y algunas recomendaciones.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo se expone el resultado principal de la tesis, cuyo objetivo es la
demostracién de la extension del teorema de la esfera definido en R? a variedades rie-
mannianas de dimensién n > 3. El desarrollo es elaborado en base a los trabajos de

Klingenberg (1959, [1961)), Martos| (2014) y [Yu/ (2013)). La forma que adopta este capitulo
es la de Do Carmol (2015)) y la forma que adopta el teorema principal es la de

(2008).

La demostracion del resultado principal consiste en acotar la curvatura de una
variedad de dimensién n > 3 con la cota de Klingenberg, esto se hace posible mediante la
estimacion del radio de inyectividad de la variedad. El objetivo de esta estimacion es para
darle una estructura a la variedad de manera que esta sea homeomorfa a la esfera, siendo

ésta ultima también una variedad.

Para lograr la descripcion anterior se requiere de un material profundo y denso,
mas de lo expuesto en la parte del marco tedrico, razon por la cual se desarrollara bajo el
siguiente criterio, primero se introducird algunas definiciones, propiedades y resultados
fundamentales de punto de corte, lugar de corte y radio de inyectividad, enseguida se
establecerd los teoremas de Klingenberg, que serdn piezas fundamentales en la prueba
del teorema principal, luego se presentara algunos lemas que conducen directamente al
teorema de la esfera y finalmente se presentard el teorema principal con la respectiva

exposicién de su demostracion.
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4.1. Punto de Corte, Lugar de Corte y Radio de Inyectividad

En esta seccidn se expone conceptos, propiedades y algunos resultados de punto
de corte y lugar de corte donde, por punto de corte se entiende como el punto donde una
geodésica deja de ser minimizante y que a partir de ese punto es el comienzo del primer
punto conjugado y por lugar de corte se entiende como el conjunto de todos los puntos
de corte. También se expone sobre el radio de inyectividad. Todo esto con el objetivo de
entender las estimaciones de Klingenberg que se presentard més adelante y posteriormente

la demostracion del teorema de la esfera en variedades.

Para abordar el tema se considerard variedades riemannianas completas, geodési-
cas normalizadas 7y definida de la forma ~y : [0, +00) — M y se denotard por -, a la tinica

geodésica minimizante definida de la forma ~, : [0, +00) — M con~y, = py ~,(0) = v.

Previo a las definiciones y propiedades de punto de corte y lugar de corte se des-

cribe lo siguiente.

Sea M una variedad riemanniana completa, sea p € M,y sea~y : [0,4+00) — M
una geodésica con v(0) = p, parat € [0, +00) suficientemente pequeiio, d(v(0),y(t)) =
t, esto es, ([0, t]) es una geodésica minimizante, por causa de propiedades minimizantes
si 7 es minimizante entonces no tiene puntos conjugados. Ademds, si v([0,?o]) no es
minimizante tampoco lo es para todo ¢ > t; y no minimiza la distancia entre p y y(to).
Por continuidad, el conjunto de los nimeros ¢ > 0 para los cuales d(v(0),v(t)) = t es de
la forma [0, ¢y] 0 [0. 4 00). Si el conjunto es de la primera forma entonces 7(to) es llamado

punto de corte y si toma el segundo caso se dice que el punto de corte no existe, como se
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observa en la figura (TV.I)).

Lo expuesto anteriormente se resume en la siguiente definicion.

Definicion 4.1.1. (Punto de corte) Sean un punto p € M y v : [0,+00) — M una
geodésica con y(0) = p en M. Se llama punto de corte de p a lo largo de y al punto (ty),

con t, cumpliendo:

§={t>0:d(p,y(t)) =t} = 0,1

Si el conjunto ¢ es igual a [0, +00), entonces no existe el punto de corte.

v (%)

v(0)=p

A partir de v(&,), ¥

Yes minimizante hasta . C
deja de ser mintmizante

Y(&), ydep a¥(®) no M

. _ y da origen al primer
tene puntos conjugados,

unto conjugado.

Figura IV.1: Punto de corte.

Observacion 4.1.1. El conjunto de los nimeros ¢ > 0 para los cuales d(v(0),~(t)) = ¢

es de la forma [0, ty] o [0, +00) expresando simbélicamente se tiene:
i) El conjunto {t > 0 : d(7/(0),v(t) =t} = [0, to], v es geodésica minimizante y no
tiene puntos conjugados hasta el punto 7(tp).

ii) El conjunto {t > 0 : d(7'(0),~(t)) =t} = [0, +00), no existe el punto de corte.
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La unién de los puntos de corte es el lugar de corte como se puede observar en la

figura (TV.2)).

Figura IV.2: Lugar de corte.

Definicion 4.1.2. (Lugar de corte) Dado p € M, se conoce como lugar de corte de p al
conjunto C',(p), formado por la unién de todos puntos de corte de p a lo largo de todas

las geodésicas que parten del punto p.

Observacion 4.1.2. Si M es la esfera $” unitaria con curvatura constante X = cte = 1,
y p € 5", entonces todas las geodésicas que salen de ese punto son minimizantes hasta
llegar al punto antipoda y a partir de alli dejan de ser. Para cada p € $", se tiene una bola
abierta 3(0,, 7) tal que exp,(B(0,, 7)) = S"/{—p} y Cm(p) = {—p}, esto significa que
el lugar de corte de p es el punto antipoda —p. Ademads, se puede observar que en la esfera
el lugar de corte de p coincide con el lugar de los puntos conjugados a p como se muestra

en la figura (TV:3). (Gallot, 1990, p. 102)
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Figura IV.3: Lugar de corte en la esfera.

Se debe resaltar que el lugar de corte se ha estudiado activamente en geometria di-
ferencial global, ya que fue introducido para superficies por Henri Poincaré en 1905. Para
variedades riemannianas, el lugar de corte fue introducido por Alfred North Whitehead
en 1935 y con mayor interés fue reanimado en 1959 por Wilhelm Klingenberg para me-
jorar el “pinching", traducido viene a ser pinzamiento de una variedad en el teorema de la

esfera. (Do Carmo, 2015, p. 296)

Determinar la estructura de lugar de corte de un punto en una variedad riemannia-
na es muy dificil, lo que lleva a plantear las siguientes preguntas ;Cémo es que se puede
identificar donde esta el lugar de corte ? ;como es que un punto de corte se forma? y
(cudles son los mecanismos que hacen que una geodésica deja de ser minimizante?. La
siguiente proposicién que se presenta muestra que existen dos Unicos mecanismos que

producen punto de corte y lo relaciona con los puntos conjugados.

Proposicion 4.1.1. Sea v : [0, +00) — M una geodésica 'y ~y(ty) el punto de corte de
p = ¥(0) a lo largo de ~y. Entonces por lo menos, una de las siguientes afirmaciones es

verdadera:
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a) ~(to) es el primer punto conjugado de p a lo largo de la geodésica .
b) Existe o # ~y una geodésica uniendo p 'y ~(to) tal que () = 1(7).

Por otro lado, si se tiene a) o b), entonces existe 0 < t < t, tal que ~(t) es el punto de

corte de p a lo largo de . (Do Carmo, 2015, p. 296)
Demostracion

Sea ty € [0,+00) en las condiciones de la proposicién y sea {tp + €}, una
sucesiéon con klgrolo ¢ = 0. Para cada k € IN se tiene el punto y(ty + €;) y una suce-
sién de geodésicas minimizantes o uniendo los puntos p a y(ty + €) asociada a una
sucesion {0},(0)}32, C T,M de sus vectores tangentes en p, donde para cada k € N

cumplen [|o.(0)|| = 1y que estdn contenidos en una bola unidad compacta de 7,M. En

consecuencia, existe una subsucesion tal que {o},(0)}72, converge.

Entonces existe una geodésica o asociada a o’ al que converge la subsucesion
/ o0
{0.(0)}72, tal que

0,.(0) —a’(0)

lfim o'(k) =¢’(0) € T, M.

k—o0

Por continuidad, o es una geodésica minimizante uniendo p y 7(to). Luego se cumple
[(0) = (), ya que (o) es punto de corte de p a lo largo de . De lo anterior, se deduce

lo siguiente:
= Si o # 7, entonces se cumple el enunciado (b)

= Si o = 7, entonces se cumple el enunciado (a)
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Primero se mostrard que (a) se cumple. Por la proposicién (2.2.6.1)), que relaciona puntos
conjugados y las singularidades de la aplicacion exponencial, bastard probar que d(exp,,)
es singular en ¢y7'(0). Es decir, que £,7(0) es un punto critico de exp,, esto implica que

d(exp,) es singular a t5y'(0).

En efecto, suponiendo que d(exp,,) es no singular en #,7/(0). Entonces existen

vecindades, U C T,M de ty7/(0) y V' C M de (%) tal que:
exp, : U — VconV = exp,(U)

es un difeomorfismo. Por definicion de oy, y(to + €x) = o (to + €},) y ademas, por ser oy,

minimizante para cada £ € IN se tiene que,
to+ e, =l (o) S ITH() =to e VR EN,

luego 0 < €, < €, y puesto que {e }7°, tiene limite 0, lo mismo ocurre con {€} }7° . Por

tanto,
lim(to -+ €)4(0) =t/ (0)

h'ill(to +€,.)0,(0) = H]?l(t() + )7 (0)

en consecuencia, existe ky € IN tal que paratodo k > k se tiene que (to+¢€})o7.(0)

y (to + €x)7'(0) pertenecen a U como se muestra en la figura (IV.4).
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o - '
on '(0) (tO +8k)y (0)

0ty +£,)0,(0)

tyy'(t,) esimagen de
i exp, Y(t,) v en ese lugar la

dertvada es no singular.

Se

Figura IV.4: Caracterizacion de los puntos conjugados en un entorno U C T,,M.

Para k& > kg se tiene también que

exp, (to + ex)7'(0) =7(to + k)
epr(to + Ek>’)/,(0) :Ok(to + E;c)

exp, (to + €)' (0) =exp,,(to + €},)07,(0).

Ademds, por ser exp,, un difeomorfismo en U se cumple que

(to + €)' (0) = (to + €4)03,(0),  7'(0) = 03,(0)  VEk > ko.

Por la homogeneidad de las geodésicas se tiene que 7y y o son la misma geodésica, lo
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que contradice la definicién de ;. El hecho anterior es una contradiccién porque oy, es

minimizante en y(fy + €,.) y ¥ no lo es, porque y(to) es un punto de corte a lo largo de .

Reciprocamente, suponiendo que se cumple el enunciado a). Esto es, () es el
primer punto de corte de p a lo largo de . Por la proposicion (2.2.8.3), se tiene que v no
minimiza distancias después del primer punto conjugado entonces el punto de corte de p

alo largo de v ocurre en y(t), t < 1.

Segundo se mostrard que (b) se cumple. Sea € > 0 suficientemente pequefio de
manera que o(ty — €) y v(to + €) se encuentren contenidos en una vecindad totalmente
normal de y(ty) y considérese 7 como la tnica geodésica minimizante que une o (top—¢€)y
~(to + €) como se observa en la figura . Se puede observar que la curva ojjg.4,—q U T

tiene longitud estrictamente menor que ¢, + €. En efecto,

Hoyoto-g UT) =l () +1(7) <1 (o) + 1™ (7)
:l(,yéo-i—e)

:to —|— €.

Por tanto, el punto de corte de p a lo largo de ~ ocurre en y(%) con £ < ¢,.l

Una variedad riemanniana compacta M para el cual, el lugar de corte C,,(p) de
todo punto p € M se reduce a un Unico punto es llamado una variedad Wiedersehen. (Do

Carmo, 2015, p. 296).
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Figura IV.5: 7 : Es la inica geodésica minimizante.
Do Carmo (2015, p. 298)

De la proposicion {@.1.T)), se tiene la siguiente consecuencia.

Corolario 4.1.1. Seap € M.

i) Si q es el punto de corte de p a lo largo de ~y, entonces p es el punto de corte de q
a lo largo de —~. En particular, tenemos que q € C,,(p) si, y solo si, p € Cy,(q)

(como se muestra en la figura[[V.6).

ii) Si g € M — C,,(p), entonces existe una vinica geodésica minimizante uniendo p a

q.

-
M

Figura IV.6: p y ¢ son puntos de corte uno del otro.

De lo anterior, el item ii) asegura que exp,, es inyectiva en una bola abierta B, (p)
centrada en p si, y solamente si el radio r es menor o igual a la distancia de p a C,(p).

Por esa razon, es usual llamar
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i(M) = inf d(p, Cu(p))

el radio de inyectividad de M. Por otro lado, muestra que también M — C,,(¢) es homeo-

morfo a una bola abierta del espacio euclidiano, esto indica que la topologia de M esta

contenida en su lugar de corte (Do Carmo), 2015).

A continuacion, se presenta la definicion formal del radio de inyectividad.

Definicion 4.1.3. (Radio de inyectividad) Dada M una variedad riemannianay p € M,

se dice

= Radio de inyectividad en p, si i(p) = d(p, Cin(p)) (equivalentemente es el radio

mayor de bola normal centrada en p).

» Radio de inyectividad de M, si i(M) = in]\f4 d(p, Cn(p)).
pe

La siguiente proposicién es un poco mds general que demuestra que la distancia
de un punto p € M a su lugar de corte a lo largo de v depende continuamente en la

direccion inicial de ~.

Para la siguiente proposicion considérese el fibrado tangente unitario denotado

por 11 M y definido por

M = {(p,v) € TM;|v|| = 1}.
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Proposicion 4.1.2. Sea 11 M el fibrado tangente de M. La funcion f : TY M — RU{+o0}

definido por:

to, si 7'(0) es el punto de corte de ¥(0) a lo largo de .
f(2(0),7(0)) =

0, si el punto de corte a lo largo de ~ no existe.
es continua. (Do Carmo, 2015, p. 300)
Demostracion

Sea la sucesién convergente {7 (0)};>; asociada a la sucesion {7;,(0) };25. Existe un pun-
to v(0) a lo largo de ~y tal que v,(0) — v(0) y ,.(0) — +/(0) de tal forma kgrfw 7(0) =
7/(0). Sean v, (tf) y v(to) puntos de corte de v;(0) y v(0) a lo largo de 7, y -, respecti-
vamente, donde tf, to € R U {+00}. Lo que se quiere probar es

lfim tf = t,.
k—+o00

= Para probar lo anterior primero se probard que limsuptt < ty. como ¢, € R U
k—+o00
{+00} entonces si ty = 400, no hay nada que probar. Sea entonces t, < 400, € >

0. Se puede observar que no existen infinitos indices n tales que t; + € < t. Caso

contrario

d(Vn(O)J /Vn(tO + 6)) =10 t+¢€,

y por continuidad de la funcién distancia se cumple que d((0),y(to+¢€)) = to +e,
lo que contradice el hecho de ser () el punto de corte de y(0) a lo largo de . Por

lo tanto, lim sup t§ <t + ¢ para todo € > 0 lo que prueba la afirmacién hecha.
k—+o00

= Sea ahora { = liminf ¢§. Como
k—+o0

64

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

t = liminft§ < limsupth < t,,
k—+oo k—+o0

bastard probar que £ > ty y con ello se culminaria la prueba.

En efecto, si t = -+o0 entonces no hay nada que probar. Sea entonces ¢ < 400y sea
una subsucesion de la sucesién {¢2},7> indicada de la misma forma {¢3}> que
converge a t. Como un punto de acumulacién de puntos conjugados es un punto
conjugado. Entonces, para todo tal subsucesion, los puntos ~;(¢{) son conjugados
de 7,(0) alo largo de v, esto implica que () es conjugado a y(0) a lo largo de +,

donde t > t, y se estaria conluyendo la demostracion.

Supdngase entonces que existe una subsucesion convergente tj — ¢ tal que para
todo n, 7, (tf) no es conjugado a ,,(0) a lo largo de ~,,. Por la proposicién (4.1.1)

existen geodésicas o,, # 7, con

g0 =Y, 0on(ty) ="a(ty) talque I(o,) = (7).

Tomando una subsucesion de ser necesario, se puede suponer que o, — o, donde o
es una geodésica uniendo (0) y v(¢). Si o # ~, entonces por la proposicién
se tendrfa ty <, como se queria. Ahora si o = -, entonces por el argumento de la
proposicién del item a) se muestra que (%) es conjugado a v(0). Por tanto,

1< t,m

Como consecuencia de la proposicién (4.1.2)), se tiene el siguiente corolario.
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Corolario 4.1.2. Sea M una variedad riemanniana completa.

i) Para todo p € M, el conjunto C,,(p) es cerrado. En particular, si M es compacto,

entonces C.,(p) también es compacto.

ii) Existe p € M, tal que para toda geodésica partiendo de p existe el punto de corte,

entonces M es compacta.

A continuacion se enuncia un resultado en el que se muestra como, las férmulas
de variacién permiten ver lo que ocurre cuando existe un punto ¢ € C,(p) en el cual se

alcanza la distancia de p a C,,(p) es decir, d(p, Cy,,(p)) = d(p, q).

Proposicion 4.1.3. (Lema de Klingenberg) Seap € My q € C,,(p) tal que d(p, Cp,(p))

d(p,q) = l. En estas condiciones se cumple, al menos una de las siguientes afirmaciones:

i) Existe una geodésica minimizante y que une p'y q, a lo largo de la cual q es conju-

gado a p.

ii) Existen exactamente dos geodésicas minimizantes vy y o uniendo p y q. Ademads, si

vy o son las geodésicas minimizantes, se tiene v' (1) = —d'(l) con | = d(p, q).

(Do Carmo, 2015, pdgs.302-303)

Demostracion

Supdngase que g no es conjugado a p a lo largo de cualquier geodésica minimizante.

Entonces existen dos geodésicas minimizantes y y o de longitud [ = d(p, ¢) uniendo p a

q.
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Asumiendo que v'(I) # o'(l), entonces existe un vector unitario V' € T,M tal
que:

(V') <0y (V,e'(l)) <0.

Como ¢ no es conjugado a p a lo largo de . Entonces, por la caracterizacién de los puntos
conjugados, el punto /7'(0) no es un punto critico de exp,,. Por lo tanto, existe un entorno

U de I4'(0) en T, M tal que exp,|,, es un difeomorfismo, con W = exp,(U). Nétese

v

también que exp,(17'(0)) = y(I) = ¢, luego g € W.

Sea ¢ > 0, considérese « : (—¢,¢) — W una curva cumpliendo «(0) = g,
a'(0) =V ywv:(—ee€) — U unacurvaen T,M tal que para s suficientemente pequefio,

s€a

v(s) = (expp|U)_1 exp,(sV) 'y exp,(v(s)) = a(s), Vse& (—¢e¢).

Usando v se puede construir una variacion de las geodésicas v y o de la siguiente manera.

t
Primero, para « considérese una la aplicacién v(s,t) = 7,(t) = exp, (ZU(S)>’

cont € [0,1]. Nétese que esta aplicacion define una variacién v, de -, ya que

exp(v(0)) = a(0) = ¢ = exp,(17(0)),

y por ser exp, difeomorfismo en U, se tiene que v(0) = [7/(0). En consecuencia,

(0.0 = exp, (100)) = e, (0D =20, s =0
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Luego por la primera féormula de variacién aplicada a -y y ,(t) se tiene que

d

o _OL(%) = (V,9/(1)) <0

es estrictamente negativa en el cero. Por lo que para s > 0 suficientemente pequefio se

cumple, L(s) < L(7). Como se muestra en la figura (IV.7).

Abhora por el mismo argumento, se verd para 0. Como ¢ no es conjugado de p a lo

largo de o. Entonces la variacion o4(t) de o puede ser definido por la siguiente aplicacion

o(s1) = .0) = exp, (exp(@) exp, o7 )

y de la misma forma que para ~, aplicando la primera férmula de variacién se cumple

| o) = 0o W) <0, o) =as)

que también es estrictamente negativa. Por tanto, L(os) < L(o) para s suficientemente
pequefio, donde U es una vecindad de (o”(0)) en T, M tal que es un difeomorfismo. Se
puede observar que cada 7, y o5 son geodésicas de p a exp,(sV/). Sin embargo, para s

suficientemente pequefio

ls = d(p,exp,(sV)) < L(vs) < d(p,q) =i(M) =1,

entonces exp,, no es inyectiva en Bi.+:(0) C T, M. Lo cual es una contradiccién.ll
2

Para finalizar esta seccion, se enuncia un resultado que muestra, que si una varie-
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Figura IV.7: Comparacién de geodésicas.

dad M es compacta y tiene curvatura seccional positiva entonces la determinacién de una
cota inferior para la distancia de un punto a su lugar de corte depende de la determinacién

de una cota inferior para las longitudes de las geodésicas cerradas de M.

Proposicion 4.1.4. Sea la curvatura seccional K de una variedad riemanniana completa
M satisface

0 < Kmin S K S Km(wm

entonces:

a) i(M) > —%

b) O existe una geodésica cerrada y en M, cuya longitud es menor que cualquier otra

geodésica cerrada en M, tal que

(Do Carmo, 2015, pdgs.304-305)

Demostracion
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a) En las condiciones del enunciado de la proposicién (.1.4), M es completa con cur-
vatura seccional positiva. Por el teorema de Bonnet-Meyers (2.2.8.1) M es compacta por
ende el fibrado tangente unitario 77 M también lo es. Entonces, se puede calcular la dis-
tancia de un punto p € M a su lugar de corte C,,(p) y ademads la funcién distancia por la
proposicién (#.1.2) es continua. Por tanto, se puede tomar un infimo r» € M sobre p de
manera que esté mas préximo a su lugar de corte C,,(p). Es decir, existe un p € M tal
que

d(p, Cn(p)) = nf d(r,Cin(r)) = i(M) > 0.

Como C,,(p) es compacto, existe ¢ € C,,(p) tal que la distancia de p a C,,(p) se alcanza

en q. Es decir,

d(p, Cr(p)) < d(q,Crlq)) < d(p,q).

Lo cual implica que p es también un punto proximo de g. Entonces,

d(p, Cr(p)) = d(p, q)-

Si ¢ es conjugado a p entonces por la proposicion (2.2.9.1)) se tiene que

b) Si g es conjugado a p, entonces existe una geodésica minimizante uniendo p y q. Pero si
¢ no es conjugado con p, por la proposicién {@.1.3)) existen dos geodésicas minimizantes
71 Y Y2 uniendo p a ¢ tales que v, (l) = —~4(l) con | = d(p,q). Como q € C,,(p), se
tiene que p € C,,(q) y por su propia definicién, la distancia de ¢ a C'(p) se alcanza en p.

Luego aplicando nuevamente la proposicion (2.2.9.1) se deduce que 7;(0) = —+45(0). En
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Observacion 4.1.3. En la demostracion de la proposicion anterior, la unién de dos geo-
désicas forman una geodésica cerrada cuya longitud es [ = 27 y radio de inyectividad
. 1 ., . L.

i(M) = =I(7). En conclusién, existe una geodésica cerrada que une dos puntos no con-

2
jugados p, g en M.

4.2. Teoremas de Estimacion del Radio de Inyectividad y la Cota de Klingenberg

En esta seccidn se establecerd teoremas que relacionan la curvatura seccional de
la variedad M con el radio de inyectividad i(M), estos teoremas son las estimaciones
del radio de inyectividad, que fueron introducidos por Klingenberg. En primera instancia,
estimé para una variedad con curvatura seccional uno, cuando esta era de dimensién par

(Klingenberg, [1959). Pero mas adelante él mismo extendié su estimacion para el caso

impar (Klingenberg, [1961) introduciéndo una teoria mas amplia.

El objetivo de estimar el radio de inyectividad de una variedad M, es para darle

una estructura sobre su curvatura seccional, de manera que sea homeomorfa con la esfera.

Teorema 4.2.1. Si la curvatura seccional K de una variedad riemanniana M, compacta,
orientable y de dimension par, satisface 0 < K < 1, entonces i(M) > m. (Do Carmo,

2015, p. 310)

Demostracion
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En las condiciones del enunciado M es compacto, entonces existen p € My ¢ € C,(p)

tal que d(p, ¢) = i(M). Supongamos que el teorema no se cumple; es decir,
l=d(p,q) <m. (IV.1)

Entonces, por la proposicién (2.2.9.1) p y ¢ no son puntos conjugados, y segin la ob-
servacion (4.1.3)) existe una geodésica minimizante cerrada « en M uniendo p = v(0) y

1
g = () cuya longitud es i(M) = §L(fy) pues d(p, q) = i(M) entonces

L(v) = 2d(p, q) por la ecuacion (TV-I))
Liy)=2()<7m+m7

L(y) = 2(I) < 2.

Por el corolario (2.2.8.2)) de Synge existe un campo vectorial V' (¢) paralelo a lo largo de

la geodésica cerrada 7, que deja un vector ortogonal invariante a esta; es decir,
V() = V(0) = V, € /(0)*

tal que la variacion de v con la variacion del campo V' calculando la segunda derivada de

la energia E(0) satisface

dy _ dv
E(’ys):—/R(—, ,—,V)dt<0.
=0 dt dt

Noétese que la energia es estrictamente negativa. En consecuencia, para s € [0, €] existe

d2
ds?
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~s(t) una variacién de -y formada por curvas regulares, cerradas y tales que L(vs) < L(7)

para todo s # 0.

Sean ps = 75(0) y ¢s = 7s(l5) puntos a lo largo de v5(¢) cont € [0,15] y s € [0, €],
donde ¢; = 75(ls) es un punto que se encuentra a maxima distancia de ps. Como 7, es

una variacion de -y entonces se cumple:

d(ps, qs) < d(p,q) = i(M),

tal que existe una tnica geodésica minimizante o uniendo ¢; = 04(0) y ps. Como q es el

ufiico punto a méxima distancia de p implica que

lim qs =4¢q con gs = 08(0>7
s—0

tal que existe una sucesién s; — 0 para que o7 (0) converja a un vector unitario W, €

T,M. Por continuidad o (t) = exp(tW,) es una geodésica minimizante que une p y q.

Ahora se demostrard que o’ (0) L 7/([), de modo que ¢ no sea una de las partes de
~. Como consecuencia se obtendra tres geodésicas minimizantes que unen p y q. Lo que

llevard a contradecir la proposicién (#.1.3).

En efecto, sea o, la geodésica minimizante de p; = 75(0) a v,(¢), donde p, =
75(0) es un punto préximo a g = vs([s). Luego o, es una variacién de o5 = o,. Por

la eleccién de ¢, se tiene que L(o,;) < L(o,). Entonces, de acuerdo a la primera féormula
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V(0)=V(L)

op=y(0)=y(L)

(a)

(b)

Figura IV.8: La variacion de las geodésicas.

de variacion de energia se tiene

d
Sl B(0.) = (01(0),741)) = 0. (v2)
t=ls

De la ecuacion (IV.2), puesto que es nula se deduce que 0(0) L ~.(ls;) como se muestra

en la figura (TV.8a). De la subsucesion s; y tomando el limite se tiene,

o'(0) = W, L ~(I). (IV.3)

De la ecuacién (IV.3)), puesto que es nula se deduce que ¢’(0) es ortogonal a 4" como se

muestra en la figura (IV.8b). Por lo tanto, o # .1
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A continuacidn, antes de enunciar el resultado para el caso impar. Es importante
resaltar que la demostracion del resultado de estimacion en el caso par, es mds sencillo de
probar porque se basa en la demostracion del resultado de Syng (que se puede encontar
en libros de geometria riemanniana). En cambio, en el caso de dimensiones impares es
mads elaborado porque utiliza la teoria de morse y esto lleva a conceptos de homotopia y
dentro de ello el lema de Klingenberg de homotopia. Es atin més fuerte la prueba cuando

1 . . .
h = 1 Es por ello que no se demostrard el resultado para dimensiones impares. Pero se
dard una breve descripcion en lo que consiste su demostracion ya que el enunciado seré

fundamental en la demostracion del resultado principal de la investigacion.

Teorema 4.2.2. Sea M con n > 3, una variedad riemanniana compacta, simplemente

1
conexa, tal que 1 < K < 1. Entonces, i(M) > m. (Do Carmo, 2015, p.305)

La prueba de la estimacion del radio de inyectividad de la variedad con curvatura
contenida en (le, 1] se consigue por contradiccion es decir, suponiendo que i(M) < 7. Se
comienza con la idea de que el radio de inyectividad de la variedad pueda relacionarse
con su radio conjugado y con la longitud de una geodésica que une puntos en la variedad.
La aplicacién de varios resultados de la teorfa de Morse se resume en la estimacion de la
longitud de una geodésica mas grande que las otras. Dicha estimacién se logra mediante
la comparacion de indices entre dos variedades en el que una de ellas es una esfera con
curvatura K = K,,;, > 111 Por otro lado, estd un resultado de homotopia que es el lema
de Klingenberg, éste afirma que en la homotopia de geodésicas minimizantes existe una

curva con longitud mayor a lo supuesto lo que afirmara la contradiccion buscada.
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La demostracion del teorema (4.2.2) se encuentra en[Do Carmo|(2015)) y Klingen-

(1961), y una descripcion sobre las ideas que se introduce en su amplia demostracion

se encuentra en |Abresch| (1997).

4.3. Teorema de la Esfera en Variedades Riemannianas

En esta seccidn se demuestra el resultado principal, que es el teorema de la esfera
en variedades riemannianas de dimension n > 3. Cabe indicar que este resultado se debe

a Klingenberg y Berger.

Se da inicio esta seccion con la demostracion de algunos lemas usando las pro-
posiciones de la seccién anterior que conducen directamente al teorema de la esfera en

variedades.

Lema 4.3.1. (Berger) Sea M una variedad riemanniana compacta y sean p,q € M tal
que d(p,q) = diam(M). Entonces, para todo W &€ T, M, existe una geodésica minimi-

zante vy de p = v(0) a g con (7/(0), W) > 0. (Do carmo, 2015, p. 312)
Demostracién

Sea A(t) = exp,(tW) una curva y sea [0,[(v;)] — M (para cada t) una geodésica

minimizante que une v,(0) = A(t) y %({(7)) = ¢. Primero, suponiendo que para todo

1
k € (0, 00) existe t, € [0, —} , tal que (77, (0), N'(t)) > 0. Donde si

T
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o
Il
[\
~

Eal
IA
N =

Wl

k—oo = t,—0

se tiene entonces una sucesion {7, }7° ; de geodésicas minimizantes con t;, — 0.
Por la continuidad de las geodésicas y tomando una subsucesion, en caso de ser necesario,
la sucesion {7, }7>, converge a una geodésica minimizante vy uniendo A\(0) = py q =

~(0) y por la continuidad de la métrica satisface

0 < ((0), X'(0)) = (+/(0), W),

y la demostracion estarfa terminada.

Primero, se demostrara lo siguiente. Supongamos que existe & tal que para todo

1
ve o

k] , se cumple

(71(0), X'(1)) < 0.

Se mostrard que esto lleva a una contradicccion.

k

normal U de A(t1) y sea ¢g; € U un punto de 7, . Tomando ¢ > 0 suficientemente pequefio

1 . .
En efecto, seat = t; con t; € {O, —1 y considérese una vecindad totalmente

A(s) € U paratodo s € (t; —¢,t1+¢€) y o5 son las geodésicas minimizantes que unen q; y

A(s). La geodésica o define una variacion del trozo v;, que vade \;, hasta ¢; y oy, = Y,
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en dicho segmento, como se muestra en la figura (IV.9).

Aplicando la primera férmula de variacion de la energia a o, se obtiene

1d

2ds

E(os) = =(X(t1),,(0)) > 0

s=t1

del cual, se puede decir que la funcional energia es estrictamente creciente en un entorno

de ¢;. Por tanto, para s < t; se tiene que d(q1, A\(s)) < d(q1, A(t1)), donde

d(q, A\(s)) < d(q,q1) + d(q1, \(s)) < d(q,q1) + d(q1, A(t)) = d(g, A(t))

d(g; A(s)) < d(g, A(t)).

Segundo, véase ahora qué sucede si se aplica el mismo razonamiento, para cada ¢ cum-
. 1 . .

pliendo 0 < ¢ < 7> Y en consecuencia se elige ¢; tan cerca de 0, de modo que d(g, A(s)) <

d(q, A(t1)) con s > 0. Por otro lado, por hipdtesis p estd a una distancia mdxima de ¢, de

donde se tiene que
d(q,\(s)) < d(q,A(t1)) < d(q,p) = d(g, M(0))

d(q, A(s)) < d(q,A(0)), (s=0)

lo que es una contradiccion.ll

El siguiente lema que se presenta cuya demostracién es debido a
(1961)) utiliza el teorema de Rauch, especificamente el teorema de la comparacion de

Rauch. El resultado afirma que bajo la hipétesis de que una variedad M compacta y sim-
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A1) =v,(0)

Oy, =0, = (Ytl)

A7) Y,

v, (v, ) =9
p=2(0)

/W\
Figura IV.9: Variacion de geodésicas minimizantes en un entorno U.
Adaptado de Do Carmo (2015, p. 313)

. . 1 .
plemente conexa, cuya curvatura seccional este estrictamente entre 1Y 1 recubre dicha
variedad con dos bolas, esto es posible debido a la estimacién del radio de inyectividad. Se
puede notar que es aqui, el momento crucial del uso de los resultados de las estimaciones

de la seccion anterior.

Lema 4.3.2. Sea M una variedad riemanniana compacta, simplemente conexa cuya cur-

vatura seccional K satisface

%1<5§K§1,

y sean p,q € M tales que d(p, q) = diam(M) entonces
M = B,(p) U B,(q),

s
conp € | —=,m |. (Do Carmo, 2015, pdgs.313-314)
g <2x/<_5 ) pas
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Demostracion

La demostracién del lema, se hard por el método de reduccion al absurdo. Es decir, se

supondré que la afirmacidn del lema es falsa, de la siguiente manera.
Existe un punto » € M tal que d(p,7) > py d(q,r) > p. De manera que se

deducira una contradiccion.

A) Se mostrard, que existe un punto o € M tal que d(p,ro) = d(q,r0) = p. Sea
p, cumpliendo T < p < m ( esta definicion es para el resto de la prueba) y

2v/6

sean p,q € M tales que d(p,q) = diam(M). De los teoremas de estimacién de

Klingenberg (4.2.1) o (4.2.2), la distancia del punto p a su lugar de corte C,,(p) es

de almenos 7. Por tanto, se tiene los siguientes:

» El conjunto B,(p) (respecto a B,(q)) de puntos en )M tienen una distancia < p de
p (respecto a ¢) es difeomorfa a la bola abierta B,(p) (respecto a ¢) en el espacio

tangente 7, M (respecto a T, M).

= Y el limite S,(p) (respecto a S,(q)) de B,(p) (respecto a B,(q)) es difeomorfa a la

esfera de radio p y centro p respecto a ¢ en T,,M (respecto a 1, M).

Por el teorema de la comparacién de Rauch (2.2.9.1) y de la definicién de p, se tiene

™

Vo

que 2p > > diam(M). Por tanto, se cumple

B,(p) N By(q) # 2.

Ahora se puede asumir que, d(p,r) > d(q,7) > p. Observe que una geodésica

minimizante que une ¢ y r intersecta en un punto ¢’ a S,(¢) de manera que
80
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B)

q' ¢ B,(p). Y sino fuera asi entonces ¢’ € B,(p) y se tendria

lo cual es absurdo. Por lo tanto, ¢ ¢ B,(p) y ¢’ € S,(q).

Por otro lado, como 0 < § < K, por el teorema de Bonnet Meyers (2.2.8.1)) se tiene
T
Vo

minimizante que une p y ¢, se tiene que

diam(M) < < 2p. Sea ¢” el punto de interseccion entre S,(¢) y la geodésica

d(p,q") < diam(M) —d(q,q") = d(p,q) — d(q,q") <2p—p = p.

Dado que S,(q) es arco conexo, pues B,(¢q) es homeomorfa a una bola euclidiana,

de ello se deduce que

Sp(p) N S,(q) # 2.

Por tanto, existe un punto rq tal que d(p,r9) = d(q,r9) = p y existe uno y sola-
mente una geodésica minimizante que une p (respecto q) a ry. Cuya existencia es la

causante de la contradiccion buscada.

Sea oy = oy(t) (0 < t < p) geodésica minimizante que une p = o1(0) y 7o,
y sea o9 = 03(t) (0 < ¢t < p) geodésica minimizante que une 02(0) = ¢y 7.
Entonces existe una geodésica minimizante A = {\(s)} uniendo p = A\(0) y ¢ tal

que A € Ip, gll y (N'(0),01(0)) = 0.

Primero se mostrara el siguiente hecho.
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Existe una sucesion de puntos {p; }/>; en o y una sucesién de geodésicas minimi-
zantes { Ay };25 de modo que kh’m pr =pYy (01(0), A;.(0)) > 0, donde py, = oy (t)
—+00

y Ar = {\(6) 1 son las geodésicas minimizantes que unen pj, a ¢, entonces

Ak(0) = pi.

Ahora suponga que no existe la sucesion {4}/ >;. Entonces existe un nimero po-
sitivo € tal que si, para s € (0, €], tomando una geodésica minimizante cualquiera

As = {)s(t)} uniendo o (s) a g, As(0) = o1(s). Entonces

(01 (s), X5(0)) <.

s

Ahora tdmese un nimero positivo s; tal que 0 < s; < ey una geodésica minimi-

zante A} = s1(t), uniendo 0,(s1) a ¢, A\, (0) = 61(s1). Entonces se tiene
(N, (0),01(51)) <0y (X,(0), =0’ (s1)) > 0.

Sea ahora en Ay, un punto ¢; lo suficientemente cercano al punto o1 (s;). Sea enton-
ces 01(s2) el punto en o que se encuentra en la distancia mas préximo a ¢;. Luego,

por el lema (4.3.1]) la geodésica que une 01 (s2) y ¢; es ortogonala oy y 0 < s5 < s7.

Uniendo o4(s2) y ¢ por una geodésica minimizante Ay = {\,(t)}. Se tiene

L(Ay) < L(A1) 'y (X,(0),01(s2)) <O

s2
donde L(A3)y L(A;) son longitudes.
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Nuevamente témese, en A, un punto g suficientemente cercano al punto oy (sz).
Sea o1 (s3) el punto en o7 que se encuentra a una distancia mds cercana a ¢,. Luego,
usando el lema , la geodésica minimizante que une 01(s3) y ¢o es ortogonal
a oy ysetiene 0 < s3 < sy. Uniendo oy(s3) y ¢ por una geodésica minimizante
Az = { )\ (t)}, se tiene

Continuando los procesos anteriores, se obtiene una sucesién de puntos {o (s¢) }/>

y geodésicas minimizantes { Ay }°S.

Ahora se puede asumir que s, — 0 cuando k& — +oo. Porque si s — so (s >
0) cuando k — +oo. Se puede elegir la subsucesion convergente de {A;};2.

Entonces el limite geodésico Ay = {\s, (¢)} es una geodésica minimizante que une
o1(so) aqy

(01 (50), X, (0)) < 0

por suposicion.

Para continuar nuevamente el proceso anterior. Es necesario elegir una subsucesion

convergente de { A; }°5. El limite geodésico A es una geodésica minimizante y

L(Ay)) > lim L(Ag) = L(A) = diam(M).

k——+o0

Lo que contradice la definicién de diam(M). Por lo tanto, existe una sucesion de
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©

puntos {px }°] en oy y geodésicas minimizantes { A} tal que

lm pr=p y (MN(0),01(sr)) >0,

i——400

donde Pr = 0’1<Sk) , Ak = {)\k(s) 2:({ y )\k(O) = Pk-

Ahora se puede elegir la subsucesion convergente {4} }/2 de {4}, y luego
elegir la subsucesién {A;}> de {A,}° en la que los vectores tangentes A} (0)

convergen en la topologia del haz tangente de M.

Entonces el limite geodésico A de { A, };>; es una geodésica minimizante, que une

paqy por eleccidn se tiene

(X(0),0°(0)) = 0,

donde A = {N(s)L,N0) = py lim A (0) =

Gm A (0).

Sea s un punto en A que se encuentra en la distancia p desde p. Entonces s es un
punto interno de A. Mediante el uso del teorema de comparacién de rauch (propo-
sicién[2.2.9.2)

d(re, s) < T

20

Por lo tanto, existe un punto s, como un punto interno en A que se encuentra en la

. . , . ™ s
distancia més corta desde 7. Entonces se tiene d(rg, s9) < —-= y segtin el lema

20

4.3.1)) 1a geodésica minimizante de 7 a sq es ortogonal a A. Como d(p, q)

< T
_\/S’
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se tiene que

5
5

En cualquiera de los casos anteriores, se obtendra la contradiccion buscada.

E

Sea el caso d(p, so) <

S

2

Dado que d(p, so) < " En este caso, como d(ro, s0) < . y el dngulo

26 2/

T .- ., .
Zpsoro = 5 utilizando el teorema de comparacion de Rauch se tiene

™
d<p7T0) <= <p

20

esto contradice la suposicién d(p, ry) = p.l

El lema que a continuacion se presenta, establece la existencia del punto medio

entre los puntos extremos de una variedad.

Lema 4.3.3. Sea M una variedad riemanniana compacta, simplemente conexa y con

curvatura seccional que satisface:

<I)I< K<I1.

1 =

Dados p,q € M tales que d(p,q) = diam(M) y p cumpliendo 2L\/g < p < w, para
cada geodésica partiendo de p con longitud p existe un tinico punto r de ésta geodésica
tal que:

d(p,r) =d(g,r) < p.
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Andlogamente, en cada geodésica partiendo de q con longitud p existe un tinico punto m

equidistante de p y q. (Do Carmo, [2015))

Demostracion

Segtn el enunciado del lema, se debe demostrar la existencia y unicidad de un punto r

con longitud p que satisface d(p,r) = d(q,7) < p.

Existencia: Sea 7(s) una geodésica con 7(0) = p y considérese una funcién f

continua de valor real definida, como sigue.

f(s) =d(g,7(s)) — d(p,7(s)) (Iv.4)

donde

= Si s = 0 entonces y(0) = p, evaluando en la ecuacién (IV.4) se tiene:

f(0) = d(g,7(0)) — d(p,~(0))
f(0) = d(q,p) — d(p,p)

f(0) =d(q,p) =0

f(0) =d(q,p) = d(p,q)

f(0) = d(p,q)
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esto implica que la funcién f es positiva.

= Para s = sy entonces a lo largo de 7(s), el punto y(sy) es un punto de corte de
p, es decir y(sg) € Cy,(p). Por las estimaciones de Klingenberg (teorema [4.2.1] o
teorema 4.2.2)) se tiene que (M) > 7, entonces d(p,y(sg)) > m > py por el lema

(@.3.2), para los puntos p y g existe la unién de bolas como sigue

M = Bp(p) U Bp(Q)

de donde v(sy) € B,(q). Luego d(g,7v(s¢)) < p, entonces evaluando en la ecuacion

(TV-4) se tiene:

f(s0) = d(q;7(s0)) — d(p,7(s0)) dedonde(so) = ¢
f(s0) = d(q,q) — d(p,q)

f(s0) = 0 —d(p,q)

f(s0) = —d(p, q)

f(So) <0

esto implica que la funcién f es negativa.

Por lo tanto, por la continuidad de f, existe s; € (0, so) tal que r = ~y(s1) es un

punto que satisface la ecuacion (I'V.4) de tal manera que f se anula. Es decir,
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f(s1) = d(g,7(s1)) — d(p,7(s1))
f(s1) =d(q,r) —d(p,r) pues d(q,r) d(p,r)=p
fs1)=p—p

f(s1) =0

Asi se establece la existencia.

Unicidad: En efecto, sea y una geodésica que parte de p con una longitud p y
supongamos que a lo largo de v existen r; y 75 (11 # 72) que son equidistantes de p, ¢ a

la distancia menor que p.

Dado r; # r9 se puede suponer que r; se encuentra entre p y 7, €n vy como se

muestra en la figura (IV.10), por lo que d(p, ;) < d(p, r2) de donde se tiene que:

d(qv TQ) - d(p7 T?)
d(q,r2) = d(p,r1) + d(r1,79)
d(q,r2) = d(q, 1) + d(r1,72)
sea o la inica geodésica minimizante uniendo ¢ y ;. Por la igualdad anterior la distancia

de g a 9 se realiza mediante o y coincide con 7y, pues esto por unicidad o y v son la

misma geodésica, con ¢ € . Se observa que ademds g esta entre p y ry.

En efecto, si r; # ry se obtiene la siguiente igualdad
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d(p7 Tl) = d(qa Tl) y d(p7 T?) = d(Q: TZ) (IVS)

entonces se deduce que:

d(p,r2) = d(p,q) + d(q, 72)
d(p,r2) = d(p,q) +d(p,r2), porlaecuacién (TV.3)
d(p,r2) — d(p,r2) = d(p. q)
0=d(p,q) (IV.6)

Por la ecuacion (IV.6)), se tiene que p = ¢ lo que es una contradiccién (d(p, ¢) > 0) y con

ello se prueba la unicidad.l

Figura IV.10: Puntos equidistantes sobre una geodésica.

El lema anterior prueba que entre los extremos de una variedad cuya curvatura

1 . 1 .
estd entre 1 y 1 existe un punto equidistante o punto medio que representa el ecuador de
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la variedad que serd homeomorfo al ecuador de una esfera unitaria.

Observacion 4.3.1. El punto r depende continuamente de la direccidn inicial de la geo-

désica que lo contiene, esto debido a la unicidad.

Para llegar hasta este punto, donde finalmente se presentard el teorema principal,
fue necesario determinar la estructura de la variedad, que serd homeomorfa a la esfera
unitaria, dicha estructura se determiné mediante las estimaciones de Klingenberg desa-
rrolladas en la seccion anterior, pues de ello se deduce que la variedad riemanniana con

. ) . 1
curvatura seccional uno, cuyo pinzamiento denotada por h no puede ser menor que 1

El objetivo de esta investigacion es proporcionar una demostracion constructiva
explicita de la extensién del teorema de la esfera definido en superficies R? a superficies
de dimensiones arbitrarias representada por el teorema de la esfera topoldgica. La de-
mostracion y la interpretacion explicita no es facil hacerlo en variedades riemannianas de
dimensiones n > 3, ya que se tuvo que dar un gran recorrido desde geometria diferencial

hasta variedades riemannianas para estudiar el teorema de la esfera topoldgica.

Para la demostracién del resultado principal de la investigacion se analizé infor-
macion de investigaciones consideradas en los antecedentes, en los que se trabajé con
argumentos topoldgicos en variedades riemannianas en las que se aplica la definicién de
homeomorfismo, esto es: Una aplicacién entre dos variedades que sea bicontinua y biyec-

tiva. En ese sentido se presenta y se demuestra el resultado principal de la investigacion.
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Teorema 4.3.1. Sea M de dimension n > 3 una variedad riemanniana compacta y sim-

plemente conexa, cuya curvatura seccional K satisface:
0<h<K<I1

) 1
sih = 7 entonces M es homeomorfa a S".

Demostracion

Para demostrar el teorema principal, se empieza por describir las caracteristicas que po-
seen las variedades en estudio, con el propdsito de determinar un homeomorfismo entre

ellas.

La esfera unitaria S”. Es una variedad cerrada y compacta y por ser unitaria

tiene curvatura seccional uno.

La variedad riemanniana )/. Es una variedad compacta y simplemente conexa

cuya estructura cumple las siguientes condiciones:

= Por la estimacién de Klingenberg (4.2.2)) la curvatura de M estd acotada entre la
. 1 . .
cota de Klingenberg 1 y la curvatura méxima uno, y por tener esa especial caracte-

ristica por el lema(4.3.2)) M posee bolas que la recubren.

= Sobre la variedad M por lema (4.3.1]) para cada campo vectorial que esté en el plano
tangente existe una geodésica minimizante con velocidad inicial que une los puntos
extremos de la variedad tal que el producto interno entre la velocidad inicial con el

campo vectorial es cero.
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= Por lema(#.3.3) sobre M existe un punto equidistante entre los puntos extremos de

la variedad a lo largo de una geodésica minimizante.

Luego se define una aplicacién ¢ : S® — M para establecer el homeomorfismo
explicito entre la esfera S™ unitaria y la variedad M con las caracteristicas que estas

poseen.

Sea la aplicacién ¢ : $" — M, con N, S € $" asociados a p,q € M tales que
®(N) =py ¢(S) = q. Donde N y S representan el polo norte y el polo sur de la esfera,

¢ es un homeomorfismo si cumple las siguientes condiciones:
i) ¢ es bicontinua.

ii) ¢ es biyectiva.

Antes de hacer cumplir la bicontinuidad y la biyectividad es necesario definir

ciertas aplicaciones que intervienen durante la demostracion.

Sea M una variedad riemanniana de dimensién n > 3. Por el lema {.3.3), si la

) . ., 1
variedad M sobre su curvatura seccional cumple la condicion 1 < 6 < K < 1. Entonces,
existen p, ¢ € M puntos tales que el diam(M) = d(p, q) y sea S™ la esfera unitaria cuya

curvatura seccional es uno con N y S puntos antipodales.

Sea I una isometria lineal entre los planos tangentesa N € 5" yap € M denotado
por I : TnyS" — T,M.Y para cada vector distinto de cero v € T,M se define una
aplicacién f : T,M — T,,M con f(v) = tov siendo exp(f(v)) un punto equidistante a lo
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largo de la geodésica t — exp, tv que unen py q.

Por otro lado, sea 7, : [0, 7] — $" un segmento geodésico y E el ecuador de S"

respecto a los polos norte y sur cumpliendo:

= F € S" (respecto al polo norte) para todo e € E se tiene 7.(0) = N y 7, (—) =e.

o

Sea o, la geodésica en M que pasa a través de p con una velocidad 7(v.(0)).

= F € 5" (respecto al polo sur) para todo e € E se tiene 7, (g) =ey(m) =S

Sea ). la geodésica en M que pasa a través de ¢ con una velocidad (7. ()).

Por otra parte, también se tiene la existencia de f(v) que satisface la condicién

dada por el lema (4.3.3) esto es,

J(0) £ 7= << iM)

La descripcién hecha anteriormente se muestra en la figura[[V.I1]
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[:T,8" >T,M
/\

B(0,,n )
N [T M—>T M
- f) =ty P
0,
s n 16/'(0) =v M

\_’/
I T M —T,S"

-1 -1
eXpN eXpN expp epr

Figura IV.11: Aplicacién homeomorfica ¢.
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En funcién de las descripciones dadas y de la figura (IV.TT) se define la aplicacién

¢ que establecerd el homeomorfismo.

Sea entonces ¢ : 3" — M definida de la siguiente manera:

b, 'ye:N

[2d(Ye, N
exp,, %(f olo eXp;l)(%)] , Ve € B%(N) - N

[2d(7e, S
exp, —(Zr )(equ_1 oexp,ol o expgl)(%)] . e € B%(S) - S

q, /Ve:S

Una vez definida la aplicacién ¢, se procede a demostrar las condiciones del ho-

meomorfismo como sigue.

i) ¢ ES BICONTINUA, puesto que:

e ¢ es continua porque las funciones f, exp e [ son aplicaciones continuas.
e ¢! es continua porque las funciones f~!, exp~! e I~! son aplicaciones con-

tinuas.

Ademads, como la composicion de aplicaciones continuas es continua, entonces ¢ y

¢! son continuas. Por lo tanto, ¢ es bicontinua.

ii) ¢ ES BIYECTIVA: Para demostrar que ¢ es biyectiva, se hard cumplir la inyecti-

vidad y sobreyectividad, condiciones que debe cumplir una funcion biyectiva.
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A) ¢ esinyectiva. Como | f|| < i(M), se deduce que Bx(N)y Bz (S5) en 5" tales que
o | By (N) Y o | By (s) son inyectivas. Por tanto, para demostrar la inyectividad de ¢

es suficiente mostrar que

¢(Brj2(N)) N ¢(Brj2(5)) = @.

En efecto, es suficiente suponer dos casos:

= Primero si 7. € ¢(Bxz(N)), entonces 7. = 0.(t) con 0.(0) = py d(7e,p) <
|| f(¢.(0))]|. Por la unicidad del lema (4.3.3)) existe un punto equidistante en la

geodésica 7, tal que d(e,p) < d(7e, q)-

= Segundo por el mismo argumento de lo anterior si 7. € ¢(Bx(S)), entonces
Ye = Ae(t) con Ae(m) = qy d(Ve,q) < ||[f(AL(0))]|. Y de la misma forma
que en el caso anterior por el lema ({#.3.3)) existe un punto equidistante en la

geodésica v, tal que d(7e, q) < d(7e, p).

De los dos casos anteriores se puede ver que si . € ¢(Bz (IN)), entonces v, ¢
¢(Bz (S)) esto significa que ninglin punto puede alinearse en la interseccion

de las bolas Bz (N) y Bz (.5). Por lo tanto, ¢ es inyectiva.

También se muestra la inyectividad de ¢ mediante la composicién de funciones

inyectivas, como se muestra a continuacion.

» Primero es necesario mostrar que la isometria lineal I : Tx5" — T,M es

inyectiva.

En efecto, I es inyectiva puesto que, es una aplicacién lineal que preserva
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normas. Ademds, por definicién de inyectividad se cumple,

si72(0) # ~.(m), entonces

()] = The (@Il = 1 [72(0) = ve (@Il = [17e(0) = ()| > 0.

Es decir, I(7.(0)) # I(v.(m))

» La aplicacién ¢ es inyectiva si, y solo si, la composicién

(exp,ofo Toexpy'):S" = M

es inyectiva.

Sean expy' @ $" — T8, [ : TxS" — T,M, f:T,M — T,My
exp, : 1p,M — M aplicaciones inyectivas, pues por definicion exp~ !, exp
son inyectivas y por la demostracién anterior / y f también son inyectivas,

entonces la composicién de ¢ = exp,of ol o expj_vl es inyectiva.

Lo anterior se formaliza con la definicién de inyectividad como sigue.

La aplicacion ¢ : S® — M es inyectiva, si para todo N, S € $" se cumple :

Si N # S en $" entonces ¢(N) # ¢(S) en M, con

#(N) = (exp,of o I oexpy')(N)

¢(S) = (exp,ofolo expy’)(9).

En efecto,
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N+#£S
expy' (N) # expy (S), expy' esinyectiva
I(expy'(N)) # I(expy(S)), I es inyectiva
flI(expy' (N))] # flI(expy'(S))],  f es inyectiva
exp,{f[I(expy' (N))]} # exp,{f[I(expy'(S))]}, exp, esinyectiva
(exp,of oI oexpy')(N) # (exp,of ol oexpy')(S)
¢(N) # o(5)

Por lo tanto, por la composicién de aplicaciones inyectivas, ¢ es inyectiva.

Ahora se verd que ¢ es sobreyectiva.

B) ¢ es sobreyectiva si d(v.,p) < d(7., q). Sea o, una geodésica minimizante de p a
Ve tal que v, = o.(t). Por el lema (4.3.3) y por el razonamiento anterior existe ¢y > ¢
tal que to = || f(v)||. Entonces . € ¢(Bx(N)). Por simetria, si d(7e, ¢) < d(7e, p)

entonces . € ¢(§% (S)). Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva.

Dado que ¢ es una aplicacion continua, con inversa también continua, inyectiva y
sobreyectiva de un espacio compacto 5" a una variedad M compacta. Por lo tanto, ¢ es

un homeomorfismo.l

Como se puede observar se ha demostrado el teorema haciendo cumplir propie-

dades que definen a un homeomorfismo, donde la aplicacién ¢ en general es un recubri-
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miento que lleva arcos maximales de la esfera S a la variedad M. Especificamente lleva
segmentos geodésicos en el siguiente sentido. La aplicacién v, : [0, 7] — S" definido
g] C [0,7] — S™al que al

aplicarle la aplicacién ¢, la variedad M se recubre o se llena de segmentos desde p hasta

en S™ se particiona en dos. La primera viene a ser 7, : [0,

el punto medio entre p y g. Donde el punto medio por la existencia de f(v) es exp,(tov).
y la segunda es . : [g, 7T] C [0, 7] — S™ de la misma forma que la anterior al aplicarle
la aplicacién ¢, la variedad se recubre por geodésicas en este caso desde punto medio

1
exp,(tov) hasta ¢. Y asf la variedad con curvatura entre 17 1 tiene la forma de la esfera.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES
Al terminar el trabajo de investigacion, se lleg6 a las siguientes conclusiones:

= El teorema de la cota de Klingenberg permitié6 demostrar que es posible extender
el teorema de la esfera definido en R? a una variedad riemanniana de dimensién
n > 3. Con este resultado se definié el homeomorfismo entre una variedad M de

dimensién n > 3y la esfera 5".

m [a variedad M de dimensiéon n > 3 homeomorfa a la esfera unitaria S™ mediante

la aplicacion ¢, se cubre por geodésicas.

= Se logré restringir la topologia de la variedad M sobre su curvatura seccional me-
diante la condicién global, que fue limitar el rango de los valores de la curvatura

seccional K.

= Al estudiar las propiedades de punto de corte y lugar de corte se concluy6 que
existen dos inicos mecanismos que producen estos puntos, los cuales son: La exis-
tencia del primer punto conjugado a lo largo de una geodésica o la existencia de dos
geodésicas diferentes de igual longitud que unen dos puntos. Estos dos elementos

fueron fundamentales para llegar al teorema de la esfera en variedades.
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CAPITULO VI

RECOMENDACIONES

Durante el desarrollo del trabajo surgieron motivaciones que pueden dar lugar a

nuevas investigaciones.

= La estimacién de la cota de Klingenberg es fundamental en la demostracion del
homeomorfismo entre una variedad M de dimensién n > 3y la esfera $". En base
aello, se plantea la posibilidad de iniciar una investigacién donde la aplicacién entre
la esfera S™ y la variedad M ademas de un homeomorfismo se logre determinar un

difeomorfismo lo que estaria incluyendo propiedades isométricas.

= Existen dos formas de estimar el radio de inyectividad de una variedad, una de
ellas es cuando la variedad es de dimension par y la otra cuando la variedad es de
dimensién impar, la segunda es la mds general ya que en ella se muestra la cota
de Klingenberg, éste tltimo motiva estudios para relacionar las topologias entre

variedades riemannianas.
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ANEXO

A. Conceptos Topologicos

En este trabajo se estudia una relacion de dos ramas de las matematicas: la geo-
metria diferencial y la topologia. Por tanto, el objetivo en este apartado es definir las
nociones topoldgicas que se utilizaron en la demostracién del resultado principal como
son: conjuntos compactos y conexos que son conjuntos de puntos en espacios euclideos. y
también demostrar algunos resultados de cuestiones topoldgicas. Si se quiere profundizar

aldn mads en algunos aspectos, se puede consultar en[Do Carmol| (2016) y Munkres| (2014),

de donde se han extraido todos los conceptos.

Definicion 6.0.1. Un conjunto A C R" es conexo cuando no es posible representarlo
en la forma A = U; U Us, donde U; y U, son subconjuntos abiertos no vacios de A y

U, N Uy = (. (Do Carmo, 2016, p. 465)

La definicion anterior indica que no es posible descomponer A en dos trozos dis-

juntos.

Proposicion 6.0.1. Sea A C R" un conjunto conexo y sea B C A abierto y cerrado

simultdneamente en A. Entonces o B = () 0 bien B = A. (Do Carmo, 2016, p. 466)
Demostracion

Supongamos que B # () y que B # Aysea A = BU (A — B). Como B es cerrado en
A, A — B es abierto en A. Asi A es la unién disjunta de dos abiertos no vacios, a saber,

By A — B. Esto contradice la conexidad de A. B
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Proposicion 6.0.2. Sea F': A C R" — R™ continua y sea A un conexo. Entonces F'(A)

es un conexo. (Do Carmo, 2016, p. 466)

Demostracion

Supongamos que F'(A) no es conexo. Entonces F'(A) = U; UU,, donde U; y U, son sub-
conjuntos abiertos, disjuntos y no vacios de F/(A). Como F es continua, '~ (U;), F~(Uy)
son también subconjuntos abiertos, disjuntos y no vacios de A. Al ser A = F~1(U;) U

F1 (Us), se llega a una contradiccidn, en virtud a la conexidad de A. B

Definicion 6.0.2. Un conjunto A C R" es acotado si estd contenido en alguna bola de

R™. Un conjunto W C R™ es compacto si es cerrado y acotado. (Do Carmo, 2016, p. 468)

Proposicion 6.0.3. Sea ' : W C R" — R™ una aplicacion continua y sea W un

compacto. Entonces F (W) es un compacto. (Do Carmo, 2016, p. 471)

Demostracion

Si F'(W) es finito entonces es, trivialmente, un compacto. Supongamos que F'(W) no es
finito y consideremos un subconjunto finito {F'(p,)} C F(W), p, € W. Esta claro que
el conjunto {p, C W} es infinito y admite, por compacidad, un punto limite ¢ € W.
Por tanto, existe una sucesion p, p, ..., Pi, ... — ¢, D; € {pa}. Por la continuidad de F,
la sucecion F'(p;) — F(q) € F(W). En consecuencia, { F/(p,)} admite un punto limite

F(q) € F(W); luego F'(W) es compacto.ll

Proposicion 6.0.4. Sea : W C R™ — R una funcion definida continua sobre un conjunto

compacto W. Entonces existen p,,ps € W tales que
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f(p2) < f(p) < f(p1)

para todo p € W es decir, f alcanza el mdximo en p; y el minimo en p,. (Do Carmo,

2016, p. 471)

Demostracion

se demostrard la existencia de py; el caso del minimo se trata de una manera similar.

De la proposicién anterior, f (1) es compacto, luego es cerrado y acotado. Por lo
tanto, existe supf(W) = x;. Como f(W) es cerrado, z; € f(W). Se deduce entonces

que existe p; € W con zy = f(py). Estd claro que f(p) < f(p1) = x; paratodo p € W.

Definicion 6.0.3. (Homeomorfismo) Sean X y Y espacios topolégicos, y f una funcién

continua de X a Y’; entonces, f es un homeomorfismo si se cumple que:
= f esuna biyeccién
= f es continua
= Lainversa de f es continua.

(Munkres, 2014, p. 105)

Definicion 6.0.4. (Difeomorfismo) Dadas dos variedades M y N, una aplicacién f :
M — N es un difeomorfismo si es un homeomorfismo diferenciable con inversa diferen-

ciable.
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