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LA REPRESENTACIÓN DE FUNCIONALES LINEALES EN EL
ESPACIO DE FUNCIONES CONTINUAS

TESIS

PRESENTADA POR:

Bach. BENEDICTO AMANQUI APAZA
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ÍNDICE GENERAL

´
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RESUMEN

Un funcional lineal es un operador lineal con dominio en un espacio vectorial X y la

imagen en un campo escalar K. El objetivo central de esta investigación es representar

funcionales lineales en el espacio de funciones continuas, asimismo demostrar el teorema

de representación de Riesz y mostrar aplicaciones concretas de este teorema en el análisis

funcional, para lo cual iniciamos con el estudio de espacios vectoriales, transformaciones

lineales, espacios métricos, espacios de normados y espacios de Hilbert.

Palabras clave: Análisis funcional, espacios de Hilbert, teorema de la representación de

Riesz.
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ABSTRACT

A linear functional is a linear operator with domain in a vector space X and the image

in a scalar field K. The central objective of this research is to represent linear functionals

in the space of continuous functions, as well as to prove the representation theorem of

Riesz and show specific applications of this theorem in functional analysis, for which we

start with the study of vector spaces, linear transformations, metric spaces, normed spaces

and Hilbert spaces.

Keywords: Functional analysis, Hilbert spaces, Riesz representation theorem.
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CAPÍTULO I

INTRODUCCIÓN

1.1. Descripción del problema

En el análisis funcional, el teorema de la representación de Riesz ampliamente estudia-

da para la representación de los funcionales lineales continuos. La presente investigación

desarrolla este resultado, expuesto por Frigys Riesz, afirma que cualquier funcional lineal

continuo positivo sobre el espacio de funciones continuas definido en cierto espacio to-

pológico, puede representarse de forma única por un espacio con producto interno, este

resultado es conocido como el teorema de representación de Riesz. En cada caso se enun-

cia, la teorı́a necesaria para conseguir la demostración del teorema de Riesz. Finalmente,

se muestran dos aplicaciones concretas.

Por lo que enunciamos la siguiente interrogante:

¿ Cómo se representa funcionales lineales en el espacio de funciones continuas?

1.2. Antecedentes de la investigación

A continuación, se presenta la revisión de literatura a nivel internacional y nacional,

referente al tema objeto de investigación:

Los estudios de Yuh-jia (1997) generaliza el teorema de representación de Riesz a

dimensiones infinitas, ası́ mismo concluye que el teorema en mención se ha genera-

lizado por varias clases de funciones continuas sobre varios espacios topológicos.

Del Rı́o (2017) da una demostración directa del teorema de representación de F.

Riesz que caracteriza los funcionales lineales actuando en el espacio vectorial de

11



funciones continuas definidas en un conjunto K, toma como punto de partida la

formulación original de Riesz, dondeK es un intervalo cerrado, usando la teorı́a ele-

mental, da una demostración para el caso en que J es un conjunto arbitrario compacto

de números reales.

Por su parte Horvath (s.f.) afirma que algunos de los resultados de Riesz son válidos

en el caso de un espacio de producto interno abstracto, y conduce a sistemas ortonor-

males máximos que no son totales, concluye con una demostración debida a Ákos

Császár que muestra que una variante de la condición de Riesz implica la forma de

Fischer (es decir, integridad).

1.3. Hipótesis de la investigación

Las funcionales lineales en el espacio de funciones continuas se representan a través

del teorema de la representación de Riesz.

1.4. Objetivos de la investigación

1.4.1. Objetivo general

Representar funcionales lineales en el espacio de funciones continuas

1.4.2. Objetivos especı́ficos

Demostrar el teorema de la representación de Riesz

Mostrar aplicaciones concretas del teorema de la representación de Riesz

12



CAP´

REVISIÓN DE LITERATURA

En este capı́tulo presentamos algunos resultados y definiciones, entre estos podemos

citar: espacios vectoriales, espacios métricos, espacios métricos completos, espacios de

Banach y espacios de Hilbert. Para este capı́tulo tomaremos de referencia los siguientes

libros de texto: [1], [2], [3], [4], [5],[6] y [7], este capı́tulo se inicia presentando diferentes

conceptos del álgebra lineal.

2.1. Espacios vectoriales

Definición 2.1 ([2]). Un espacio vectorial V (sobre un campo R o C) es un conjunto de

objetos llamados vectores en el que se definen dos operaciones:

1. Suma

+ : V × V → V

(u,v) → u+ v

verificando las siguientes propiedades

a) u+ v = v + u, ∀u,v ∈ V conmutativa

b) (u+ v) +w = u+ (v +w), ∀u,v,w ∈ V asociativa

c) Existe 0 ∈ V tal que u+ 0 = 0+ u = u, ∀u ∈ V elemento neutro

d) ∀u ∈ V , ∃(−u) ∈ V tal que u+ (−u) = (−u) + u = 0 elemento opuesto

2. Producto por un escalar

· : K× V → V

(λ,u) → λ · u

verificando las siguientes propiedades

13
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a) 1 · u = u, ∀u ∈ V

b) λ · (µ · u) = (λµ) · u, ∀λ, µ ∈ K,∀u ∈ V

c) (λ+ µ) · u = λ · u+ µ · u, ∀λ, µ ∈ K,∀u ∈ V

d) λ · (u+ v) = λ · u+ λ · v, ∀λ ∈ K,∀u,v ∈ V

Los elementos de un espacio vectorial se llaman vectores.

Ejemplo 2.1. A continuación presentamos ejemplos sobre espacios vectoriales con las

operaciones que se indican.

1. El conjunto de n-uplas de números reales

Rn = {x = (x1, x2, ..., xn) = (xi)1≤i≤n/xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n}

con las operaciones

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

λx = (λx1, λx2, ..., λxn)

2. El conjunto de matrices de dimensión n×m

Mn×m(R) =

ß
A = (aij) 1≤i≤n

1≤j≤m
/aij ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

™
con las operaciones suma de matrices y producto por números reales.

3. El conjunto de todos los polinomio con coeficientes reales en la variable x

P(R) =

{
n∑

k=0

akx
k/n ∈ N, ak ∈ R

}

con las clásicas operaciones de suma y producto por números reales.

4. El conjunto de todas las funciones reales

F(R) = {f : R→ R}

con las operaciones suma de funciones y producto por números reales.
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5. El conjunto de todas las sucesiones de números reales

S = {(xn)
∞
n=0/xn ∈ R, n ≥ 1}

con las operaciones suma de sucesiones y producto por números reales.

6. Sea C(−∞,∞) el conjunto de todas las funciones continuas de valores reales defi-

nida sobre toda la recta real. Este conjunto consta de todas las funciones polinómicas

y de todas las demás funciones que son continuas sobre toda la recta real.

7. Consideramos que V es el conjunto de todas las funciones continuas de valor real

definidas sobre el intervalo [0, 1]. La adición para V es la adición ordinaria de fun-

ciones (f + g)(x) = f(x) + g(x). El campo escalar R es de los números reales. Si

λ ∈ R y f ∈ V la multiplicación escalar queda definida por (λf)(x) = λ(f(x)).

Definición 2.2 (Subespacio)([2]). Si V es un espacio vectorial sobre R y W un subcon-

junto de V que asu vez tambien espacio vectorial sobre R considerando la adición y la

multiplicación escalar de V , entonces decimos que W es un subespacio de V .

Teorema 2.1 (Condición suficiente)([8]). Si V es un espacio vectorial y W ⊂ V , W ̸= ∅,

entonces W es subespacio vectorial de V sı́ y sólo si cumple las siguientes condiciones

de cerradura

1. u+ v ∈ W , ∀u,v ∈ W

2. λu ∈ W , ∀λ ∈ K y ∀u ∈ W

Demostración. ⇒] Evidente, pues W es espacio vectorial.

⇐] (1) y (2) garantizan que las operaciones están bien definidas sobre W , al ser éste

un conjunto cerrado respecto de ellas. Además, por ser W un subconjunto de V ,

se verifican todas las propiedades de la suma y el producto siempre que sea cierto

que 0 ∈ W y que el opuesto de cualquier elemento de W está en W . Esto es, para

cualquier u ∈ W ,

0 = 0 · u ∈ W y − u = (−1) · u ∈ W

15



luego W es un subespacio vectorial de V .

Ahora presentamos una de las caracterı́sticas mas importantes de un espacio vectorial,

que es una obtención de nuevos vectores a partir de vectores dados.

Definición 2.3 (Dependencia lineal)([2]). Si V es un espacio vectorial sobre R o C y

v1, v2, ..., vn y α1, ..., αn son, respectivamente n vectores en V y n escalares en R, enton-

ces el vector

v = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn

se llama combinación lineal de v1, ..., vn con coeficientes α1, ..., αn.

Si todo vector en un espacio vectorial dado puede expresarse como una combinación

lineal de vectores en un conjunto W dado, entonces se dice que W es un conjunto gene-

rador del espacio vectorial.

Definición 2.4 (Conjunto generador)([9]). Sea W = {v1, v2, ..., vk} un subconjunto del

espacio vectorial V . El conjunto W se denomina conjunto generador de V , si todo vector

en V puede expresarse como una combinación lineal de vectores en W . En estos casos se

dice que W genera a V .

Ahora definimos la dependencia e independencia lineal.

Definición 2.5 ([9]). Sea V un espacio vectorial y v1, v2, ..., vn ∈ V . Decimos que el

conjunto {v1, ..., vn} es linealmente independiente (LI), o que los vectores v1, .., vn son

LI, si la ecuación

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0

implica que α1 = α2 = · · · = αn = 0. En caso en que exista algún αi ̸= 0 decimos que

{v1, ..., vn} es linealmente dependiente (LD), o que los vectores v1, ..., vn son LD.

Ahora, estamos interesados en encontrar, dentro de un espacio vectorial V , un conjunto

finito de vectores, tales que cualquier otro vector de V sea una combinación lineal de ellos.

16



En otras palabras, queremos determinar un conjunto de vectores que genere V y tal que

todos los elementos sean realmente necesarios para generar V . Este tipo de conjuntos

forma una base del espacio vectorial.

Definición 2.6 ([8]). Un conjunto {v1, ..., vn} de vectores de V será una base de V si:

1. {v1, ..., vn} es LI

2. {v1, ..., vn} es un conjunto generador de V

Definición 2.7 (Dimensión de un espacio vectorial)([9]). Si un espacio vectorial V tiene

una base que consta de n vectores, entonces el número n se denomina dimensión de V y

se denota por dim(V ) = n. Si V consta solamente del vector cero, entonces la dimensión

de V se define como cero.

Teorema 2.2 ([2]). Si V es un espacio vectorial de dimensión finita sobreR y dimV = n,

entonces cualesquiera n+ 1 vectores en V son linealmente dependientes.

La estructura de subespacios de un espacio vectorial de dimensión finita se describe en

el teorema siguiente.

Teorema 2.3 ([2]). Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre R y sea W un

subespacio de V . Entonces, W es de dimensión finita y

dimW ≤ dimV (2.1)

la ecuación (2.1) se convierte en una igualdad si y sólo si W = V .

2.2. Transformaciones lineales

Pasamos ahora, al estudio de las transformaciones lineales, que se caracteriza por cier-

tas funciones que llevan elementos de un espacio vectorial en otro, de gran importancia

en todas las áreas de las ciencias exactas.

Definición 2.8 (Transforamción lineal)([10]). Sean U y V espacios vectoriales sobre el

17



campo R. Una transformación lineal T : U → V es una función de U en V que satisface

las propiedades:

1. ∀u1, u2 ∈ U, T (u1 + u2) = T (u1) + T (u2)

2. ∀α ∈ R, u ∈ U ;T (αu) = αT (u)

Además estas propiedades pueden ser expresadas como una sola de la siguiente forma:

T (α1u1 + α2u2) = α1T (u1) + α2T (u2)

para todo u1, u2 en U y α1, α2 en R.

Ejemplo 2.2. La transformación T : R2 → R2 definida por

T (x, y) = (2x− y, 3x+ 5y)

es lineal.

1. Sea u1 = (x1, y1) y u2 = (x2, y2) vectores de R2, se tiene que:

T (u1 + u2) = T ((x1, y1) + (x2, y2))

= T (x1 + x2, y1 + y2)

= (2(x1 + x2)− (y1 + y2), 3(x1 + x2) + 5(y1 + y2))

= (2x1 + 2x2 − y1 − y2, 3x1 + 3x2 + 5y1 + 5y2)

= (2x1 − y1, 3x1 + 5y1) + (2x2 − y2, 3x2 + 5y2)

= T (u1) + T (u2).

18



2. Para todo α ∈ R, u1 ∈ R2 se tiene que:

T (αu1) = T (α(x1, y1))

= T (αx1, αy1)

= (2αx1 − αy1, 3αx1 + 5αy1)

= (α(2x1 − y1), α(3x1 + 5y1))

= α(2x1 − y1, 3x1 + 5y1)

= αT (u1)

Por consiguiente, T es una transformación lineal.

Ejemplo 2.3. La transformación T : R2 → R2 tal que

T (x, y) = (x2, y2)

es no lineal.

1. Sea u1 = (x1, y1) y u2 = (x2, y2) vectores de R2, tenemos:

T (u1 + u2) = T ((x1, y1) + (x2, y2))

= T (x1 + x2, y1 + y2)

= ((x1 + x2)
2, (y1 + y2)

2)

Por otro lado, T (u1)+T (u2) = (x2
1+x2

2, y
2
1+y22). Luego, como (x1+x2)

2 ̸= x2
1+x2

2

y (y1 + y2)
2 ̸= y21 + y22 , tenemos que T (u1 + u2) ̸= T (u1) + T (u2).

Ejemplo 2.4. Sea V = C ([a, b],R) el espacio de funciones f : [a, b] → R continuas.

Sea T : V → R dada por

T (f) =

∫ b

a

f(x)dx

T es una transformación lineal de V en R.
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1. Dado f, g ∈ C ([a, b]) se sigue

T (f + g) =

∫ b

a

(f + g)(x)dx

=

∫ b

a

(f(x) + g(x))dx

=

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

= T (f) + T (g)

2. Considerando α ∈ R se sigue

T (αf) =

∫ b

a

(αf)(x)dx

=

∫ b

a

αf(x)dx

= α

∫ b

a

f(x)dx

= αT (f).

Por lo tanto, T es una transformación lineal.

A continuación, presentamos algunos resultados básicos, pero importantes de transforma-

ciones lineales.

Corolario 2.1 ([10]). Sean U y V espacios vectoriales sobre K y T : U → V una

transformación lineal. Entonces,

a) T (0U) = 0V , donde 0U y 0V denotan los vectores nulos de U y V , respectivamente.

b) T (−u) = −T (u), para cada u ∈ U .

c) T

(
m∑
i=1

αiui

)
=

m∑
i=1

αiT (ui), donde αi ∈ K y ui ∈ U para i ∈ {1, ...,m}.

Demostración. a) Sea u ∈ U y α ∈ K. Por el hecho de T ser transformación lineal,

entonces T (αu) = αT (u).

Tomando α = 0 tenemos T (0 · u) = 0T (u) = 0v.
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b) Sea u ∈ U y α ∈ K. Como T es una transformación lineal entonces T (αu) = αT (u).

Tomando α = −1 tenemos T (−1 · u) = −1T (u) = −T (u).

c) La demostración de este ı́tem se hará por inducción sobre m ∈ N.

Para el caso de m = 1, T (α1u1) = α1T (u1) es válido, pues T es lineal.

Supongamos que la propiedad es válida para m = k, esto es, T

(
k∑

i=1

αiui

)
=

k∑
i=1

αiT (ui).

Vamos a mostrar que la propiedad es válida tambien para m = k + 1. En efecto,

T

(
k+1∑
i=1

αiui

)
= T

(
k∑

i=1

αiui + (αk+1uk+1)

)

= T

(
k∑

i=1

αiui

)
+ T (αk+1uk+1).

Usando la hipótesis de inducción y la linealidad de T nuevamente,

T

(
k+1∑
i=1

αiui

)
=

k∑
i=1

αiT (ui) + T (αk+1uk+1)

=
k∑

i=1

αiT (ui) + αk+1T (uk+1)

=
k+1∑
i=1

αiT (ui).

Luego, la propiedad es válida para m = k + 1.

Por lo tanto, la propiedad vale para todo m ∈ N.

Una propiedad importante de una transformación lineal es que ella queda totalmente

determinada si conocemos sus valores en los vectores de una base de su dominio. Comen-

cemos con un ejemplo.

Ejemplo 2.5. Hallar, si es posible, una transformación lineal f : R2 → R2 que verifique

f(1, 1) = (0, 1) y f(1, 0) = (2, 3).

Dado (x1, x2) ∈ R2 se tiene que (x1, x2) = x2(1, 1) + (x1 − x2)(1, 0).
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Entonces, si f verifica lo pedido, entonces

f(x1, x2) = x2 · f(1, 1) + (x1 − x2) · f(1, 0)

= x2(0, 1) + (x1 − x2)(2, 3)

= (2x1 − 2x2, 3x1 − 2x2)

Además, esta función es una transformación lineal y que vale

f(1, 1) = (0, 1) y f(1, 0) = (2, 3)

.

Luego,

f(x1, x2) = (2x1 − 2x2, 3x1 − 2x2)

es la única transformación lineal que satisface lo pedido.

Ejemplo 2.6. Sea T : R3 → W una transformación lineal de R3 en un espacio vectorial

W .

Tenemos que B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} es una base canónica

de R3. Dado cualquier vector v ∈ R3, tenemos

v = (x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1)

= xe1 + ye2 + ze3 con x, y, z ∈ R

ahora, tenemos

T (v) = T (xe1 + ye2 + ze3)

= xT (e1) + yT (e2) + zT (e3)

osea, cualquier transformación lineal de R3 queda completamente determinada por su

actuación en los vectores de la base {e1, e2, e3}. Por ejemplo: T (−3, 5, 0) = −3T (e1) +

5T (e2) + 0T (e3).

Ahora, en el siguiente teorema generalizamos este resultado.
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Teorema 2.4 ([11]). Consideramos espacios vectoriales V y W sobre un cuerpo K y

sea B = {v1, ..., vn} una base de V (dimV =n). Entonces, dados n elementos arbitrarios

(no necesariamente distintos) w1, w2, ..., wn ∈ W , existe una única trasformación lineal

T : V → W tal que T (vi) = wi ; ∀i = 1, ..., n.

Demostración. Primeramente demostraremos que existe una transformación T con T (vi) =

wi. Dado un elemento u ∈ V , sabemos que u se puede escribir como una combinación

lineal

u =
n∑

i=1

civi

Para este elemento u, vamos a definir una aplicación T : V → W de la forma

T (u) =
n∑

i=1

ciwi (2.2)

tenemos que T es una transformación bien definida. Por la definición, queda evidente

que T (vi) = wi.

Para mostrar que T es una transformación lineal, sean λ ∈ K y un elemento v ∈ V

escrito como

v =
n∑

i=1

bivi

Asi, tenemos que

T (u+ λv) =
n∑

i=1

(ci + λbi)wi

=
n∑

i=1

ciwi + λ

n∑
i=1

biwi

= T (u) + λT (v)

por tanto T es una transformación lineal.

Ahora vamos a mostrar la unicidad de la transformación lineal T . Para eso, suponemos

que existe otra transformación lineal P : V → W tal que

P (vi) = wi para i = 1, ..., n
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ası́, tenemos que

P (u) = p

(
n∑

i=1

civi

)

=
n∑

i=1

ciP (vi)

=
n∑

i=1

ciwi

Luego, P es exactamente la regla de la transformación lineal T definida en (2.2). Por tanto,

probamos la unicidad de la transformación lineal T , lo que completa la demostración.

El núcleo y la imagen de una transformación lineal son dos subespacios de su dominio

y de su contradominio, respectivamente, que nos brindan informaciones valiosas sobre

la transformación. Existe una relación importante entre las dimensiones del dominio, del

núcleo y de la imagen de una transformación lineal, que presentamos en las siguientes

definiciones.

Definición 2.9 (Núcleo)([11]). Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K y T

una transformación lineal de V en W . El conjunto

Ker(T ) = {v ∈ V/T (v) = 0W}

es denominado núcleo de la transformación T .

Teorema 2.5 ([11]). El conjunto Ker(T ) ⊂ V es un subespacio vectorial de V .

Demostración. Sabemos que T (0V ) = 0W , ello implica que 0V ∈ Ker(T ).

Ahora, tomando u, v ∈ Ker(T ), tenemos que

T (u) + T (v) = T (u+ v) = 0W

Luego, u+ v ∈ Ker(T ).

Finalmente, considerando u ∈ Ker(T ) y λ ∈ K, se tiene que

T (λu) = λT (u) = 0W

Luego, λu ∈ Ker(T ), lo que completa la demostración.
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Definición 2.10 (Imagen)([11]). Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K y T

una transformación lineal de V en W . El conjunto

Im(T ) = {w ∈ W/w = T (v) para algún v ∈ V }

es denominado imagen de la transformación T .

Teorema 2.6 ([12]). El conjunto Im(T ) ⊂ W es un subespacio vectorial de W .

Demostración. Sabemos que T (0V ) = 0W , implica que 0W ∈ Im(T ).

Ahora, considerando T (u), T (v) ∈ Im(T ), se tiene que

T (u) + T (v) = T (u+ v)

como u+ v ∈ V y T (u+ v) ∈ W , tenemos que T (u) + T (v) ∈ Im(T ).

Finalmente, tomando T (u) ∈ Im(T ) y λ ∈ K, tenemos que

λT (u) = T (λu)

como λu ∈ V y T (λu) ∈ W , obtenemos que λT (u) ∈ Im(T ).

2.3. Espacios métricos

Definición 2.11 ([13]). Una métrica en un conjunto M es una función d : M ×M → R,

que asocia a cada par ordenado de elementos x, y ∈ M un número real d(x, y), llamado

distancia de x a y, de modo que, para cualquier x, y, z ∈ M , la aplicación d cumple las

siguientes propiedades:

1. d(x, x) = 0 si y solo si x = y

2. Si x ̸= y entonces d(x, y) > 0

3. d(x, y) = d(y, x) (simetrı́a)

4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (desigualdad triangular)

En esas condiciones cada imagen d(x, y) recibe el nombre de distancia de x a y y el

par (M,d), donde d es una métrica sobre M , es denominado espacio métrico.
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Ejemplo 2.7. Sea X un conjunto no vacı́o y definimos d : X ×X → R como

d(x, y) =

 0 ; si x = y

1 ; si x ̸= y
(2.3)

Entonces d es una métrica en X , llamada métrica discreta y (X, d) es un espacio métrico;

(X, d) se llama espacio métrico discreto.

Ejemplo 2.8. Sea el conjunto de los números reales R y d : R × R → R una función

definida por d(x, y) = |x− y| (distancia entre dos puntos x, y ∈ R). Esta es denominada

la métrica usual de la recta.

Ejemplo 2.9. Sea X = Rn y sea x, y ∈ Rn, donde x = (x1, x2, ..., xn) y y = (y1, y2, ..., yn)

son elementos de X , definimos la distancia entre dos puntos en Rn de tres maneras

i) d(x, y) =
»

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 =

[
n∑

i=1

(xi − yi)

]1/2

ii) d′(x, y) = |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn| =
n∑

i=1

|xi − yi|

iii) d′′(x, y) = máx{|x1 − y1|, ..., |xn − yn|} = máx
1≤i≤n

|xi − yi|

Las funciones d, d′, d′′ : Rn ×Rn → R son métricas.

Ejemplo 2.10. Sea X un conjunto C([a, b]) de todas las funciones reales continuas defi-

nidas en el intervalo [a, b], con la distancia (distancia máxima entre sus gráficos)

d(f, g) = máx
a≤t≤b

|g(t)− f(t)| (2.4)

también es un espacio métrico.

2.4. Espacios métricos completos

En esta sección, estudiaremos sucesiones en espacios métricos, mostrando la demos-

tración de algunos resultados como: sucesiones, lı́mite de sucesiones, sucesiones de fun-

ciones, destacando las sucesiones de Cauchy, teniendo como objetivo la definición de

espacios métricos completos el cual depende de sucesión de Cauchy.
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2.4.1. Sucesiones

Una sucesión en un conjunto M es una aplicación x : N→ M , definida en un conjunto

N = {1, 2, ..., n, ...}. El valor que la sucesión x asume para el número n ∈ N será

indicado por xn, en vez de x(n), y se denominára el n-ésimo término de la sucesión. En

notación de función:

x : N→ M

n → x(n) = xn

Usaremos las notaciones (x1, x2, ..., xn, ...), (xn)n∈N, o (xn) para representar una suce-

sión. Por otro lado, escribiremos {x1, x2, ..., xn, ...}, {xn;n ∈ N} o x(N) para indicar el

conjunto de valores, o el conjunto de términos de la sucesión. Este conjunto no debe ser

confundido como una sucesión.

Ejemplo 2.11. Si definimos x : N → R como xn = (−1)n, entonces obtenemos la

sucesión (−1, 1,−1, 1, ...) cuyo conjunto de valores es {−1, 1}. Vemos ası́ que entre los

términos xn de la sucesión pueden ocurrir repeticiones, esto es, se puede tener xm = xn

con m ̸= n. Cuando la aplicación x : N → M fuese inyectiva, o sea, cuando m ̸= n ⇒

xm ̸= xn, decimos que (xn) es una sucesión de términos distintos o sin repeticiones.

Una subsucesión de xn es una restricción de la aplicación n → xn a un conjunto

infinito N′ = {n1 < n2 < · · · < nk < · · · } de N. La subsucesión está indicada por las

notaciones (xn1, xn2, ..., xnk, ...), (xn)n∈N′ , (xnk)k∈N o simplemente, (xnk).

Ejemplo 2.12. La sucesión (4, 16, 64, ..., 4k, ...) es una subsucesión de (2, 4, 8, 16, ..., 2n, ...),

en el cual N′ es el conjunto de los números pares.

Definición 2.12 (Sucesiones limitadas)([14]). Una sucesión (xn) en un espacio métrico

M se llama limitada cuando el conjunto de sus términos es limitado, esto es, cuando existe

c > 0 tal que d(xm, xn) ≤ c para cualesquiera m,n ∈ N.

Como una sucesión es una función, es claro que el concepto de sucesión limitada
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coincide con el de función limitada. Además de eso, toda subsucesión de una sucesión

limitada también es limitada.

Ejemplo 2.13. Sea M = R, la sucesión (xn) definida por xn =
1

n
. Entonces (xn) es

limitada.

En efecto;

d

Å
1

m
,
1

n

ã
=

∣∣∣∣ 1m − 1

n

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1m
∣∣∣∣ ≤ 1;∀m,n ∈ N.

Ejemplo 2.14. Sea M = R, la sucesión (xn) definida por xn = (−1)n. Entonces (xn) es

limitada, pues d(xn, xm) = 0, o d(xn, xm) = 2; ∀m,n ∈ N.

2.4.2. Lı́mite de sucesiones

Definición 2.13 ([13]). Sea (xn) una sucesión en un espacio métrico M . Se dice que el

punto a ∈ M es el lı́mite de la sucesión (xn) cuando, para todo número ϵ > 0 dado

arbitrariamente, se puede obtener n0(ϵ) ∈ N tal que n > n0 ⇒ d(xn, a) < ϵ. Se escribe

ĺım xn = a; se dice también que xn tiende para a y se escribe cuando xn → a.

ĺım xn = a ⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ N/∀n > n0 ⇒ d(xn, a) < ϵ.

Más precisamente, considerando un margen de error ϵ > 0, existe un ı́ndice n0 ∈ N

tal que todos los términos xn de la sucesión con ı́ndice n > n0 son valores aproximados

de a con error menor que ϵ.

Esta importante definición significa que, para valores muy grandes de n, los términos

xn se toman y se mantienen tan próximos de a cuando se desea.

Cuando existe ĺım xn = a ∈ M , se dice que la sucesión de puntos xn ∈ M es con-

vergente en M , y converge para a. Si no existe ĺım xn ∈ M , decimos que la sucesión es

divergente en M .

Afirmar que ĺım xn = a en un espacio métrico M equivale a decir que toda bola B

de centro a (todo abierto A conteniendo a o toda vecindad V de a) contiene xn para todo

valor de n, con excepción de un número finito de ellos (que son un máximo de los puntos

x1, x2, ..., xn0).
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Ejemplo 2.15. Toda sucesión constante, xn = a, es convergente y converge para a.

En efecto,

Para todo ϵ > 0 y todo n ∈ N, d(xn, a) = d(a, a) = 0 < ϵ. Por tanto ĺım xn = a.

2.4.3. Sucesiones monótonas

Definición 2.14 ([13]). Una sucesión (xn) es denominada no decreciente si, para todo

número natural n, xn ≤ xn+1, esto es, x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · ·

Definición 2.15 ([13]). Una sucesión (xn) es denominada creciente si, para todo número

natural n, xn < xn+1, esto es, x0 < x1 < x2 < x3 < · · · < xn < · · ·

Definición 2.16 ([13]). Una sucesión (xn) es denominada no creciente si, para todo núme-

ro natural n, xn ≥ xn+1, esto es, x0 ≥ x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xn ≥ · · ·

Definición 2.17 ([13]). Una sucesión (xn) es denominada decreciente si, para todo núme-

ro natural n, xn > xn+1, esto es, x0 > x1 > x2 > x3 > · · · > xn > · · ·

Definición 2.18 ([13]). Una sucesión (xn) es denominado monótona si es no creciente y

no decreciente.

2.4.4. Sucesión limitada

Definición 2.19 ([13]). Una sucesión (xn) es limitada si existe un número real positivo

M tal que |xn| ≤ M, ∀n ∈ N. El número M es llamado cota superior de la sucesión (an).

Teorema 2.7 ([14]). Si (xn) es una sucesión convergente, entonces (xn) es limitada.

Demostración. Sea (xn) una sucesión convergente con lı́mite L. Por la definición de lı́mi-

te, sea ϵ = 1, entonces existe un valor n0 ∈ N a partir del cual se tiene que |xn − L| < 1.

Aplicando la desigualdad triangular, se tiene

|xn| = |xn − L+ L| ≤ |xn − L|+ |L| < 1 + |L|, ∀n ≥ n0. (2.5)

Los únicos términos de la sucesión (xn), que posiblemente, no atiendan a la condición

representada en la ecuación (2.5) son: x1, x2, x3, ..., xn0 . Considerando el número real
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C como un mayor entre todos los números 1 + |L|, |x1|, |x2|, |x3|, ..., |xn0−1|, se tiene

|xn| < C;∀n ∈ N.

2.4.5. Sucesión monótona y limitada

Teorema 2.8 ([14]). Toda sucesión (xn) monótona y limitada es convergente.

2.4.6. Sucesiones de Cauchy

Definición 2.20 ([14]). Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesión (xn)n de puntos de

X se dice que es una sucesión de Cauchy en (X, d) si tiene la propiedad de que, dado

ϵ > 0 existe un entero N tal que

d(xn, xm) < ϵ para todo n,m ≥ N

2.4.7. Espacios métricos completos

Definición 2.21 ([14]). Un espacio métrico (X, d) se dice que es completo si toda suce-

sión de Cauchy en X es convergente.

2.4.8. Completitud de espacios métricos

Sea X un espacio métrico no completo, agregando algunos puntos a X es posible

obtener un espacio métrico X̂ completo, el espacio X̂ es llamado el completamiento de

X .

Definición 2.22 ([3]). Sean X = (X, d) y X̃ = (X̃, d̃) espacios métricos. Entonces

1. La aplicación T de X en X̃ es llamado una isometrı́a si T preserva distancias, es

decir, si para todo x, y ∈ X

d̃(Tx, Ty) = d(x, y)

donde Tx y Ty son la imágenes de x e y respectivamente.

2. El espacio X es llamado isométrico con el espacio X̃ si existe una isometrı́a biyec-

tiva de X sobre X̃ . Los espacios X y X̃ son llamados espacios isométricos.
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Definición 2.23 ([15]). Un completamiento de un espacio métrico X es un par (X̂, f),

donde f : X → X̂ es una inmersión isométrica, X̂ es completo y f(X) es denso en X̂ .

El siguiente teorema es llamado el teorema de completitud.

Teorema 2.9 ([3]). Para un espacio métrico X = (X, d) existe un espacio métrico X̂ =

(X̂, d̂) que tiene un subespacio W que es isométrico con X y es denso en X̂ . Este espacio

X̂ es único excepto para isometrı́as, es decir, si X̃ es cualquier espacio métrico completo

teniendo un subespacio denso W̃ isométrico con X , entonces X̃ y X̂ son isométricos.

2.5. Espacios vectoriales normados

En esta sección definimos a los espacios normados sobre espacios vectoriales y si estos

espacios son completos se llamarán espacios de Banach, también haremos el estudio de las

propiedades de los espacios normados y los operadores lineales. El campoK considerado

puede ser R o C.

Definición 2.24 ([4]). Una norma en un espacio vectorial E es una aplicación

∥ ∥ : E → R

satisfaciendo las siguientes condiciones

1. ∥x∥ ≥ 0 y ∥x∥ = 0 si, y sólo si, x = 0.

2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥

3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

La función definida por d(x, y) = ∥x− y∥ resulta de forma directa de las propiedades

de norma.

Un espacio vectorial visto como espacio métrico, con la métrica inducida por esta

norma, se llama un espacio vectorial normado. Si en la definición de norma la condición

∥x∥ = 0, entonces x = 0 fuera retirada, se dice que ∥ ∥ es una seminorma.
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Definición 2.25 ([16]). Un espacio normado que es completo con la métrica inducida por

la norma es llamado espacio de Banach.

La siguiente proposición muestra la importancia de los subespacios cerrados de un

espacio de Banach.

Proposición 2.1 ([6]). Sean E un espacio de Banach y F un subespacio vectorial de E.

Entonces F es un espacio de Banach, con la norma inducida de E, si, y sólo si, F es

cerrado en E.

Demostración.

⇒] Por hipótesis, F es un espacio de Banach y sea (xn) una sucesión en F tal que

xn → x ∈ E

Entonces (xn) es de Cauchy en F , y por lo tanto es convergente, esto debido a que F

es completo. Luego existe y ∈ F tal que xn → y. De la unicidad de lı́mite se tiene que

x = y ∈ F , esto prueba que F es cerrado en E.

⇐] Por hipótesis F es cerrado en E y sea (xn) un sucesión de Cauchy en F , entonces

(xn) es una sucesión de Cauchy en E, es decir, existe x ∈ E tal que xn → x y como F es

cerrado entonces x ∈ F , esto prueba que F es completo.

Ejemplo 2.16. Sea X un conjunto no vacı́o. Una función f : X → K es acotada si su

imagen es un subconjunto acotado de K, o sea, si existe M ≥ 0 tal que |f(x)| ≤ M para

todo x ∈ X . El conjunto B(X) de todas las funciones acotadas f : X → K, que es un

espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones, es un espacio de Banach con

la norma

∥f∥∞ = sup
x∈X

|f(x)|

∥f∥∞ es una norma.

En efecto:

1. ∥f∥∞ = supx∈X |f(x)| ≥ 0 y ∥f∥∞ = 0 si, y sólo si, supx∈X |f(x)| = 0 ⇔

f(x) = 0, para todo x ∈ X .
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2. ∥λf∥∞ = supx∈X |λf(x)| = supx∈X |λ||f(x)| = |λ|∥f∥∞.

3. También

∥f + g∥∞ = sup
x∈X

|f(x) + g(x)|

≤ sup
x∈X

(|f(x)|+ |g(x)|)

≤ sup
x∈X

|f(x)|+ sup
x∈X

|g(x)|

= ∥f∥∞ + ∥g∥∞

Por lo tanto ∥f∥∞ es una norma en B(X). Para mostrar la completitud sea (fn) una

sucesión de Cauchy en B(X), es decir, que para todo ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que para

todos m,n ≥ n0, se tiene ∥fm − fn∥∞ < ϵ. Como m,n ≥ n0 entonces supx∈X |fm(x)−

fn(x)| < ϵ y por lo tanto |fm(x) − fn(x)| < ϵ para todo x ∈ X , esto quiere decir que

(fn(x)) será una sucesión de Cauchy en K para todo x ∈ X . Puesto que K es completo,

entonces (fn(x)) es convergente y f tiene la forma

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x)

Por otro lado, (fn) es una sucesión de Cauchy, entonces existe M tal que ∥f∥∞ ≤ M ,

esto implica que |fn(x)| ≤ M y por lo tanto |f(x)| ≤ M para todo x ∈ X y ası́ se

tiene que f ∈ B(X). Por lo tanto B(X) es completo lo que muestra que es un espacio de

Banach.

Ejemplo 2.17. Como [a, b] es compacto en R, el conjunto C[a, b] de todas las funciones

continuas de [a, b] en K es un subespacio vectorial del espacio de Banach B[a, b], y por

tanto es un espacio vectorial normado con la norma

∥f∥∞ = sup{|f(x)|/ x ∈ [a, b]} = máx{|f(x)|/ x ∈ [a, b]}

Más aún, C[a, b] es un espacio de Banach.

Por la proposición 2.1 basta probar que C[a, b] es un subespacio cerrado de B[a, b].

En efecto
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Sea (fn) ⊂ C[a, b] tal que fn → f ∈ B[a, b]. Para todo ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 ⇒ ∥fn − f∥ < ϵ ⇒ sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| < ϵ ⇒ |fn(x)− f(x)| < ϵ

es decir, (fn) converge uniformemente para f y se sigue que f es continua. Por lo tanto

C[a, b] es cerrado.

Lema 2.1 ([6]). Sea B = {x1, . . . , xn} un conjunto de vectores linealmente indepen-

dientes de un espacio normado E. Entonces existe una constante c > 0, que depende del

conjunto B, tal que

∥a1x1 + · · ·+ anxn∥ ≥ c(|a1|+ · · ·+ |an|)

para cualesquiera escalares a1, . . . , an.

La constante c del lema anterior será utilizado en la demostración del siguiente teore-

ma.

Teorema 2.10 ([6]). Todo espacio normado de dimensión finita es un espacio de Banach.

Consecuentemente, todo subespacio de dimensión finita es un espacio normado E es ce-

rrado en E.

Demostración. Sean E un espacio normado de dimensión n y {β1, . . . , βn} una base

normalizada de E. Dada una sucesión de Cauchy (xk) en E, para cada k ∈ N existen

ak1, . . . , a
k
n escalares únicos tales que xk = ak1β1 + · · · + aknβn. Dado ϵ > 0, tomemos

n0 ∈ N tal que ∥xk−xm∥ < cϵ siempre que k,m ≥ n0 donde c es una constante del lema

anterior para el conjunto linealmente independiente {β1, . . . , βn}, entonces

n∑
j=1

|akj − amj | ≤
1

c

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

(akj − amj )βj

∥∥∥∥∥ =
1

c
∥xk + xm∥ < ϵ

siempre que k,m ≥ n0. Se sigue, que para cada j, la sucesión de escalares (akj ) es de

Cauchy y por lo tanto convergente. Y podemos escribir en la forma

bj = ĺım
k

akj ,
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En ese caso, tenemos

ĺım
k

n∑
j=1

|akj − bj| = 0

Definiendo x = b1β1 + · · ·+ bnβn, se tiene que x ∈ E y

ĺım
k

∥xk − x∥ = ĺım
k

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

(akj − bj)βj

∥∥∥∥∥ ≤ ĺım
k

∑
j=1

n|akj − bj| = 0

Por lo tanto, xn converge para x, y ası́, E es un espacio de Banach.

2.5.1. Propiedades de los espacios normados

Un subespacio Y de un espacio de normado X es un subespacio de X considerado

como espacio vectorial. Sea Y un subconjunto de X , donde X es un espacio de Banach,

Y es subespacio de X , si Y es subespacio de X como espacio normado.

Definición 2.26 (Convergencia)([3]). Una sucesión (xn) en un espacio normado X es

convergente si X contiene un x tal que

ĺım
n→∞

∥xn − x∥ = 0

xn → x, y decimos que x es el lı́mite de (xn).

Observaciones.

1. Una sucesión (xn) en un espacio normado X es de Cauchy si para cada ϵ > 0, existe

un N tal que

∥xm − xn∥ < ϵ

para todo m,n > N

2. Si (xk) es una sucesión en un espacio normado X , podemos asociar (xk) la sucesión

(sn) de sumas parciales

sn = x1 + x2 + · · ·+ xn

donde n = 1, 2, . . .. Si (sn) es convergente, entonces sn → s que es

∥sn − s∥ → 0
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3. Si ∥x1∥ + ∥x2∥ + · · · converge, la serie
∞∑
k=1

xk = x1 + x2 + · · · es absolutamente

convergente.

Definición 2.27 ([3]). Sea X un espacio normado, decimos que la sucesión en ∈ X es

una base de Shauder para X si, y sólo si, para todo x ∈ X existe una única sucesión de

escalares αn tal que

∥x− (α1e1 + · · ·+ αnen)∥ → 0

o

ĺım
n→∞

∥x− (α1e1 + · · ·+ αnen)∥ = 0

Luego,

x =
∞∑
k=1

αkek

Ejemplo 2.18. El espacio ℓp tiene una base de Shauder, donde

ℓp = {x = (ξ1, ξ2, . . .)/ξi ∈ C,
∞∑
k=1

|ξk|p < ∞}

Sea la norma

∥x∥ =

(
∞∑
k=1

|ξk|p
)1/p

Entonces ℓp es un espacio normado. Luego e1, e2, . . .; es una base de Shauder para x =

(ξ1, ξ2, . . .) ∈ ℓp

ĺım
n→∞

∥x− (α1e1 + · · ·+ αnen)∥ = ĺım
n→∞

∥x− (ξ1e1 + · · ·+ ξnen)∥

= ĺım
n→∞

∥(ξ1, ξ2, . . .)− (ξ1e1 + · · ·+ ξnen)∥

= ĺım
n→∞

∥(0, 0, . . . , ξn+1, ξn+2, . . .)∥

Luego, se tn = ∥(0, 0, . . . , ξn+1, ξn+2, . . .)∥, entonces tn es una sucesión decreciente de

números t1 ≥ t2 ≥ t3 ≥ · · · Por lo tanto, ĺım
n→∞

tn = 0, entonces ĺım
n→∞

∥x− (α1e1 + · · ·+

αnen)∥ = 0 y por lo tanto e1, e2, . . . es una base de Shauder. Si un espacio normado X

tiene una base de Shauder, entonces X es separable, es decir, que existe un subconjunto

M denso y numerable en X . No todo espacio de Banach separable tiene una base de

Shauder.
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Teorema 2.11 ([3]). Sea X = (X, ∥ ∥) un espacio normado, entonces existe un espacio

de Banach X̂ y una isometrı́a A de X sobre un subespacio W de X̂ que es denso en X̂ .

El espacio X̂ es único excepto para isometrı́as.

Demostración. Por el teorema 2.9, se tiene la existencia de una espacio métrico X̂ y una

isometrı́a A : X → W = A(x) donde W es denso en X̂ y X̂ es único, excepto para

isometrı́as.

Se define en X las operaciones de un espacio vectorial, consideremos x̂, ŷ ∈ X̂ y (xn) ∈

X̂ y (yn) ∈ Ŷ , donde x̂ y ŷ son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en X .

Sea zn = xn + yn, esta elección no depende de los representantes, entonces (zn) es de

Cauchy en X , puesto que

∥zn − zm∥ = ∥xn + yn − xm − ym∥

= ∥(xn − xm) + (yn − ym)∥

≤ ∥xn − xm∥+ ∥yn − ym∥

Definiendo la suma

ẑ = x̂+ ŷ

Si (xn) ∼ (x1
n) y (yn) ∼ (y1n) entonces (xn + yn) ∼ (x1

n + y1n), puesto que

∥xn + yn − (x1
n + y1n)∥ ≤ ∥xn − x1

n∥+ ∥yn − y1n∥

Similarmente se define el producto αx̂ ∈ X̂ de un escalar α y x̂, nuevamente esta de-

finición no depende de los representantes. Además, A induce sobre W una norma ∥ ∥1,

cuyo valor a cada ŷ = Ax ∈ W es ∥ŷ∥ = ∥x∥. La correspondiente métrica sobre W es

la restricción de d̂ a W , desde que A es isometrı́a. Podemos extender la norma ∥ ∥1 a x̂

estableciendo ∥x∥ = d̂(0̂, x̂), para cada x̂ ∈ X̂ .

2.5.2. Operadores lineales

Vamos a definir el operador lineal y algunos resultados que son de gran importancia.
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Definición 2.28 ([16]). Un operador lineal entre los espacios vectoriales X e Y es una

aplicación T : X → Y en que su dominio Dom T es un subespacio vectorial y T (x +

αy) = T (x) + αT (y), para todo x, y ∈ Dom T y todo escalar α.

Note que T (0) = 0 para todo operador lineal T , es también conveniente observar que

la notación de los operadores puede variar, es decir, T (x) también será denotado por Tx.

Teorema 2.12 ([3]). Sea T un operador lineal, entonces

1. El rango R(T ) es un espacio vectorial

2. Si dimD(T ) = n < ∞, entonces dimR(T ) ≤ n

3. El espacio nulo (T ) es un espacio vectorial.

Definición 2.29 ([6]). Un operador lineal continuo del espacio normado E en el espacio

normado F , ambos sobre el mismo campo K, es una aplicación T : E → F tal que

1. T es lineal, es decir, T (x+ αy) = T (x) + αT (y)

2. T es continua, es decir, para todo x0 ∈ E y ϵ > 0 existe δ > 0 tal que ∥T (x) −

T (x0)∥ < ϵ siempre que x ∈ E y ∥x− x0∥ < δ.

El conjunto de todos los operadores lineales continuos de E en F será denotado por

L(E,F ), en donde con las operaciones usuales de funciones L(E,F ) es un campo vec-

torial sobre K. Si F es el campo de los escalares, escribimos E ′ en lugar de L(E,K) y

llamaremos a ese espacio dual de E y diremos que sus elementos son funcionales lineales

continuos.

Se dice que una función es lipschitziana f : M → N entre dos espacios métricos si

existe una constante L tal que d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y) para todo x, y ∈ M ; y se dice que

f es uniformemente continua si para todo ϵ > 0 existe δ > 0 tal que d(f(x), f(y)) < ϵ

siempre que x, y ∈ M y d(x, y) < δ.
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Definición 2.30 ([3]). Sea X e Y espacios normados y T : D → Y un operador lineal,

donde D ⊂ X . El operador T es llamado acotado si existe un número real C tal que para

todo x ∈ D(T ),

∥T∥ ≤ C∥x∥

Y se tiene las siguientes implicaciones, para funciones entre espacios métricos

Lipschitziana ⇒ uniformemente continua ⇒ continua ⇒ continua en un punto

El siguiente teorema muestra que todas esas definiciones son equivalentes para operadores

lineales entre espacios normados y las implicaciones entre ellos.

Teorema 2.13 ([6]). Sean E y F espacios normados sobre K y T : E → F lineal. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es lipschitziano

2. T es uniformemente continuo

3. T es continuo

4. T es continuo en algún punto de E

5. T es continuo en el origen

6. sup{∥T (x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1} < ∞

7. Existe una constante C ≥ 0 tal que ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥ para todo x ∈ E.

Demostración. Las implicaciones 1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 4. son verdaderas en espacios métricos

y que no dependen de la linealidad de T .

4. ⇒ 5. Por hipótesis T es continuo en algún punto x0 ∈ E, es decir, para ϵ > 0, existe

δ > 0 tal que ∥T (x) − T (x0)∥ < ϵ siempre que ∥x − x0∥ < δ. Tomando x ∈ E tal que

∥x− 0∥ = ∥x∥ < δ, entonces ∥(x+ x0)− x0∥ = ∥x∥ < δ, se tiene

∥T (x)−T (0)∥ = ∥T (x)−0∥ = ∥T (x)∥ = ∥T (x)+T (x0)+T (x0)∥ = ∥T (x+x0)−T (x0)∥ < ϵ
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Esto demuestra que T es continuo en el origen.

5. ⇒ 6. Como T es continuo en el origen, es decir, dado ϵ = 1, existe δ > 0 tal que

∥T (x)∥ < 1 siempre que ∥x∥ < δ. Si ∥x∥ ≤ 1 entonces ∥ δ
2
x∥ < δ y δ

2
∥T (x)∥ =

∥T ( δ
2
x)∥ < 1, es decir

sup{∥T (x)/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1} ≤ 2

δ
< ∞

6. ⇒ 7. Para x ∈ E, x ̸= 0, se tiene

∥T (x)∥
∥x∥

=

∥∥∥∥T Å x

∥x∥

ã∥∥∥∥ ≤ sup{∥T (y)/ ∥y∥ ≤ 1}

y por lo tanto ∥T (x)∥ ≤ (sup{∥T (y)/ ∥y∥ ≤ 1}) ≤ ∥x∥ para todo x ̸= 0.

7. ⇒ 1. Sean x1, x2 ∈ E,

∥T (x1)− T (x2)∥ = ∥T (x1 − x2)∥ ≤ C∥x1 − x2∥

por lo tanto T es lipschitziano con constante C.

Corolario 2.2 ([6]). Sea T : E → F un operador lineal biyectivo entre espacios nor-

mados. Entonces T es un isomorfismo si, y sólo si, existen constantes C1, C2 > 0 tales

que

C1∥x∥ ≤ ∥T (x)∥ ≤ C2∥x∥

para todo x ∈ E.

Demostración.

⇒] Del teorema 2.13, como T es continuo, existe C2 ≥ 0 tal que ∥T (x)∥ ≤ C2∥x∥ para

todo x ∈ E, además T es isomorfismo, es decir, T−1 es continuo, entonces existe C ≥ 0

tal que ∥T−1(y)∥ ≤ C∥y∥ para todo y ∈ F . Para x ∈ E, se tiene ∥x∥ = ∥T−1T (x)∥ ≤

C∥T (x)∥, entonces
1

C
∥x∥ ≤ ∥T (x)∥. Poniendo C1 =

1
C

, tenemos que

C1∥x∥ ≤ ∥T (x)∥ ≤ C2∥x∥

para todo x ∈ E.

⇐] Por el teorema 2.13 T es continuo. Por otro lado C1∥x∥ ≤ ∥T (x)∥ implica que
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C1∥T−1(y)∥ ≤ ∥T (T−1(y))∥ = ∥y∥ para todo y ∈ F , entonces ∥T−1(y)∥ ≤ 1
C1
∥y∥, y

por el teorema anterior T−1 es continuo y por lo tanto T es isomorfismo.

La condición 6. del teorema 2.13 indica como normar el espacio L(E,F ) de los ope-

radores lineales continuos de E en F .

Proposición 2.2 ([6]). Sean E y F espacios normados

1. La expresión

∥T∥ = sup{∥T (x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1}

define una norma en el espacio L(E,F )

2. ∥T (x)∥ ≤ ∥T∥∥x∥

3. Si F es de Banach, entonces L(E,F ) también es de Banach.

Demostración. 1. ∥T∥ es una norma.

a) ∥T∥ ≥ 0 y ∥T∥ = 0 ⇔ sup{∥T∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1} = 0 ⇔ ∥T (x)∥ = 0 ⇔

T (x) = 0 para todo x ∈ E ⇔ T = 0

b)

∥αT∥ = sup{∥αT (x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1}

= sup{|α|∥T (x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1}

= |α| sup{∥T (x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1}

= |α|∥T∥

c)

∥T + U∥ = sup{∥T (x) + U(x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1}

≤ sup{∥T (x)∥+ ∥U(x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1}

= sup{∥T (x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1}+ sup{∥U(x)∥/ x ∈ E y ∥x∥ ≤ 1}

= ∥T∥+ ∥U∥
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Por lo tanto ∥T∥ es una norma para L(E,F ).

2. Si x ̸= 0

∥T (x)∥
∥x∥

=

∥∥∥∥T Å x

∥x∥

ã∥∥∥∥ ≤ sup{∥T (y)∥/ y ∈ E y ∥y∥ ≤ 1}

esto implica que

∥T (x)∥ ≤ sup{∥T (y)∥/ y ∈ E y ∥y∥ ≤ 1}∥x∥ ⇒ ∥T∥∥x∥

3. Sea (Tn) una sucesión de Cauchy en L(E,F ). Dado ϵ > 0 existe n0 ∈ N tal que

∥Tn − Tm∥ ≤ ϵ siempre que n,m ≥ n0

∥Tn(x)− Tm(x)∥ = ∥(Tn − Tm)(x)∥ ≤ ∥Tn − Tm∥∥x∥ ≤ ϵ∥x∥

entonces la sucesión (Tn) es de Cauchy en F y es convergente puesto que F es de

Banach, y se puede escribir

T : E → F, T (x) = ĺım
n→∞

Tn(x)

Para x, y ∈ X y α escalar,

T (x+ αy) = ĺım
n→∞

Tn(x+ αy)

= ĺım
n→∞

(Tn(x) + αTn(y))

= ĺım
n→∞

Tn(x) + α ĺım
n→∞

Tn(y)

= T (x) + αT (y)

Haciendo m → ∞ tenemos

∥(Tn − T )(x)∥ = ∥Tn(x)− T (x)∥ ≤ ϵ∥x∥

En particular

∥(Tn0 − T )(x)∥ = ∥Tn0(x)− T (x)∥ ≤ ϵ∥x∥

para todo x ∈ E, lo que garantiza que (T − Tn0) ∈ L(E,F ).

Por lo tanto T = (T − Tn0) + Tn0 ∈ L(E,F ), además ∥Tn − T∥ ≤ ϵ para todo n ≥ n0,

y ası́ resulta que Tn → T en L(E,F ). Por lo tanto L(E,F ) es de Banach.
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Teorema 2.14 ([3]). Sea T un operador lineal acotado, entonces

1. xn → x implica Txn → Tx

2. El espacio nulo N (T ) es cerrado

Demostración. 1. De la parte 2. de la proposición 2.2

∥Txn − Tx∥ = ∥T (xn − x)∥ ≤ ∥T∥∥xn − x∥ → 0

2. Para cada x ∈ N (T ) existe una sucesión (xn) tal que xn → x. Por la parte 1.

Txn → Tx, además Tx = 0 ya que Txn = 0, ası́ x ∈ N (T ). Puesto que x es

arbitrario, entonces N (T ) es cerrado.

2.6. Espacios de Hilbert

Un producto interno ⟨x, y⟩ en un espacio vectorial sobre el campo R es una aplicación

bilineal, simétrica, definida positiva, y la norma está definida por ∥x∥ = ⟨x, x⟩1/2, en

donde se dice que la norma está generada por el producto interno. Esta noción de producto

interno se define para el campo K (R o C).

Definición 2.31 ([7]). Un producto interno en un espacio vectorial V es una aplicación

V × V 7→ C que satisface las siguientes condiciones, para todo x, y, z ∈ V y α ∈ C

1. (Definida positiva) ⟨x, x⟩ ≥ 0 y ⟨x, x⟩ = 0 ↔ x = 0

2. (Simetrı́a Hermitiana) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

3. (Linealidad en la primera variable) ⟨αx+ βz, y⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨z, y⟩

Un espacio vectorial dotado de un producto interno es llamado espacio con producto

interno.

Observación 2.1. De la definición de producto interno, se sigue que

1. ⟨x, αy + βz⟩ = ᾱ⟨x, y⟩+ β̄⟨x, z⟩
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2. ⟨x, 0⟩ = ⟨0, x⟩ = 0

Definición 2.32 ([6]). Sean dos vectores x e y de un espacio con producto interno son

ortogonales si

⟨x, y⟩ = 0

y se denota por x ⊥ y.

Definición 2.33 ([6]). Sean E un espacio con producto interno y A un subconjunto de E.

Denominamos el subconjunto

A⊥ = {y ∈ E/ ⟨x, y⟩ = 0, para todo x ∈ A}

de complemento ortogonal de A.

La notación del complemento ortogonal también se puede escribir como

A⊥ = {y ∈ E/ y ⊥ A}

Observaciones.

Se cumplen las siguientes propiedades del complemento ortogonal

1. A ⊆ (A⊥)⊥

2. E⊥ = {0}

3. {0}⊥ = E

4. A⊥ es un subsepacio cerrado de E.

5. A ∩ A⊥ =

 {0}, si 0 ∈ A

∅, si 0 /∈ A

Definición 2.34 ([5]). Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un producto

interno ⟨x, y⟩ y que es completo para la norma ⟨x, y⟩1/2.

Ejemplo 2.19. El espacioRn es un espacio con producto interno, si dados x = (x1, . . . , xn)

y y = (y1, . . . , yn) el producto interno está definido por

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi
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Ejemplo 2.20. El espacioCn es un espacio con producto interno, si dados z = (z1, . . . , zn)

y w = (w1, . . . , wn), el producto interno se define por

⟨z, w⟩ =
n∑

i=1

ziw̄i

Ejemplo 2.21. Sea el espacio vectorial de las funciones continuas en C[0, 1], el producto

interno está definido por

⟨f, g⟩ =
∫
[0,1]

f(x)g(x)dx

La norma, ∥x∥, del vector x está definido por

∥x∥ = ⟨x, x⟩1/2 =

[
n∑

i=1

|xi|2
]1/2

De las propiedades de producto interno, se tiene la siguiente desigualdad en Cn

Teorema 2.15 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)([17]). Si x e y están en Cn, entonces

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ ∥y∥

donde y ̸= 0, la igualdad se tiene si, y sólo si, x = λy para algún λ ∈ C.

Demostración. Para cada escalar λ se tiene

0 ≤ ∥x− λy∥2 = ⟨x− λy, x− λy⟩

= ⟨x, x− λy⟩ − ⟨λy, x− λy⟩

= ⟨x, x⟩ − λ̄⟨x, y⟩ − λ⟨y, x⟩+ λλ̄⟨y, y⟩

= ∥x∥2 − λ̄⟨x, y⟩ − λ[⟨y, x⟩ − λ̄⟨y, y⟩]

= ∥x∥2 − λ̄⟨x, y⟩ − λ

ï
⟨y, x⟩ − ⟨y, x⟩

⟨y, y⟩
⟨y, y⟩

ò
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donde, λ̄ =
⟨y, x⟩
⟨y, y⟩

, en la desigualdad

0 ≤ ∥x∥2 − λ̄⟨x, y⟩

0 ≤ ∥x∥2 − ⟨y, x⟩
∥y∥2

⟨x, y⟩

0 ≤ ∥x∥2 − ⟨x, y⟩⟨x, y⟩
∥y∥2

0 ≤ ∥x∥2 − |⟨x, y⟩|2

∥y∥2

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ ∥y∥

La igualdad se tiene si 0 = ∥x− λy∥2, es decir, si x− λy = 0, por lo tanto x = λy.

Una consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz es la desigualdad triangular,

esta desigualdad dice que la suma de las longitudes de dos lados de un triángulo no excede

a la longitud del tercer lado.

Teorema 2.16 (Desigualdad triangular)([17]). Para x e y en Cn,

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

Demostración.

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩

= ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩

= ∥x∥2 + ⟨x, y⟩+ ⟨x, y⟩+ ∥y∥2

= ∥x∥2 + 2Re⟨x, y⟩+ ∥y∥2

≤ ∥x∥2 + 2|⟨x, y⟩|+ ∥y∥2

≤ ∥x∥2 + 2∥x∥ ∥y∥+ ∥y∥2

∥x+ y∥2 ≤ (∥x∥+ ∥y∥)2

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥
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En la demostración la primera desigualdad es cierta desde que la parte real de un

número complejo es menor o igual a su norma, y la segunda desigualdad está garantizada

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

La igualdad se tiene si 2Re⟨x, y⟩ = 2∥x∥ ∥y∥, en particular |⟨x, y⟩| = ∥x∥ ∥y∥, enton-

ces x = λy. Además si Im⟨x, y⟩ = 0 y Re⟨x, y⟩ ≥ 0, entonces 0 ≤ ⟨x, y⟩ = ⟨λy, y⟩ =

λ∥y∥2, por lo tanto λ ≥ 0.

Otra consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz está dada en el siguiente

lema.

Lema 2.2 ([4]). El producto interno en un espacio con producto interno es una función

continua.

Demostración. Sean xn → x e yn → y, entonces para demostrar la continuidad del pro-

ducto interno, se debe tener que ⟨xn, yn⟩ → ⟨x, y⟩.

En efecto, usando la desigualdad triangular y de Cauchy-Schwarz

|⟨xn, yn⟩ − ⟨x, y⟩| = |⟨xn, yn⟩ − ⟨xn, y⟩+ ⟨xn, y⟩ − ⟨x, y⟩|

≤ |⟨xn.yn⟩ − ⟨xn, y⟩|+ |⟨xn, y⟩ − ⟨x, y⟩|

= |⟨xn, yn − y⟩|+ |⟨xn − x, y⟩|

≤ ∥xn∥ ∥yn − y∥+ ∥xn − x∥ ∥y∥

→ 0

Los espacios con producto interno pueden tener la propiedad de ser espacios completos

para tener espacios de Hilbert, esta completación se debe al uso de isomorfismos y del

lema anterior.

Definición 2.35 ([3]). Un isomorfismo T en un espacio con producto interno X sobre un

espacio con producto interno X̃ sobre el mismo campo es un operador lineal biyectivo
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T : X → X̃ que preserva el producto interno, es decir, para todo x, y ∈ X

⟨Tx, Ty⟩ = ⟨x, y⟩

El isomorfismo T es también una isometrı́a entre X y X̃ puesto que están determinados

por la norma definida por el producto interno. El siguiente teorema afirma que el espacio

con producto interno puede ser un espacio completo.

Teorema 2.17 ([3]). Para cualquier espacio con producto interno X existe un espacio de

Hilbert H y un isomorfismo A de X en un subespacio denso W ⊂ H . El espacio H es

único excepto para isomorfismos.

Demostración. Por la teorı́a de espacios de Banach, teorema 2.11, existe un espacio H

de Banach y una isometrı́a A : X → W con W denso en H . Por la continuidad de A, A

es también isomorfismo de X sobre W , estos como espacios normados, además se puede

definir en H un producto interno, tal que

⟨x̂, ŷ⟩ = ĺım
n→∞

⟨xn, yn⟩

donde (xn) ∈ X y (yn) ∈ X , el teorema 2.11 garantiza la unicidad de H excepto para

isomorfismos.

La norma asociada a este producto interno es

∥x∥2N = ⟨x, x⟩

= ĺım
n→∞

⟨xn, yn⟩

= ĺım
n→∞

∥xn∥2

= ∥xn∥2

y ambas normas coinciden. Por lo tanto H es un espacio de Hilbert.

Definición 2.36 ([3]). Un espacio vectorial X es llamado de suma directa de dos subes-

pacios Y y Z de X , escrito por

X = Y ⊕ Z
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si cada x ∈ X tiene una única representación

x = y + z

x ∈ X, y ∈ Y . Entonces Z es llamado un complemento algebraico de Y en X y vicever-

sa, y Y, Z son llamados pares complementarios de subespacios en X .

Similarmente que en espacios con producto imterno definición 2.33, definimos en un

espacio de Hilbert H el complemento ortogonal

Y ⊥ = {z ∈ H/ z ⊥ Y }

Teorema 2.18 ([3]). Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H . Entonces

H = Y ⊕ Z

donde Z = Y ⊥.
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CAP´

MATERIALES Y MÉTODOS

3.1. Materiales

Nuestros recursos base son los libros de texto de álgebra lineal, análisis funcional,

topologı́a, teorı́a de la medida, artı́culos cientı́ficos, revistas indexadas; que se utilizaron

en el estudio y discusión teórica del tema investigado.

3.2. Metodologı́a de la investigación

Primeramente, presentaremos un estudio sobre espacios vectoriales y espacios métri-

cos; enfocándonos al estudio de los espacios métricos completos, como en los espacios

de Banach y espacios de Hilbert y además se estudia la teorı́a de los funcionales lineales,

estos conceptos son punto clave para esta investigación, ası́ mismo, para comprender el

teorema de representación de Riesz y su demostración, presentamos algunas definiciones

y resultados que involucran operadores lineales limitados, producto interno, espacios de

Hilbert y su espacio dual. Y finalmente, presentamos la demostración del teorema de re-

presentación de Riesz y mostramos sus aplicaciones. Durante la investigación se utilizó

el método deductivo propio de las ciencias matemáticas [18], asimismo referente a la po-

blación y muestra, el universo equivale al tema de estudio. Nuestra unidad de análisis son

las funcionales lineales limitado en el espacio de funciones continuas.
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´

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

En este capı́tulo demostramos el resultado principal, afirmando que todo funcional

lineal acotado en un espacio de Hilbert puede ser representado de una única forma como

producto interno. Para la demostración se usará la descomposición en suma directa del

espacio de Hilbert, esta descomposición ser´

a la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

el campo en que se estudia es el espacio de los números complejos C.

4.1. Representación de funcionales acotados

Teorema 4.1 (Teorema de la representación de Riesz). Todo funcional lineal acotado f

en un espacio de Hilbert H puede ser representado en términos de producto interno

f(x) = ⟨x, z⟩ (4.1)

donde z depende de f , es determinado únicamente por f y tiene norma

∥z∥ = ∥f∥ (4.2)

Demostración. La demostración se hará en tres partes: La representación del funcional f

como producto interno, la unicidad de esta representación y la norma de este funcional

(∥f∥ = ∥z∥).

1. f tiene representación en términos de producto interno, es decir, tiene representación

(4.1).

En efecto.

Si f = 0, entonces tomando z = 0, es decir,

0 = ⟨x, 0⟩ = ⟨x, z⟩
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por lo tanto, tenemos la representación de f como producto interno

f(x) = ⟨x, z⟩

Sea f ̸= 0, entonces existe una representación

f(x) = ⟨x, z⟩

tal que z ̸= 0, caso contrario f = 0 y ⟨x, z⟩ = 0 para todo x para el cual f(x) = 0,

es decir, x ∈ N (f). Puesto que para todo x ∈ N (f), ⟨x, z⟩ = 0, es decir, x ⊥ z,

se deduce que z es ortogonal a N (f), z ⊥ N (f). Con esto usamos el complemento

ortogonal de N (f) el cual está definido por

N (f)⊥ = {z ∈ H| z ⊥ N (f)}

por el teorema 2.12 el espacio nulo N (f) es un espacio vectorial y por el teorema

2.14 N (f) es cerrado.

Para f ̸= 0, es decir, existe x ∈ H tal que f(x) ̸= 0 y x ∈ N (f), entonces

N (f) ̸= H , como N (f) es cerrado, por el teorema 2.18, H tiene descomposición

en suma directa

H = N (f)⊕N (f)⊥

de donde N (f) ̸= {0} por lo tanto existe en N (f)⊥ un z0 ̸= 0. Para un elemento

arbitrario x ∈ H , definimos

v = f(x)z0 − f(z0)x

Aplicando f , obtenemos

f(v) = f [f(x)z0 − f(z0)x]

= f [f(x)z0]− f [f(z0)x]

= f(x)f(z0)− f(z0)f(x)

= 0
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se ha utilizado el hecho de que f es funcional lineal en donde f(x) es escalar. Ası́

v ∈ N (f).

Puesto que z0 ∈ N (f)⊥, el producto interno de z0 con v ∈ N (f) es cero

0 = ⟨v, z0⟩

= ⟨f(x)z0 − f(z0)x, z0⟩

= ⟨f(x)z0, z0⟩ − ⟨f(z0)x, z0⟩

= f(x)⟨z0, z0⟩ − f(z0)⟨x, z0⟩

obtenemos

f(x)⟨z0, z0⟩ = f(z0)⟨x, z0⟩

puesto que ⟨z0, z0⟩ = ∥z0∥2 ̸= 0, tenemos

f(x) =
f(z0)

⟨z0, z0⟩
⟨x, z0⟩

introduciendo
f(z0)

⟨z0, z0⟩
en el producto interno

f(x) =

Æ
x,

f(z0)

⟨z0, z0⟩
z0

∏
tomando

z =
f(z0)

⟨z0, z0⟩
z0

obtenemos la representación de f , para todo x ∈ H .

f(x) = ⟨x, z⟩

con esto queda demostrada la representación de f en términos de producto interno.

2. Unicidad.

Supongamos que para todo x ∈ H se tienen dos representaciones de f como pro-
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ducto interno

f(x) = ⟨x, z1⟩ = ⟨x, z2⟩

⟨x, z1⟩ − ⟨x, z2⟩ = 0

⟨x, z1 − z2⟩ = 0 (4.3)

Eligiendo un caso particular para x = z1 − z2 tenemos

0 = ⟨x, z1 − z2⟩

= ⟨z1 − z2, z1 − z2⟩

= ∥z1 − z2∥2

tomando extremos

0 = ∥z1 − z2∥2 = 0

es decir, z1 − z2 = 0, por lo tanto z1 = z2.

Esto prueba la unicidad de la representación de f como producto interno.

3. Mostraremos que ∥z∥ = ∥f∥.

Si f = 0 entonces z = 0, puesto que para todo x ∈ H

0 = f(x) = ⟨x, 0⟩

por lo tanto

0 = ∥z∥ = ∥f∥

y queda demostrado, resta probar para f ̸= 0.

En efecto.

Si f ̸= 0, entonces z ̸= 0 y de la representación del funcional

f(x) = ⟨x, z⟩
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para x = z, tenemos

∥z∥2 = ⟨z, z⟩

= f(z)

≤ |f(z)|

≤ ∥f∥∥z∥

dividiendo por ∥z∥ ≠ 0

∥z∥ ≤ ∥f∥ (4.4)

Para demostrar la igualdad, debemos probar que ∥f∥ ≤ ∥z∥.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|f(x)| = |⟨x, z⟩|

≤ ∥x∥∥z∥

Usando la definición de norma

∥f∥ = sup
∥x∥=1

|f(x)|

= sup
∥x∥=1

|⟨x, z⟩|

≤ sup
∥x∥=1

∥x∥∥z∥

= ∥z∥

tomando extremos ∥f∥ ≤ ∥z∥.

De esta última desigualdad junto con la desigualdad (4.4), concluimos que

∥z∥ = ∥f∥

4.2. Aplicaciones del teorema de la representación de Riesz
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4.2.1. Aplicación 1

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita y B = {e1, . . . , en} una base

de V . Consideremos el producto interno

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi

Por el teorema 2.10 todo espacio vectorial de dimensión finita es completo, tenemos

que V es un espacio de Hilbert, y como en un espacio vectorial normado todos los fun-

cionales lineales son acotados, entonces para cualquier funcional lineal f sobre V , existe

z ∈ V tal que está determinado únicamente a partir de f , es decir,

f(x) = ⟨x, z⟩

Puesto que f es lineal, se tiene

f(x) =
n∑

i=1

xif(ei)

donde x = x1e1 + · · ·+ xnen, de este modo, tomando

z = f(e1)e1 + · · ·+ f(en)en

y por la definición de producto interno

f(x) =
n∑

i=1

xif(ei) = ⟨x, z⟩

Luego, por la desigualdad de Schwarz

|f(x)| = |⟨x, z⟩| ≤ ∥x∥∥z∥

Ahora, por la norma del funcional

∥f∥ = sup
x∈V−{0}

f(x)

∥x∥
≤ ∥z∥

Para demostrar la igualdad, demostraremos la otra desigualdad, es decir, ∥z∥ ≤ ∥f∥.

En efecto,

∥z∥ =
⟨z, z⟩
∥z∥

≤ sup
x∈V−{0}

|⟨x, z⟩|
∥x∥

= ∥f∥
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Por lo tanto, ∥z∥ = ∥f∥.

4.2.2. Aplicación 2

El teorema de la representación de Riesz, garantiza la existencia y unicidad del opera-

dor adjunto T ∗.

Definición 4.1 (Operador de Hilber adjunto T ∗). Sea T : H1 → H2 un operador lineal

acotado, donde H1 y H2 son espacios de Hilbert. Entonces el operador Hilbert adjunto T ∗

es el operador

T ∗ : H2 → H1

tal que para todo x ∈ H1 y y ∈ H2, se tiene

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

Teorema 4.2 (Existencia). El operador Hilbert adjunto T ∗ de T existe, es único y es un

operador lineal acotado con norma

∥T ∗∥ = ∥T∥

Demostración. Sea h(y, x) = ⟨y, Tx⟩ que define

h : H2 ×H1 → K

una forma sesquilineal.

En efecto:

Sean x1, x2 ∈ H1, y ∈ H2 y α, β escalares

h(y, αx1 + βx2) = ⟨y, T (αx1 + βx2)⟩

= ⟨y, αTx1 + βTx2⟩

= ᾱ⟨y, T1⟩+ β̄⟨y, Tx2⟩

= ᾱh(y, x1) + β̄h(y, x2)

57



h es acotado,

En efecto:

|h(y, x)| = |⟨y, Tx⟩| ≤ ∥y∥∥Tx∥ ≤ ∥T∥∥x∥∥y∥

por lo tanto h es acotado y

∥h∥ ≤ ∥T∥

Ahora probaremos que ∥h∥ ≥ ∥T∥.

En efecto:

∥h∥ = sup
⟨y, Tx⟩
∥y∥∥x∥

≥ sup
|⟨Tx, Tx⟩|
∥Tx∥∥x∥

= ∥T∥

Por lo tanto, ∥T∥ = ∥h∥.

Por el teorema de la representación de Riesz, h : H2 ×H1 → K tiene representación

h(y, x) = ⟨T ∗y, x⟩

donde T ∗ : H2 → H1 es un operador lineal acotado. Además, T ∗ es único determinado

por h y su norma es

∥T ∗∥ = ∥h∥ = ∥T∥

Por lo tanto, ∥T ∗∥ = ∥T∥.

Un caso particular es cuando T : Rn → Rn, sea A la matriz representante del operador

T ,

⟨Tx, y⟩ = (Ax)Ty = xtAty

Ahora, si B es la matriz representante del operador adjunto T ∗, entonces

xTBy = ⟨x, T ∗y⟩ = ⟨Tx, y⟩ = xTATy

Por lo tanto, B = AT .
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V. CONCLUSIONES

Se pudo comprobar que el teorema de la representación de Riesz caracteriza al fun-

cional lineal como representación en otro espacio de funciones.

El teorema de representación de Riesz ha sido demostrado mediante el método de-

ductivo; iniciando con la representación del funcional en términos de producto in-

terno, utilizando la desigualdad Cauchy-Schwarz conseguimos la norma del funcio-

nal.

Las aplicaciones del teorema de representación de Riesz, que mostramos son la re-

presentación del espacio con producto interno en R y la existencia y unicidad del

operador adjunto.
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VI. RECOMENDACIONES

En futuras investigaciones se recomienda ampliar este teorema a espacios más gene-

ralizados.

También se puede estudiar otras aplicaciones en donde el teorema de representación

de Riesz juega un papel fundamental en el teorema de Krein-Smulian.
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[3] E. Kreyszig. Introductory Functional Analysis with Applications. John Wiley &

Sons, 1978.
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2002.

[15] Elon Lages Lima. Elementos de topologia geral. Ao Livro Técnico, Editôra da
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