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RESUMEN

En una ponencia de la 7ma. Escuela de Matematica de América Latina y el Caribe
realizado en la Universidad Mayor de San Andrés del pais de Bolivia, se desarroll6 el
curso de Introduccion a la Teoria de Superficies en el Espacio Euclidiano, por el Prof. Dr.
Tito Mejia, de la Universidad Federal Fluminense — Brasil, que hablo sobre Superficies
en el Espacio Euclidiano y enunci6 el Teorema de Gauss Bonnet Local, lo cual me motivo
para poder seguir investigando y presentar el presente trabajo de investigacion. Por otro
lado, por su importancia y al ver que en el curso Geometria Diferencial de pregrado no se
logra llegar a desarrollar el teorema mencionado; en este trabajo de investigacion se
desarrolla una demostracion clara y original del Teorema de Gauss Bonnet Local y

ademas se presenta una aplicacion de dicho teorema.

Palabras claves: Curva regular a trozos, superficie orientable, parametrizacion

ortogonal, curvatura Gaussiana y curvatura geodésica.
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ABSTRACT

In a presentation of the 7th. School of Mathematics of Latin America and the
Caribbean held at the Major University of San Andres in the country of Bolivia, the
Introduction to the Theory of Surfaces in Euclidean Space course was developed by Prof.
Dr. Tito Mejia, from the Fluminense Federal University — Brazil, which I talk about
Surfaces in Euclidean Space and enunciated the Local Gauss Bonnet Theorem, which
motivated me to continue researching and present this research work. On the other hand,
due to its importance and seeing that in the undergraduate Differential Geometry course
it is not possible to develop the aforementioned theorem; In this research work, a clear
and original demonstration of the Gauss Bonnet Local Theorem is developed and an

application of said theorem is also presented.

Key words: Regular piecewise curve, oriented surface, orthogonal

parametrization, Gaussian curvature and geodesic curvature.
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CAPITULO1
INTRODUCCION

En la actualidad una de las areas de investigacion de la matematica pura y aplicada
es la geometria diferencial. El Teorema de Gauss Bonnet Local es para muchos
matematicos e investigadores el teorema mas hermoso y profundo de la geometria
diferencial de curvas y superficies. El Teorema de Gauss Bonnet Local, tuvo su origen
con un teorema de Gauss (asi lo llamaban) publicado en 1827, que hablaba sobre
tridngulos que estan en la superficie cuyos lados eran geodésicas (tridngulos cuyos lados
son arcos de geodésicas). Fue Bonnet quien en 1848 extendi6 esta idea al considerar
tridngulos o regiones en la superficie cuyos lados ya no eran geodésicas, por eso se
bautiz6 como, Teorema de Gauss Bonnet Local. Se denomina Local, ya que se trabajaba
en una vecindad coordenada. Posteriormente, fue el mismo Bonnet que generalizo este
hecho, es decir, ya no consideré una vecindad coordenada, sino toda la superficie y
entonces apareci6 en la formula la caracteristica de Euler, un invariante topolédgico de la

superficie.

En general, Gauss afirma que el exceso con respecto a 7 de la suma de los dngulos
interiores @1, P, y @3 de un tridngulo geodésico T es igual a la integral extendida a T de
la curvatura Gaussiana K, es decir,

3
(pi—nz_ﬂ.l(da.
=1 T

4

Vea la Figura 1.
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Figura 1.

Primera version de Gauss para triangulos geodésicos.

Geodésica

Geodésica

Por ejemplo, si la curvatura Gaussiana es K = 0, se obtiene,
3
¢ =T,
i=1
esto es,
Q1+ @ + @3 =m.

Lo cual constituye una extension a superficies con curvatura cero del Teorema de

Thales.

También, sobre la esfera unitaria que tiene curvatura Gaussiana K = 1, se

obtiene,

3
@; —n = area (T),
i=1

(8} +(p2 +(p3 =1+ area (T),

es decir,

13
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P11t @+ @3 >

Vea la Figura 2.

Figura 2.

Triangulo geodésico en la esfera unitaria.

Asi, sobre la esfera unitaria, la suma de angulos interiores de cualquier tridngulo

geodésico es mayor que .

Analogamente, sobre la pseudoesfera que tiene curvatura Gaussiana K = —1, se

obtiene,
3
@, —mt = —area (T),
i=1
@1+ @y + @3 +area (T) =m,

es decir,

P1+ @+ @3 <.
Vea la Figura 3.
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Figura 3.

Triangulo geodésico en la pseudoesfera.

Asi, sobre la pseudoesfera, la suma de angulos interiores de cualquier tridngulo

geodésico es menor que Tt.

1.1 OBJETIVO GENERAL

e Entender y ampliar la demostracion del Teorema de Gauss Bonnet Local y

encontrar una aplicacion.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Demostrar en forma clara y original el Teorema de Gauss Bonnet Local.

e Encontrar una aplicacion al Teorema de Gauss Bonnet Local.

15
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CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

2.1 ANTECEDENTES

NUNES, Bruna (2010 - Brasil) En su monografia en portugués, titulado
“GEOMETRIA DIFERENCIAL DE SUPERFICIES Y EL TEOREMA DE GAUSS
BONNET?”, trabajo presentado en la Universidad Federal de Santa Catarina, que explica
conceptos y definiciones como Funciones Diferenciables, Plano Tangente, Diferencial de
una Aplicacion, Curvatura Gaussiana y Curvatura Geodésica, desarrollando la teoria de
Geometria Diferencial de Superficies de manera precisa. Se estudiara de manera
exhaustiva cada concepto y definicion para entender la demostracion del Teorema de

Gauss Bonnet Local.

DIAZ MORALES, Lorena (2015 - Espaiia) En su trabajo de fin de grado,
titulado “EL TEOREMA DE GAUSS BONNET Y SUS APLICACIONES”, trabajo de
fin de grado presentado en la Facultad de Matematicas de la Universidad de la Laguna.
Este trabajo desarrolla conceptos como Primera y Segunda Forma Fundamental de una
Superficie Regular, Curvas Geodésicas y Transporte Paralelo. Se estudiara y analizara
estas definiciones y conceptos, las cuales serviran de ayuda para ampliar la comprension

de la demostracion del Teorema de Gauss Bonnet Local.

HALPER, Aaron (2008 - EE. UU.) En su articulo titulado “A PROOF OF THE
GAUSS BONNET THEOREM?”, realizado en la Universidad de Chicago, proporciona
un contenido como Superficies Regulares, Orientacion de Superficies, Aplicacion
Normal de Gauss, Geodésicas y el Teorema de Gauss Bonnet Local. Se utilizara la teoria

de éste articulo para entender mejor las definiciones y conceptos relacionados al problema
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planteado, y asi poder entender y ampliar la demostracion del Teorema de Gauss Bonnet

en su version Local.

SANTAMARIA, Oscar, DAMIAN, Leonardo, HUANCAS, Fernando y
JULCA, Pedro (2008 - Perw). En su libro titulado “INTRODUCCION A LA
GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES”, realizado en la
Universidad Nacional Pedro Ruiz Gallo, Lambayeque, proporciona un contenido sobre
Curvas en el Espacio R", Superficies Regulares en R™, Geometria Extrinseca de
Superficies y Geometria Intrinseca de Superficies; la cual nos servira para poder

demostrar en forma clara y original el Teorema de Gauss Bonnet Local.

RODRIGUEZ, Wendy y VELASQUEZ, Erick (2015 — El Salvador) En su
trabajo de fin de grado, titulado “EL. TEOREMA LOCAL DE GAUSS BONNET”,
realizado en la Universidad de El Salvador, proporciona un contenido sobre Superficies,
Geometria Local de las Superficies y el Teorema de Gauss Bonnet Local, que nos servira
para dar una demostracion clara y original del Teorema de Gauss Bonnet Local y

presentar una aplicacion de dicho Teorema.
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2.2 MARCO TEORICO
2.2.1 Curvas parametrizadas diferenciables
Definicion 1. Una curva parametrizada diferenciable es una aplicacion diferenciable
a:1 - R3 de un intervalo abierto I = (a, b) de la recta real R en R3.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 2)
Comentarios 1.

i) La palabra diferenciable en la definicion 1, significa que a es una aplicacion o
funcién que aplica a cada t € I un punto a(t) = (x(t), y(t),z(t)) € R de modo

que las funciones coordenadas x(t), y(t) y z(t) son diferenciables.

ii) Las funciones coordenadas x(t), y(t) y z(t) son funciones reales de variable real,

definidas en el intervalo abierto I.

iii) La variable t € I, se llama pardmetro de la curva a.

iv) Si escribimos x’(t) la primera derivada de x en el punto t € I y usamos notaciones
similares para las funciones y ¢ z, el vector a’(t) = (x’(t), y'(t), Z’(t)) € R3 se
llama vector tangente (o vector velocidad) de la curva a en t.

v) El conjunto imagen a(I) € R3 se llama traza de a.

vi) Ciertos autores (como, Claudio Pita Ruiz) consideran a las curvas parametrizadas
como caminos o trayectorias (es decir, funciones vectoriales continuas) y a la traza

de un camino como curva.

vii) En la definicion 1, palabra intervalo se toma en sentido generalizado de manera que

18
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no excluyamos a = —oo y b = +o0o0.
viii) Intuitivamente podemos decir que la traza de @ es como la carretera por donde
circula el punto a(t) € R3.
ix) Las siguientes curvas parametrizadas:
Cicloide:
a(t) = (a(t —sent),a(l — cost)),a > 0,paratodo t € [0, 2m].
Astroide:
B(t) = (cos3t,sen3t), para todo t € [0, 27].
Son diferenciables, ya que existe su derivada para todo t € [0, 2r].
x) La diferenciabilidad de una curva parametrizada es una consecuencia de su regla de
correspondencia y no necesariamente de su traza.
2.2.2 Curvas regulares
Definicién 2. Una curva parametrizada diferenciable a: I - R3 es llamada regular si
a'(t) # 0 paratodot € I.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 6)
Comentarios 2.
i) En la definicion 2, notar que a'(t) # 0, 0 es el vector cero 0.
ii) Llamaremos a cualquier punto t € I donde a’(t) = 0, un punto singular de a.

iii) Geométricamente una curva a es regular si, para cada punto t € I existe una recta

19
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tangente bien definida que contiene al vector tangente, es decir, la traza de a no
debe tener picos.

2.2.3 Longitud de una curva

Definicién 3. Sea a: [a, b] € R - R™ una curva de clase C!. La longitud de « esta

definida como,

b
L@) = j la' (O de.

(Marsden, Célculo Vectorial, 1988, pag. 201)

Comentarios 3.

i) En la definicion 3, se dice que la curva a es de clase C? si, es diferenciable y su
derivada es continua en todo t € [a, b].

ii) De la definicion 3, en R3 se tiene que,

I’ @®1l = VX' O + [y ()] + [ (£)]2
es la norma euclidiana del vector a'(t).
iii) Del comentario i) se sabe que la derivada a'(t) es una funcion continua, esto
implica que, ||@’(t)]| es continua. Asi, la integral de la definicién 3 siempre existe
(es decir, funciones continuas son integrables).
2.2.4 Longitud de arco
Definicion 4. Dado t, € I, la longitud de arco de una curva parametrizada

regular a: I - R3, desde el punto t, es por definicion,
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s(t) = | lla’ ()]l dt,

to

donde,

IOl = VI¥' (O] + V' (O + [Z (]2
es la longitud del vector a'(t).
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 6)
2.2.5 Curvas cerradas
Definicién 5. Sea la curva @: I € R — R" definida en el intervalo cerrado
I = [a, b], si acontece que a(a) = a(b), diremos que la curva « es cerrada.
(Pita Ruiz, Calculo Vectorial, 1995, pag. 432)
Comentarios 4.
i) De la definicion 5, en R3, diremos que el punto a(a) € R3 es el punto inicial de la
curva, en tanto que a(b) € R3 es el punto final de él.
ii) Geométricamente la traza de una curva cerrada puede tener autointersecciones.
2.2.6 Curvas simples
Definicion 6. Si la curva a: I € R — R3 es inyectiva en I (es decir, V tq,t, € I,
ty #t, = a(ty) # a(ty)), diremos que & es una curva simple.
(Pita Ruiz, Calculo Vectorial, 1995, pag. 432)
Comentarios 5.
i) Sisetiene que a(a) = a(b) y a restringida al intervalo [a, b) es inyectiva, entonces
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se dice que a es una curva cerrada y simple.

ii) Geométricamente una curva es simple si, su traza no tiene autointersecciones.

2.2.7 Curva regular a trozos

Definicion 7. Una curva regular a trozos en R™ es una funcion continua

a:[a,b] » R™ con una particion, a =ty < t; < --- < ty = b, tal que la restriccion,

@;, de a para cada subintervalo [t;, t;;,] es una curva regular.

(Tapp, 2016, pag. 68)

Comentarios 6.

i) En la definicion 7, se tiene que, para cada subintervalo [t;, t;41], 0 <i <N —1
con @ (tjy1) = Qjpq (tj41), 0 < j < N — 2 (es decir, existe una concatenacion
entre las imagenes de la particion) es una curva regular.

Ejemplo 1. Determinar una parametrizacion de un cuadrado de vértices (0,0), (1,0),

(1,1) y (0,1) en sentido antihorario.

Solucién. Llamemos Cy, C, C3 y C,4 los lados del cuadrado en sentido antihorario.

Vea la Figura 4.
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Figura 4.

Un cuadrado orientado en

sentido antihorario.

y
Cs (1,1)
(0,1) “
C"_ 3 Cz
(0,0)‘ C, 10) =«

Luego, parametrizando los

Cl:

C4_:

Por lo tanto, una parametrizacion para el cuadrado de la Figura 4 es:

a(t) =<

lados del cuadrado se tiene:

X =

al(t)={y=0 , 0<t<1,
=1

:az(t)={;:t_1 1<t<2;

:a3(t):{;c,zi_t ,2<t<3;

(a.(t) = (t,0), 0<t<1
a,(t) = (1,t —1), 1<t<?2
a;(t)=(3—-t1), 2<t<3

\a,(t) = (0,4 —1t), 3<t<4
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2.2.8 Reparametrizacion de curvas

Definicion 8. Sea a: I € R — R™ una curva regular. Sea ¢:] € R — [ una funcion
de clase C' sobreyectiva que ¢'(h) # 0V h € J. Entonces la curva

B =ao¢:] € R - R" se llama reparametrizacion de la curva a (el cual también
resulta ser regular).

(Pita Ruiz, Calculo Vectorial, 1995, pag. 461).

Vea la Figura 5

Figura 5.

Diagrama de reparametrizacion de curvas en R3.

N
¢ il Z
S, — 0 = s

i T o —
% t 5 ris
B=aop

Comentarios 7.

i) En la definicion 8, se dice que la curva regular a es reparametrizable, si existe una
funcién ¢, tal que, ¢ sea de clase C', sobreyectivay ¢p'(h) # 0,V h € J.

ii) En el comentario 1), la condicion de que la funcion ¢ sea sobreyectiva, significa

que ¢(J) = 1.

iii) En el comentario i), la condicion de que, ¢'(h) # 0V h € ] (siendo ¢ de clase C')
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significa que,o0 ¢'(h) >0V h€e ], o0¢p'(h) <O0Vhe].
Si se considera I = [a, b] y] = [c, d] se tiene:

a) Si¢'(h) >0V h €], significa que ¢ es una funcion creciente en J, esto es,
¢(c) =ay ¢(d) = by asi el punto inicial de S coincide con el punto inicial
de a y el punto final de S coincide con el punto final de a (es decir, B(c) =
(@o @d)(c) =a(a)y B(d) = (a0 ¢p)(d) = a(b)). En este caso, entonces, el
camino [ recorre la traza descrita por @, en la misma direccion que lo hace a.
Diremos que 8 es una reparametrizacion de @ que conserva la orientacion.

b) Si¢’'(h) < 0V h €], significa que ¢ es una funcion decreciente en J, esto es,
¢(c) = by ¢p(d) = ay asi el punto inicial de B coincide con el punto final de
a y el punto final de § coincide con el punto inicial de a (es decir, f(c) =
(aop)(c) =ab)yf(d) = (aod)(d) = a(a)). En este caso, entonces, el
camino f recorre la traza descrita por a, en direccion contraria la de a. Diremos

que [ es una reparametrizacion de a que invierte la orientacion.
iv) En R3, se dice que la reparametrizacion de la curva a: I € R — R3 es otra curva
B:] € R — R3 que tiene la misma traza de a.

v) La reparametrizacion de la curva a no es mas que un cambio del pardmetro t por

vi) De la definicién 8, segun la regla de la cadena tenemos,
B=aod,
B(h) = (@aop)(W) Vhe],
B(h) = a(o(h)),
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luego, derivando ambos miembros tenemos,
B'(h) = ¢'(h)a'(¢(h)),
en la altima ecuacion ¢’ (h) es la derivada de la funcion ¢:J — I en el punto
h € ], por lo tanto, es un niumero real.
vii) Del comentario vi), decimos que la velocidad de B es ¢’ (h) veces la velocidad de a.
viii) Desde el punto de vista de la fisica, la reparametrizacion es util para aumentar o
disminuir la velocidad de un proyectil que recorre una trayectoria. También sirve
para cambiar de sentido la traza de la curva.
Ejemplo 2. Seala curva a: [0,27] € R — R?, dada por a(t) = (cos t,sent). Hallar

la reparametrizacion 8 de a en el intervalo [1, 2] y que recorra en sentido contrario a

Solucién. Comenzamos haciendo el diagrama de la reparametrizacion f = « 0 ¢ de
la circunferencia unitaria a. Vea la Figura 6.

Figura 6.

Diagrama de reparametrizacion de la circunferencia unitaria.

N

¥

v

f=aop d
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Enseguida, determinamos la funcion ¢ que tiene las siguientes condiciones:

De clase C', sobreyectivay ¢'(h) # 0V h € [1, 2].

Ademéas, como la curva 8 recorre en sentido contrario a la curva a, entonces ¢ debe
ser decreciente para que invierta la orientacion.

Se elige a la recta L como la funcién ¢, que es la funcion mas simple y conveniente.
Vea la Figura 7.

Figura 7.

Eleccion de la recta L como la funcion ¢.

F 3

¢

2

De la Figura 7, la pendiente de la recta L es,

_Y2—y1 _ 2n—0

= = = —2m.
mL xZ_xl 1—2 T

Luego, se determina la ecuacion de la recta L,

Y=
mL= y

X —Xx;

_¢-0
Zn—h_z,
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—2nh + 41w = ¢,
es decir,
¢(h) = 4m — 2mh.
Por otro lado,
B(h) = (a0 $)(h),
B(h) = a(¢p(h)),
B(h) = (cos(p(h)),sen(¢p(h))),
por lo tanto, la reparametrizacion f de «a es,
B(h) = (cos(4m — 2mh), sen(4m — 2mh)).
2.2.9 Reparametrizacion de una curva por la longitud de arco
En esta seccion veremos la posibilidad de reparametrizar una curva a: I € R - R",
digamos que B: [a, b] = R™ es la reparametrizacion de a, de modo que la rapidez a
la que S recorre la traza de o = traza de [3, sea constante e igual a la unidad. Es decir,
que (I8 =1 vt € [a, b].

Se observa que en tal caso, la longitud de lacurva f entret =ayt = b es,

b b
L(B) = j 18" dt = f 1dt=b—a,

asi que f sera una reparametrizacion de a tal que la longitud de la traza que describe

B es igual al tiempo que emplea en recorrerla.
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Comentarios 8.
i) Si se considera una curva regular a: [a, b] € R — R3 y se desea reparametrizar
de modo que la longitud de arco s sea el nuevo pardmetro, esto se hace del siguiente

modo:
[0,L(@)] 5 [a,b] SR,
s = ¢(s) = a(¢(s)) = (@0 P)(s) = B(s),
donde, £(s) es la reparametrizacion de a por la longitud de arco s y L(@) es la
longitudde a entret =ayt = b.
ii) Del comentario 1) se dice que B(s) es una reparametrizacion de a por la longitud
de arco s, en el sentido de que la nueva variable independiente s de S es justamente

la longitud de arco de la curva regular a entre £, y t € I, es decir,

t
s=| lld'll du.

to
iii) Del comentario ii) la longitud de arco s es claramente una funcion de t, es decir,
s = s(t).
iv) En la practica la reparametrizacioén £ por la longitud de arco de una curva regular
a: [a,b] € R - R3 se obtiene haciendo los siguientes pasos:

1) Determinar la longitud de arco s,

s(t) = ftlla’(u)ll du,Vt € [a,b].
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299) S6lo en el caso que sea posible despejar t en términos de s, es decir,
t =¢(s).

37%) Determinar L(a) para construir el intervalo [0, L(a)].

4') Definir la funcion ¢: [0, L(a)] - [a, b].

5') Determinar la reparametrizacion por la longitud de arco,

B(s) = (a0 ¢)(s).
Ejemplo 3. Sea la curva regular a: [0, 2] € R - R3, definido por,
a(t) = (acost,asent,bt).

Hallar la reparametrizacion por la longitud de arco de a.
Solucion. Aplicando los cinco pasos se tiene:

1) Se determina la longitud de arco,

t
s = f ||(—a senu,a cosu,b)| du,
0

t
= f \/azsenzu+azcoszu+b2 du,
0
t
=f\/a2+b2du,
0

= [(Va+57 )],

s = (\/a2+b2 )t.

299) De la Gltima ecuacion, vemos que si es posible despejar t en términos de s, es

decir,
30
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N A AN

3) Se determina la longitud de la curva a,
2
L(a) = f ||[(—asent,acost,b)| dt,
0

esto es,
L(a) = 2ma? + b2,
asi se tiene el intervalo, [O, an].
4'%) Se define la funcion ¢ como,
¢: [0, 2nvaZ + bZ] - [0, 2m].
5') Finalmente se determina la reparametrizacion por la longitud de arco,
B(s) = (a0 ¢)(s),

B(s) = a((s))
S
b = (=)

por lo tanto,

O

es la reparametrizacion por la longitud de arco de a.
2.2.10 Curvatura de una curva
Definicion 9. Sea a: I € R — R" una curva dos veces diferenciable

parametrizado por la longitud de arco. Al namero k(s) = ||a"(s)]| se le llama
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curvatura de a en s.
(Pita Ruiz, Calculo Vectorial, 1995, pag. 485)
Comentarios 9.
i) En la definicion 9, decir que la curva a es dos veces diferenciable significa
que a es regular y que existe a”’(s), Vs € I.
ii) Se usa la notacion T'(s) = a'(s) para designar el vector tangente unitario de a en
s. Con esta notacion, la curvatura de a en s se ve como,
k(s) = TSIl
iii) La idea de curvatura de una curva es medir la rapidez con que la traza de la curva
se aleja de su recta tangente en un punto dado de ella.
Ejemplo 4. (La curvatura de una recta es cero). Una recta en R3 que pasa por el
punto p = (xg, Yo, Z) y tiene a v = (a, b, c) # (0,0,0) por vector paralelo, se puede
ver como la imagen de la curva : R —» R3, dada por,
B () = (x0,¥0,20) + t(a, b, c).
La reparametrizacion de 8 por la longitud de arco s, es la curva a: R - R3 dado

por,

s
a(s) = (xo, Vo, 29) + (a,b,c) =p + us,
va? + b? + ¢?

v
donde, u = —.
vl

Observe entonces que,
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(a,b,c)
VaZz + b2 + c2

a'(s) =

a"(s) = (0,0,0),
de modo que,
k(s) = lla"(s)Il = 0, Vs € R.
Es decir, la curvatura de la curva a en cualquier punto es 0.
Veamos ahora como podemos hacer los célculos de la curvatura de una curva sin

pasar por la reparametrizacion por la longitud de arco.

Teorema 1. Sea a: I € R — R una curva dos veces diferenciable y denotemos por,

_lle'@® A " @)

k(t)
I @)

la curvaturade aent € I.

(Pita Ruiz, Calculo Vectorial, 1995, pag. 489)

Comentarios 10.

i) El teorema 1 es la formula que se buscaba, con la cual se podré calcular la
curvatura de la curva a trabajando directamente con él.

ii) En el teorema 1, el simbolo A es el producto vectorial de R3.

2.2.11 Superficies regulares

Definicién 10. Un subconjunto S € R? es una superficie regular si, para cada p € S,

existe una vecindad V en R® y una aplicacion X: U - V N S de un conjunto

abierto U € R? sobre V N S c R3 tal que:
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1. X es diferenciable.
Esto significa que si escribimos,
X(w,v) = (x(wv),yw,v),z(w,v)), Wv)eU,
las funciones x(u, v), y(u,v), z(u,v) tienen derivadas parciales continuas de
todas las 6rdenes en U.
2. X es un homeomorfismo.
Esto significa que X es una aplicacion biyectiva, continua y con inversa continua.
3. (Condicion de regularidad) Para cada q € U, la diferencial dX: R? - R3 es uno
a uno.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 54)
Vea la Figura 8.

Figura 8.

Diagrama de la definicion de superficie regular.

v

(u,v)
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Comentarios 11.

i) En la definicion 10, la aplicacion X es llamada una parametrizacion (o un sistema
de coordenadas) en una vecindad de p.

ii) En la definicion 10, la vecindad (o entorno) V es un conjunto abierto de R3.

iii) La vecindad V N S de p en S es llamada una vecindad coordenada.

iv) En la definicion 10, la condicion 1) es equivalente a decir que X es de clase C™.

v) En la definicion 10, la condicién 2) evita que el subconjunto S € R3 tenga
autointersecciones.
Vea la Figura 9

Figura 9.

Autointerseccion de una superficie.

A\
g

/

vi) En la definicion 10, la condicion 3) permite excluir la posibilidad de existir picos

en S y asi garantiza la existencia de un plano tangente en todos los puntos de S.

Vea la Figura 10.
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Figura 10.

Picos en una superficie.

Y

vii) De la definicion 10, en la condicion 3) la notacion d X, se lee diferencial de X en
q o derivada de X en g, la cual por definicion de derivada (de funciones
vectoriales de variable vectorial) es una transformacion lineal.

viii) De la definicion 10, en la condicion 3) vamos a calcular la matriz de la
trasformacion lineal dX, en las bases canonicas { e; = (1,0), e, = (0,1)} de R?
con coordenadas (u,v) y { f1 = (1,0,0), > = (0,1,0), f3 = (0,0,1)} de R3 con
coordenadas (x,y, z).

Sea q = (ug, Vo). El vector e, es tangente a la recta u = (u, vy), cuya imagen a
través de X es una curva en la superficie S,
u = X(u,vo) = (x(w,v0), y(u, vo), 2(u, o)),
a ésta curva imagen se le llama curva coordenada v = v.
El vector tangente de esta curva en X(q) es el vector,
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dy

d
dXq(er) = (—" @5

7u (q),g—i (q)> = g—i (@)
Analogamente, El vector e, es tangente a la recta v = (uy, V), cuya imagen a
través de X es una curva en la superficie S,

v = X(up, v) = (x(up, v), y(ug, v), z(uy, v)),

a ésta curva imagen se le llama curva coordenada u = u,.

El vector tangente de esta curva en X(q) es el vector,

0x dy 0z X
dXq(e;) = (% <q>,%(q>%<q>> = =@
Por lo tanto, la matriz de la transformacion lineal d X, en las bases canonicas de
R? y R3 es,

- O0x 0x 1

9 (@ E (@
X X dy dy
dX, = |— —_ =1 = - .
q [ 55 (@ av(q)l 0D 3, @

0z 0z
i %(Q) a—v(CI) |

Vea la Figura 11.
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Figura 11.

La diferencial dX,; de una parametrizacion X en q = (uy, vo) € U.

Pl
/ /
;o
q )el b= \
= coordenadas

ix) En el comentario viii) la matriz de la transformacion lineal d X, es equivalente a

la matriz Jacobiana de X en g, es decir,
- Ox dx 1
E(Q) %(Q)
X 0X dy dy
: [au @) av(‘”l =@ 2@ |=/X@

0z 0z
i a(Q) %(Q) |

x) De la definicion 10, la condicién 3) equivale a las siguientes afirmacines:
a) Los vectores
g—i (@) y g—ii (9)
son linealmente independientes.
b) El vector
0X 0X
T (@) A kB (q)
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es no nulo sobre q € U.
¢) La matriz de dX, posee un menor de orden 2 no nulo, es decir, uno de los

determinantes Jacobianos (o simplemente jacobianos):

0x d0x

(@) =
o(u,v) dy dy
@ (@) % (q)

dy dy
ZODE N P18
ou 1 ov q

dx dx
IR P
ou 1 dav 1

es diferente de ceroen g € U.

xi) Hemos definido una superficie regular como un subconjunto S de R3 y no como
una aplicacion. Esto se logra cubriendo a S con las imagenes o trazas X (U) de
parametrizaciones X que satisfacen las condiciones 1), 2) y 3).

Ejemplo 5. Demostrar que la esfera unitaria,

S ={(x,y,z) ER3%:x% +y2 + 22 =1},

es una superficie regular.

Demostracion.

I) Si tomamos un punto p = (u,v,z) € §2 con z > 0, entonces existen una vecindad

V, = {(x,y,z) € R%:z > 0} de p y una aplicacion X;: U = V N 52 dada por
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X(u,v) = (u,v,v1 —u? — v?), paratodo (u,v) € U, definida en el abierto
U={uv) €R:u?>+ v? <1}
Enseguida se demuestran las siguientes condiciones:

1) X; es diferenciable, puesto que sus funciones coordenadas,
x(uw,v) =u, yu,v) =v, z(u,v) =v1—u? —v?

tienen derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes en U.
2) X, es un homeomorfismo, esto es:
a) X; es biyectiva, puesto que:
al) X, es inyectiva.
Sean (uq,v1) y (uy,v,) a € U tales que X, (uy, v1) = X1 (uy, v3),
entonces (U, ;) = (uUy, v,).

De la hipotesis X; (uq, v1) = X;(u,, v5) implica que,

2 2\ — / 2 2
(ullvll 1- ul - vl) - (uZJ Uy, 1- uZ - v2)7

luego por igualdad de vectores obtenemos,
(ug, v1) = (up, v).
a2) X, es sobreyectiva.
Para todo (x,y,z) € VN S?,3 (u,v) € U tal que X, (u,v) = (x,y,2).
De la hipotesis, X;(u, v) = (x,y, z) implica que,
(u,v,V1 —u? —v2)= (x,y,2),

luego por igualdad de vectores obtenemos que existe,
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(w,v) = (x, ).
b) X, es continua por la condicion 1).
¢) X~ ! es continua.
Como X; es biyectica, significa que X; tiene inversa, X; 1:V N S% - U,
donde XJ! = 1| ;g2 es la proyeccion ortogonal 7: R3 — R2 restricto a
V N S2 definida por m(x,y,z) = (x,y), la cual es continua.
Por tanto X; ! es continua.
De a), b) y ¢) se concluye que X; es un homeomorfismo.

3) Paracada q = (u,v) € U,d(X;)4: R* > R? es uno a uno.

Esto es,
aXl aXl —u %
SE@ASE @ = (10— A (01 ——5)
K 1 V1 —u? —v? 1—-u?—v?

P @) n 22 ) = (e, e 1),

V1—u?2—v2 V1 —u?2—v2
Por lo tanto,

ax1
Sy DA —(q) # (0,0,0)

De 1), 2) y 3) se llega a la conclusion de que X; es una parametrizacion en la
vecindad coordenada V; N S? = X, (U) dep € S?.

Enseguida cubriremos toda la esfera unitaria S? utilizando parametrizaciones

similares.
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IT) Si tomamos un punto p = (u,v,z) € S? con z < 0, entonces existen una vecindad
V, ={(x,v,z) € R3:z < 0} de p y una aplicacion X,: U —» V N §2 dada por
X(u,v) = (v, —m), para todo (u, v) € U, definida en el abierto
U={uv) €R:u?+v?<1}

Analogamente a I) se concluye que X, es una parametrizacion en la vecindad
coordenada V, N §%2 = X,(U) dep € S2.

Asi con X; y X, tenemos cubiertos los hemisferios norte y sur
respectivamente, pero no los puntos del ecuador.

Para cubrir toda la esfera unitaria S2, consideremos las parametrizaciones:

X;(u,v) = (u,xll —u? —v? ,v),
X, (u,v) = (u, —V1—u?—v2 ,v),

que completan el cubrimiento de S? salvo dos puntos del ecuador que intersecan

al eje x.

Finalmente, con las dos parametrizaciones,

Xs(u,v) = (\/1 —u? —v? y, v),
Xe(u,v) = (—\/1 —u? —v? y, v),

cubrimos toda la esfera unitaria S2.

Vea la Figura 12.
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Figura 12.

Seis parametrizaciones que cubren completamente la esfera unitaria.

X1(U) ‘
X5(U)

Por lo tanto, concluimos que S? es una superficie regular.
2.2.12 Curva diferenciable en una superficie regular
Definicion 11. Una curva diferenciable en una superficie regular S es una aplicacion
diferenciable a: 1 — S, donde I R es un intervalo abierto.
(Hernandez Cifre, 2010, pag. 79)
Comentarios 12.
i) Sea X una parametrizacion de una superficie regular S y & una curva
diferenciable en S, entonces a en coordenadas se escribe como,
a(t) = X(u(t),v(t)), paratodo t € I.
2.2.13 Vector tangente a una superficie regular

Definicion 12. Sea S ©¢ R® una superficie regular y sea p € S. Diremos que w € R3
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es un vector tangente a S en p, si existe una curva a: (—¢, €) — S diferenciable con

a(0)=pya'(0) =w.

(Hernandez Cifre, 2010, pag. 79)

Comentarios 13.

i) En la definicion 12, el hecho de tomar ¢ = 0 no es restrictivo, se hace asi por
comodidad.

2.2.14 Plano tangente a una superficie regular

Definicion 13. Sea S ¢ R® una superficie regular y sea p € S. El plano tangente a

S en p denotado por T, (S), es el conjunto de todos los vectores tangentes a S en p.

Asi,

T,(S) ={wE R3: existe a: (—¢, ) - S diferenciable con a(0) = py a’'(0) = w}.

(Hernandez Cifre, 2010, pag. 79)

Comentarios 14.

i) Dada una parametrizacion X de S en p, las derivadas parciales,

X X
du y v

forman una base { Z—i , g—i} del plano tangente T}, (S) llamada base asociada a X.

ii) Algunas veces es conveniente escribir,

ox _ ox _

ou Cu Y e T

Xy.
Donde, cada una de estas derivadas parciales son geométricamente vectores
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tangentes a la superficie regular S en el punto p € S.
2.2.15 Campos vectoriales en R"
Definicion 14. Un campo vectorial en R™ es una funcion F: U € R® - R"
que asigna a cada punto x = (x4, X3, ..., X,,) en su dominio U un vector
F(x) = (F1(x), F2(%), ..., F(x)).
(Marsden, 1988, pag. 211)

Comentarios 15.

i) De la definicion 14, se dice que las funciones F;: U € R™ = R, son las funciones
coordenadas del campo F y cada F;(x) es un niimero real.
ii) Se dice que el campo vectorial F: U € R" - R" es diferenciable en x, € U si
sus funciones coordenadas F;: U € R™ — R lo son.
iii) De manera analoga a la definicion 14, una funciéon f: U € R™ = R que asigna a
cada punto x = (xq, X3, ..., X,) € U un nimero f(x) = k € R, se llama campo
escalar.

2.2.16 Campo diferenciable de vectores normales unitarios a una superficie

regular
Definicién 15. Sea S una superficie regular y X: U € R? - S una parametrizacion

enp € S. Definimos el campo diferenciable vectores normales unitarios

N:X(U) - R3 por la regla,
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Xu AN Xy

N(q) = —2-=%
@ = I A%

(@,

para todo q € X(U).
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 89)
Comentarios 16.

i) De la definicion 15, un vector normal unitario a la superficie regular S,

Xu N Xy

N(q) = —2-=%
@ = A%

(@,

significa que, N(q) L T,(S) y IN(q)|| = 1, para todo q € X (U).
ii) La ecuacion del plano tangente a una superficie regular S en el punto p, € S, se
calcula mediante la expresion,
Ty (8):{n,p — po) = 0,
donde, n = X, A X,, es el vector normal a la superficie regular S y p € T, (S).
Ejemplo 6. Determinar la ecuacion del plano tangente al paraboloide circular
S:z=x%+ y?enel punto p, = (1,2,5) € S, cuya parametrizacion X: R?> > S es
dada por,
X(u,v) = (u,v,u? + v?).
Solucién. El punto (u, v) del plano uv se encuentra de la siguiente ecuacion:
X(u,v) =(1,2,5),
(w,v,u? +v?) = (1,2,5),
entonces,
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(w,v) =(1,2).
Luego, se determina las derivadas parciales de X,
X, (uw,v) =(1,0,2u),
X,(u,v) =(0,1,2v).
Enseguida, se evalua las derivadas parciales en (u, v) = (1, 2) se tiene,
X,(u,v) =X,(1,2) =(1,0,2(1)) = (1,0,2),
X,(u,v) = X,(1,2) =(0,1,2(2)) = (0,1,4).

Ahora, el vector normal al paraboloide circular S en el punto (u, v) = (1, 2) es,
n=X,01,2)AX,(1,2),
n=(1,0,2)A(0,1,4),

asi que,
n=(-2-41).

Utilizando la expresion para determinar el plano tangente del paraboloide

circular S en el punto py = (1, 2,5) se tiene:

Ty, (8): {n,p — po) = 0, para todo p € T, (S)
Ty, ($):{(=2,—4,1),(x,y,2) — (1,2,5)) = 0
Ty, (8):((—2,—4,1),(x -1,y —2,z—-5)) =0,
por lo tanto, el plano tangente al paraboloide circular S en p, es,

Tp,(S): 2x + 4y —z = 5.
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Vea la Figura 13

Figura 13.
Plano tangente al paraboloide S en p, € S.

A
¥4

Tpo (S)

[ ]
Po = (1!215)

v

X

2.2.17 Formas cuadraticas
Una expresion de la forma,
ax? + by? + cxy,

se llama forma cuadrética en las variables x y y. De igual modo,

ax® + by? +cz? +dxy + exz + fyz
es una forma cuadratica en las variables x, y y z.
En palabras mas sencillas una forma cuadratica es una suma de términos, donde cada
término tiene grado dos. Por tanto, x? — 2x2 + 3xy es una forma cuadrética, pero

x2 4+ y2+ x,no0 lo es.
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Las formas cuadraticas pueden representarse usando matrices del modo siguiente:

ax® +by* +cxy =[x Y] [C;lz Cl/)z] [;C/]’

a d/2 e/2|x
ax? + by?* + cz?+dxy+exz+ fyz=[x ¥y z]|d/2 b f/2 [yl,
e/2 f/2 ¢ |z

cada una de éstas expresiones matricialmente tiene la forma xT A x, donde A es
una matriz simétrica y x es una matriz columna. Esta observacion nos conduce a la
siguiente definicion general.
Definicion 16. Una forma cuadratica con n variables es una funcion f: R™ - R de
la forma

fx)=xTAx
donde A es una matriz simétrica de n x n 'y x esta en R™. A se conoce como matriz
asociada con f.
(Poole, 2011, pag. 426)

Comentarios 17.
X1

i) En la definicion 16, en el segundo miembro x = [ ,2‘ es la representacion
xn

matricial del vector x = (xq, X5, ..., x) de R® y xT = [x; x; ... x,,] es la matriz
traspuesta de x.
ii) En la definicion 16, A es una matriz simétrica, es decir, A = AT y a; i = Qji.
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2.2.18 Primera forma fundamental
Definicion 17. Sea S una superficie regular y T}, (S) el plano tangente a S en el punto
p € S. La forma cuadratica I,,: T,,(S) — R dada por,
L(w) = (w,w), = [|wl||* = 0, Yw € T,(S),
es llamada la primera forma fundamental S en p.
(Nunes, 2010, pag. 33)
Comentarios 18.
i) Podemos abreviar la primera forma fundamental como 1FF.
ii) La 1FF es basicamente el producto interno usual de R3 restricto a los vectores
tangentes a S.
iii) Recordemos las propiedades del producto interno usual de R3.

Parax,y,z € R3 y a € R arbitrarios, se tiene:
a) (x +y,z) = (x,z) +(y, 2)

b) (ax,y) = a(x,y)

©) {x,¥) = (y,x)

d) Si x # 0 entonces (x, x) > 0.
iv) Vamos a expresar la 1FF en la base {X,,, X,,} asociada a la parametrizacion
X(u,v) de S enp.
Como un vector tangente w € T, (S) es el vector tangente a una curva,

a: (—¢, &) — S diferenciable con a(0) = pya’'(0) = w,
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ademads, sabemos que a en coordenadas se escribe como,
a(t) = X(u(t),v(t)), vt € (—¢,¢).
En efecto,
L, w) = I,(a'(0)) = (a’'(0),a'(0)),,
= (Xu' + X,v', Xyu' + X,v'),
aplicando las propiedades del producto interno se tiene:
I, (W) = (Xy, Xu)p(W)? + 20X, Xp)pu'v' + (X, X)), (v)2,
L,(w) = Ew')? + 2Fu'v' + G(v")?,
donde,
E = E(ug,vo) = <Xu!Xu)pa
F = F(ug,vo) = (XwXu)p y
G = G(ug, Vo) = (Xp, Xp)p,
son los coeficientes de la primera forma fundamental de S en la base {X,,, X, },
para g = (u(0),v(0)) = (up, vo) € Uy X(q) = p.

v) En el comentario iv) moviendo p en la vecindad coordenada inducida por X,
obtenemos funciones E (u, v), F(u, v) y G (u, v) que son diferenciables en esa
vecindad coordenada, esto es:

E,F,G:X(U)c S - R,

son funciones diferenciables.
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vi) Del comentario iv) la primera forma fundamental,
L,(w) = E(u')? + 2Fu'v' + G(v")?,
en términos matriciales se escribe como:

r el

Lw)=[u v]|
vii) Dadow = a'(0) = (u’(O),v’(O)) = (u',v") y haciendo u'(0) = ayv'(0) = b,
donde a, b € R, se obtiene otra expresion para la 1FF de S,
L,(w) = Ea* + 2Fab + Gb?,
paraw = aX, + bX, € T,(S).
viii) El elemento de longitud de arco ds de S, se escribe como,
ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?,

que significa lo siguiente. Si a(t) = X(u(t), v(t)) es una curva sobre S y

s = s(t) es su longitud de arco, entonces,

(&) == 2 (@) o (F)-

ix) En lo que sigue, y salvo que queramos precisar con exactitud el punto sobre el
que estamos trabajando, escribiremos simplemente (., . ) en lugar de (., . ),,.

Ejemplo 7. Una parametrizacion para un plano P ¢ R3 que pasa por el punto
Po ¥ que contiene los vectores ortonormales wy y w; es,

X(u,v) = po +uw; + vw,.
Determinar los coeficientes de la primera forma fundamental del plano P.
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Solucion. Para esto se determina,
Xy=w; y Xy, = ws.
Luego, los coeficientes de la 1FF del plano P son:
E = (XyXy) = llwqll> =1,
F=(X,X,)=0y
G = (Xp, Xp) = [ w,|I> = 1.
2.2.19 Parametrizacion ortogonal
Definicion 18. Sea S una superficie regular. Una parametrizacion X de S en
p € S es ortogonal si F(u,v) = 0.
(Halper, 2008, pag. 3)

Ejemplo 8. Sea una parametrizacion de la esfera de radio r, dada por,

X(u,v) = (rsenu cos v,rsen u sen v,rcos u),
donde,r > 0,u € (0,m)y v € (0, 2m).
Demostrar que X es una parametrizacion ortogonal.

Demostracion:
Para esto se determina,
X, = (rcosu cos v,rcos usenv,—rsenu),
X, = (—rsenusenv,rsenu cos v,0),
luego,
F= (Xw Xv)a

= —r?cosucosvsenusenv+ricosusenvsenucosv+0,
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asi que,

Por lo tanto, X es una parametrizacion es ortogonal de la esfera de radio 7.
Comentarios 19.

i) Las parametrizaciones de las siguientes superficies:

Cilindro:

X(u,v) = (r cos u,r senu,v),
donder > 0,u € (0,2n) yv € R.
Helicoide:

X(u,v) = (vcosu,vsenu,au),
dondeu € (0,2n) yv € R.
Catenoide:

X(u,v) = (acoshvcosu,acoshv senu,av),
dondeu € (0,2n) yv € R.
Toro:
X(u,v) = ((R +rcosu)cosv,(R+r cosu)senv,rsenu),

donde R, v > 0,u € (0,2m) y v € (0, 2m).

Pseudoesfera:

X(u,v) = (cosusenv,senusenv,cos v+ In tgg),
donde u € (0,2m) y v € (0, g).
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Vea la Figura 14.

Figura 14.

La pseudoesfera.

Son ortogonales, puesto que F = 0.

ii) Geométricamente una parametrizacion es ortogonal si sus curvas coordenadas son
ortogonales (es decir, forman un dngulo de 90 ). Vea la Figura 15.

Figura 15.

Curvas coordenadas ortogonales en la esfera.

)
v A
X curvas coordenadas
okl el e e e
I
I
I
I
|
I
I
I q = (uo, vo)
V= VO : >
1 y
I
I
I
I
I
[ P |
0 u= uo

2.2.20 Area de una regién en una superficie regular

Definicion 19. Sea R C S una region acotada de una superficie regular S, contenida
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en una vecindad coordenada de una parametrizacion X: U c¢ R? - S.

El nimero positivo
AR = [ 1%, A X, dud,
Q

con Q = X~ 1(R) es llamada el 4rea de R.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 100)

Comentarios 20.

i) Un dominio regular de S es un conjunto abierto y conexo tal que, su frontera es
la imagen de un circulo mediante un homeomorfismo diferenciable que es
regular (es decir, su diferencial no es nula) excepto en un niimero finito de
puntos.

ii) Una region de S es la union de un dominio regular con su frontera.

iii) En la definicion 19, una region acotada de S es una region contenida en una bola
de R3.

Vea la Figura 16.
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Figura 16.

Region acotada R en una superficie regular S.

Frontera de R

iv) En la definicion 19, la expresion || X, A X, || es el area del paralelogramo generado
por los vectores X,, y X,, (es decir, el area del paralelogramo de lados X,, y X,,).
v) Recordemos la siguiente identidad del producto vectorial en R* llamado
identidad de Lagrange, que dice:
Para dos vectores a, b € R3, se tiene que,
l @~ bll? =1l all?lbll*> — (a,b)?.
vi) Utilizando la identidad de Lagrange y los coeficientes de la 1FF, podemos escribir
el integrando del A(R) de la siguiente forma,

”Xu AXvHZ = ”Xullzllxvllz - (Xu:Xv)Za

X A Xyl = VXX 12 = (X, X0)2,

X, A X, |l = VEG — F2.

Por lo tanto,
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AR) = jj JEG = F2 dudv.
Q

vii) La expresion EG — F? es estrictamente positivo, es decir, EG — F? > 0.
Ejemplo 9. Una parametrizacion X de la esfera S: x? + y? + z2 = r2 es dada por,
X(u,v) = (rsenucosv, rsenusenv, rcosu),

donde, u € (0,m) y v € (0, 2m).

Calcular el area de la esfera S.

Solucion. La parametrizacion X de S cubre toda la esfera S menos un semi-

meridiano.

Derivando X (u, v) respecto a u y v, se tiene:
X, =(rcosucosv,r,—r senu),
X, =(—rsenusenv,rsenucosv,0).

Luego, determinemos los coeficientes de la 1FF,

E = (X, ,Xy) = r%cos*u cos®v + r?cos?u sen®v + r?sen’u,

E=r?
F =(X,,X,) = —r?cosucosvsenusenv +r?cosusenvsenu cos v,
F=0

G = (X,,X,) = r?sen’u sen?v + r?senu cos?v,
G = r? sen’u.

Considerando la region R, obtenida como la imagen mediante X de,
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Qe ={(uv)ER*0+e<u<m—eyO0+e<v<2m—e}
donde, € > 0 es un nimero real pequeio.

Asi,

AR = J J JEG = F2 dudv,

= f J (@) (r? sen?u) — 02 dudv,
Qe

= ff r?senu dudv,
Q¢

2T—€ ,TM—€
= f r?sen u dudv,
0+¢€ 0+€

21T—€ T—€
=r? f <f senu du) dv,
0+¢€ 0+e€

2m—€ _
=r2f (= cosulg,e)dv,
0+e

2TT—€
r? f (—cos(m —€) + cos(0 + €)) dv,
0

+e

21m—€
=12(—cos(m —€) + cos €) dv,
0+e

=r2(—cos(m —€) + cose)((2r — €) — (0 + ¢€)),
AR.) =122 — 2€)(— cos(m — €) + cos €).
Haciendo que € = 0 en la expresion de encima, se obtiene al 4rea de la esfera S:
A(S) =lim A(R.),
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A(S) = liné r2(2m — 2€)(— cos(m — €) + cos €),
€E—

A(S) =r%(2m — 2(0))(—cos(m — 0) + cos 0),
por lo tanto,

A(S) = 4nr2.
Vea la Figura 17.

Figura 17.

Area de la esfera S: x* + y* + z? = r2, considerando la region Q..

v
z
___________ |
2T — € & - IU
|
|
|
|
Qe | X
|
|
|
|
) e |
AN TIPS 1 SR
0 ¢ T—¢€ u

2.2.21 Orientacion de superficies regulares

Definiciéon 20. Una superficie regular S es llamada orientable si es posible cubrirla

con una familia de vecindades coordenadas de manera que si un punto p € S

pertenece a dos vecindades de esta familia, entonces el cambio de coordenadas tiene

jacobiano positivo en p. La eleccion de tal familia es llamada una orientacion de S,

y S, en este caso, es llamada orientable. Si tal eleccion no es posible, la superficie es

llamada no orientable.
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(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 106)

Comentarios 21.

i) Segun la definicion 20, sean X: U - X(U) y X: U - X(U) dos parametrizaciones
de S en p.

Las bases {X,(q), X,(q)} con X(q) = p y {Xu(@), X5(@)} con X() = p,

determinan orientaciones del plano tangente T, (S).

SeaW =X(U)NX(W)yh=XtoX:X"1(W) - X~} (W) dada por,
h(u,v) = (u(u,v),v(u,v)), con h(g) = q

es el cambio de coordenadas.

Se sabe que, X(q) = X(q) = X(u(w,v), v(4, 1)),

asi:
Xz(@ =X (q) (q)+X (q) (q)

Xs(@) =X (q) (q)+X (q) (q)

Entonces la matriz de cambio de base es,

u_ . ou _

—ﬁ(CI) %(Q)
~ov__ |

—u(CI) %(Q)

Q
QDU D
<

que es el matriz Jacobiana de h en g.
Por tanto, las bases {X,,(q), X, ()} y {Xz(q), X5(@)} determinan la misma

orientacion en el plano tangente T, (S) si, y solo si,
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d(u,v)
det(dh;) = ———(q) > 0,
(es decir, el determinante de la matriz de cambio de base o simplemente
jacobiano es positivo).

Vea la Figura 17.

Figura 18.

Diagrama de la definicion de orientacion de superficies regulares.

ii) Segtin la definicion 20, una familia de vecindades coordenadas equivale a decir
que, existe una familia de parametrizaciones {X,: U, — X(U,)/a € A} de S, tal
que:

(1) S = UgeaXoa(Uq) ;5
(2) Si Wop = X4 (Ug) N Xp(Up) # @, la aplicacion de cambio de coordenadas
hap = Xo™ "0 Xg: Xg 7" (Wap) = Xa ™" (Wap),
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tiene Jacobiano positivo en todo punto q € X, ﬂ_l(Wa[;).

iii) De manera intuitiva una superficie regular S en R3 se dir4 orientable si es posible
decidir sin ambigiiedad cuales son los lados de la superficie regular. Por ejemplo,
pintando cada uno de los lados con un color distinto. La herramienta con la que
se puede hacer precisa esta idea general de orientabilidad es por medio de vectores
normales a la superficie regular. La mision de ellos es que apunten en la direccion
de uno de los lados de la superficie regular.

Proposicion 1. Una superficie regular S € R3 es orientable si y s6lo si existe un
campo diferenciable de vectores normales unitarios N: S = R3 sobre S.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 107)

Comentarios 22.

i) En la proposicion 1, la eleccion de tal campo N se llama orientacion de S.
ii) La esfera es una superficie orientable. Vea la Figura 19.

Figura 19.

Un campo diferenciable de vectores normales unitarios sobre la esfera.
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iii) La banda de Mobius es una superficie no orientable. Vea la Figura 20.

Figura 20.

No se puede definir un campo diferenciable de vectores normales unitarios.

iii) Construcciéon de la banda de Mobius. Consideremos una circunferencia C dado
por, x? + y2 = r2 en el plano xy y el segmento abierto AB en el plano yz dado
por |z| < 1y con centro en el punto ¢ = (0,7, 0).

La banda de Mobius se obtiene cuando movemos el centro ¢ de AB a lo largo de
la circunferencia C y girando AB alrededor del centro ¢ en el plano cz, de manera
que cuando el centro ¢ recorra un angulo de u, AB haya rotado un angulo de u/2.
Cuando el centro ¢ completa un recorrido alrededor de la circunferencia C, AB
retorna a su posicion inicial, pero con sus extremos invertidos.

Una parametrizacion para la banda de Mobius esta dada por:

X(u,v) = <(r — v sen %) senu, (r —vsen %) COS U,V COS %)

donder > 0,u € (0,2n)yv € (—1,1).

Vea la Figura 21.
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Figura 21.

Una parametrizacion de la banda de Mobius.

A
N A
A P
vcosuf2 | u/2
|
AN ! S 1 S5
T — Cd rd
u Ip | s r—vsenu/2 vsenu/2
RS
——————————— |
(r—vsenu/2)cosu ™\l
B
: B
1
|

2.2.22 Aplicacion de Gauss

Definicién 21. Sea S ¢ R? una superficie con una orientacién N. La aplicacion
N:S — R3 toma sus valores en la esfera unitaria,

S2={(x,v,z) e R:x%2 +y?2 +z%2 = 1}.
La aplicacion N: S — S2, asi definida, se llama la aplicacién de Gauss de S.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 138).
Vea la Figura 22.

Figura 22.

La aplicacion de Gauss.

<
/.
N
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Comentarios 23.

i) En la definicion 21, como el campo N es diferenciable, entonces la aplicacion de
Gauss N también es diferenciable, es decir, la diferencial dN,, de N enp € S es
una aplicacién (o transformacion) lineal definido por:

dNy: T,(S) = Ty (52).

ii) Del comentario 1) se sabe que T, (S) y Ty ) (S 2) son planos paralelos, ya que

por la aplicacién de Gauss, tienen el mismo vector normal N (p), ademas:
Ty (S) = T ($?).
La siguiente proposicion contiene un hecho importante concerniente a dN,,.

Proposicion 2. La diferencial dN,: T,(S) — T,(S) de la aplicacion de Gauss es una

aplicacion lineal y autoadjunta.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 142)
Demostracion:

1) Por definicion dN,, es una aplicacion (o transformacion) lineal.
2) Solo basta verificar que, dN,, es una aplicacion autoadjunta, esto es:
(de (W), w) = (wy, dn, (w2)),
para una base {wy, w,} de T}, (S).
Sea X (u, v) una parametrizacion de S en p € S'y {X,;, X;,} una base de T}, (S)

asociada a X.
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Sia(t) = X(u(t), v(t)) es una curva diferenciable en S con a(0) = p y
a'(0) = w, se tiene:
dN,(a’(0)) = dN,(X,u'(0) + X,v'(0)),
dN,(a’(0)) = dN,(X,)u'(0) + dN,(X,)v'(0),
luego denotemos,
dNp(Xy) = Ny y dNp(Xy) = N, (1)
Como, {X,, X,,} es una base de T}, (S) para probar que dN,, es autoadjunta en
realidad basta demostrar que,
(dNp (Xy), Xy) = (Xy, AN, (X)) ()
Reemplazando (1) en (2) se tiene,
(Ny, Xy) = Xy, Nyy).
Para ver esto, tomemos las derivadas parciales de:
(N, Xy) =0y (N,X,) =0,
con respecto a v y u respectivamente,
(Np, Xu) + (N, Xup) =0 = (N, Xy} = —(N, Xyp). 3)
(N, Xp) + (N, Xpp) =0 = (N, Xyp) = —(N, X)) = —(N, X). 4
Igualando (4) con (3) se tiene,
(N, Xp) = (N, Xyy),
ademas, como el producto escalar es simétrico, se obtiene:
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(Ny, Xp) = (Xy, Nyy).
Asi,
(dNp (X)), Xv) = (Xy, dNp (Xy)),
para una base {X,, X, } de T, (S).
Por lo tanto, la diferencial dN,, de la aplicacion de Gauss, es una aplicacion
lineal y autoadjunta.
El hecho de que dNy,: T, (S) — T, (S) sea una aplicacion lineal autoadjunta nos
permite asociar a dN,, una forma cuadratica Q en T, (S), dada por:
Q(v) = (dN,(v),v), para todo v € T,(S).
Por razones que resultaran claras en breve, vamos a utilizar la forma cuadratica
- @Q en la siguiente definicion.
2.2.23 Segunda forma fundamental

Definicion 22. La forma cuadratica I1,,: T,,(S) — R definida por I1,,(v) =

—(dN,(v), v), es llamada la segunda forma fundamental de S en p.
(Delgado, 2017, pag. 171)

Comentarios 24.

i) Podemos abreviar la segunda forma fundamental como 2FF.

2.2.24 Curvatura Gaussiana de una superficie regular
Definicion 23. Sean p € S'y dN,: T,(S) — T,(S) la diferencial de la aplicacion de

Gauss en p. El determinante de dN,, es llamada la curvatura Gaussiana K de S en
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p. Asi,
K(p) = det(dN,).
(Delgado, 2017, pag. 179)

Comentarios 25.

i) En la definicion 23, la curvatura Gaussiana K de una superficie regular S en un
punto p € S, es una funcion K: S —» R.
2.2.25 Coeficientes de la segunda forma fundamental
Sea X una parametrizacion de una superficie regular S en un punto p € S y sea
a(t) = X(u(t), v(t)) una curva diferenciable en S con a(0) = py a’(0) = w.
Luego,
a' =X,u + X,v, (5)

dN,(a') = dN,(X,u' + X,v"),
como la derivada es una aplicacion lineal, tenemos,

dN,(a') = dN,(X,)u' + dN,(X,)v'. (6)
De (1) y (5) obtenemos,

dNy(a’) = Nyu' + N,v'. (7)
Sabemos que N,, y N, € T,,(S), ya que,

INI=1 = |IN|I?> =12
(N,N) =1,

derivando respecto a u, la ecuacion de arriba, tenemos,
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(Ny, N) +(N,N,) = 0,
ahora por la simetria de producto escalar,

<NwN)+<NwN) =0,

2(N,,N)=0 = (N, N)=0,
es decir,
N, LN.
De manera analoga, derivando (N, N) = 1 con respecto a v, obtenemos,
N, L N.
Por lo tanto, Ny, y N,, € T, (S5).
Ahora podemos escribir los vectores Ny, y N,, en la base {X,,, X,,} de T},(S), asi,
Ny = a1 Xy + a1 Xy,
N, = a1, Xy, + axX,.
Las dos ecuaciones de arriba son llamados las ecuaciones de Weingarten.
Reemplazando las ecuaciones de Weingarten en (6) tenemos,
dNy(a") = (a1 Xy + a1 Xp)u' + (a2 Xy + azX,)v',
dN,(a') = a1 Xyu' + az Xpu' + ap Xy, v’ + az X, v,
dNy(a') = (ay1u’ + apv") Xy + (az1u’ + azv') X, )

Escribiendo (8) matricialmente, se tiene,
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u a; U+ av’ Qi1 Q2] [u’
de = ! = Ak
v A U + axv z1 Gz2llp

a1 ag

donde, [de] B = [azl az;

] es la matriz de dN,, en la base B = {X,,, X,,} de

T, (S).
Por simplicidad escribimos asi,

dN, = [all alz].

Az1 dzz
Por otro lado, la expresion de la 2FF en la base {X,,, X, } es,
I, (v) = —(dN, (v),v), para todo v € T, (S),
My(a') = —(dNy(a’), a’), ©)
De (5) y (7) en (9) tenemos,
I,(a") = =(N,u' + Nyv', Xu' + X, v'),
como el producto interno es bilineal, tenemos,
(@) = —(Ny, X )(W)? = (Ny, Xp) w'v" = Ny, Xy} v'u" — (N, X)) (v')%. (10)
Ademas, sabemos que,
(N, Xy) =0y (N,X,) =0, (11)

derivando ambas igualdades de (11) respecto a u y v obtenemos,

(Nu: Xu) + (N:qu) =0 = (N,qu) = _(Nu' Xu)r (12)

(Nv'Xu) + (N:Xuv) =0 = (N:Xuv) = _<Nv'Xu): (13)

(Nu: Xv) + (N:Xvu> =0 = (Neru) = _(Nu'Xv)r (14)
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(Ny, Xy} + (N, Xpp) =0 = (N, Xp) = =(Nyp, Xp,). (15)
Sabemos que X es de clase C? y por el teorema de Schwarz, tenemos que,
Xuw = X (16)
Luego, reemplazando (16) en (13) se tiene,
(N, Xup) = (N, Xp1),
esto es,
(Ny, Xu) = (Nyy, Xy)- (17)
Remplazando (17) en (10) obtenemos,
My (a’) = —(Ny, X )(W')? — 2(Ny, X)) u'v" — (N, X, ) ()2,
enseguida denotando,
e = —(Ny, Xy) = (N, Xoy),
f =Ny, Xp) = =(Ny, Xy} = (N, Xypp) = (N, Xpu),
g = —(Np, Xy) = (N, Xpp),
tenemos,
M,(a") = e(w)? + 2fu'v' + g(v')?,
por lo tanto, la 2FF en coordenadas locales es,
,(a") = ea® + 2fab + gb?,
donde, las funciones e, f, g: U € R? - R son llamados los coeficientes de la

segunda forma fundamental para X en la base {X,,, X,,} del plano tangente T}, (S).
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2.2.26 Curvatura Gaussiana en términos de los coeficientes de la 1FF y 2FF
Sabemos que,

—e = (Ny, Xy) = (a1 Xy + a2 Xy, Xy) = ays E + apF,

—f = Ny Xp) = (a1 Xy + a1 Xy, Xp) = ans F + aq,6,

—f = Ny, Xu) = (@12Xy + 22Xy, Xu) = a1, + ay,F,

—g = Ny, X)) = (a12Xy + 422Xy, Xp) = a15F + a5,G,
Si escribimos el sistema de encima en su forma matricial obtenemos,

_[e f] _ [‘111 a21] [E F .
f g a;z axllF G

Como, EG — F? > 0 significa que existe la matriz inversa de la matriz de

coeficientes de la 1FF, por lo tanto,
[a11 a21] _ [e f] [E F1 !
iz Az f gllF Gl "~

1 _
[a11 azl]—_EG_Fz[}ec g][_ﬁ: EF,

Az Ay

[an a21]=_ 1 eG—fF —eF + fE
EG—F2|fG—gF —fF+gE[l

Q12 QA

EG — F2 EG — F2
gF —fG fF—gE|
EG — F2 EG — F2

[an azy
Q12 QA

fF—eG eF—fE
]=I

igualando componente a componente, obtenemos las componentes de la matriz de

la dNp, asi,
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fF —eG

M1 T Fe —F2
_gF - fG
M2 =6 2
eF — fE

921 = F6 _F2
_fF—gE
%22 = pe 7

Como la curvatura Gaussiana es:

K(p) = det(de),

_ _ a1 A12]
K(p) = det[aij] = det [a21 azz] = Q41032 — Q12071

(fF — eG)(fF — gE) — (gF = fG)(eF - fE)

Kp) = (EG — F2)?
2
k) =271,

Ejemplo 10. Calcular la curvatura Gaussiana de los puntos del toro, parametrizado
por:

X(u,v) = ((a +rcosu)cosv,(a+rcos u)senv,rsenu),
donde, a,r > 0,u € (0,2m) yv € (0, 2m).
Solucién. Antes de encontrar los coeficientes de la primera y segunda forma
fundamental, se determina lo siguiente:

X, = (-rsenucosv,—r senusenv,r cosu),
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Xy, =(—(a+rcosu)senv,(a+rcosu)cosv,0),

Xy = (—rsenusenv,—rsenucosv,0),
Xyy = (—rcosucosv,—r cos usenv,—rsenu),
Xy = (—(a+rcosu)cosv,—(a+rcosu)senv,0).
Luego,
E =Xy Xy) =12,
F =Xy X,) =0,
G =(X,,X,) = (a+rcosu)?,
son los coeficientes de la primera forma fundamental para X en la base {X,, X, } de
T,(S). Enseguida:

(X A Xy, X)) —

VEG — F2 ’

e = (N'qu) =

Xy AN Xy, Xu) —0

f=(NﬂXuv)=ﬁ )

<Xu A X‘IJ’ X‘U‘U)

= (N, Xp) = —F/——
9 %% G — 2

= cosu (a + rcosu),

son los coeficientes de la segunda forma fundamental para X en la base {X,,, X,,} de

T, (S).

Finalmente, determinamos la curvatura Gaussiana K del toro,

2

e —
(e 1t
EG — F?
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rcosu(a+rcosu)

r2(a + rcosu)?

cosu

T r(a+rcosu)

Ejemplo 11. Calcular la curvatura gaussiana de los puntos de la pseudoesfera,

parametrizado por:

X(u,v) = (cosusenv,senusenv,cosv +In tgg),
donde, u € (0,2m) y v € (0, g)_

Solucién. Recordando la siguiente propiedad:

, ')
[Inf(x)]" = m,f(X) > 0.

Se determina los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de la
siguiente forma,
X, = (—senusenv,cosusenv,0),

X, = (cosucosv,senu cos v,cos v cotv),

X, = (—senucosv,cosucosv,0)
Xy = (—cosusenv,—senusenv,0),
X,» = (—cosusenv,—senu sen v,sec?).
Luego,
E =((—senusenv,cos usenv,0),(—senusenv,cos usenv,0)) = sen’v,

F ={((—senusenv,cosusenv,0),(cosucosv,senucos v,cos vcotv)) =0,
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G = ((cosucosv,sen u cosv,cos v cotv), (cosucosv,senu cosv,cosvcotv))
= cot?v,
son los coeficientes de la primera forma fundamental para X en la base {X,, X, } de
T, (S). Enseguida:

(Xy A Xy, Xy) _

e=(N,X,) = N = —senvcosv,
X, NX,, X

f=<N'Xuv>=( = d uv)=0’
VEG — F?
(XuAXU’XUV)

g =<N'va>= —————— = cot v,

VEG — F?

son los coeficientes de la segunda forma fundamental para X en la base {X,,, X, } de

T, (S).

Finalmente se determina la curvatura Gaussiana K de la pseudoesfera:

2
e —
oot
EG — F?
B —sen v cos vcotv — 0?
 sen?vcot?v—02
K =-1.

2.2.27 Isometria de superficies regulares
Definicién 24. Sean Sy S superficies regulares. Un difeomorfismo ¢: S — S es

una isometria si para todo p € Sy para todo par wq, w, € T,(S) se tiene que,

(W1, Wa)p = (d@p(w1), dop(W2))pp)-

77

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Se dice entonces que las superficies S y S son isométricos.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 221)
Comentarios 26.
i) Un difeomorfismo es una aplicacion biyectiva, diferenciable y con inversa
diferenciable.
ii) La definicion 28, geométricamente significa que la d¢,, preserva angulos y
longitud de vectores.
Observacion 1. Un difeomorfismo ¢ es una isometria, si y solo si, preserva la
primera forma fundamental (es decir, los coeficientes de la primera forma
fundamental coinciden).
Demostracion.
(=) Si ¢ es una isometria, probaremos que, ¢ preserva la primera forma
fundamental.
Sabemos que,
L,(w) = (w,w),,
y como ¢ es un isometria, se tiene,
I, w) = {do, (W), doy(W)) o),

esto es,

L,(w) = Iq,(p)(d(pp(w)), para todo w € T, (S).

78

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Por tanto, ¢ preserva la primera forma fundamental.
(&) Si @ preserva la primera forma fundamental, probaremos que, ¢ es una
isometria.

Sabemos que,

1
(wi, wadp = 5 (I (ws +w) = I (wy) = (),

como ¢ preserva la primera forma fundamental, se tiene,

(Wi, wa)p = %(Iso(p) (d‘/’p( wy + WZ)) — o) (d‘Pp( Wl)) — o) (d‘pp( Wz)))'
ademas, sabemos que d¢,, es una transformacion lineal, entonces,
1
Cwr, wabp = 5 (Lo (d0p (W) + ooy (w2)) = Ly (drp ()
= logn (dgp(w2))
por definicion de 1FF, tenemos,

1
(wi, o)y = = (Il dop(w) + dp (W) = || dep (W[ = [| dpp (w)]),

1 2 2
(wi, wolp = = ([ deop (wo|” + 2de, (w1, dpp (W2 o) + | dp(wo)|

~ [l dgp(w|* = | dop(w)|%),
luego se elimina los términos semejantes, esto es,
1
(wy, wo), = > (2(d@, (W), dpp(W2)) o)),

(wy, wa)p = (dep(wy), dp,(W2))pp)-
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Por tanto, ¢ es una isometria.

2.2.28 Isometria local

Definicion 25. Una aplicacion ¢:V © S — S de una vecindad V de p € S es una
isometria local en p, si existe una vecindad V. ¢ S de ¢ (p) € Stal que @:V - V
es una isometria.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 222)
Proposicion 3. Si existen dos parametrizaciones X: U c R2 > Sy X:U c R? > §,
conE =E,F=F,G = G en U. Entonces la aplicacion,
p=XoXLXWU)cS-S,
es una isometria local.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 223)
Ejemplo 12. Demostrar que la catenoide es localmente isométrico al helicoide.
Demostracion. Sea X una parametrizacion de la catenoide, dada por,
X(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsenu,av),

donde, u € (0,2m) yv € R.
Recordemos las siguientes propiedades:

[senh x]" = (coshx)x’',

[coshx] = (senhx)x’,

cosh?x — senh?x = 1.
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Luego:
X, = (—acoshvsenu,acoshvcosu,0),
X, = (asenhvcosu,asenhvsenu,a).
Entonces los coeficientes de la 1FF de la catenoide son:
E = (X,,X,) = a’cosh?vcos?u + a*cosh?vsen?u = a*cosh?v,
F =(X,,X,) = —a?coshvsenhvsenucosu+ a? coshvsenhv cosusenu =0,
G = (X,,X,) = a’senh®vcos?u + a’senh?vsen?u + a? = a’cosh?v,
Por otro lado, una parametrizacion del helicoide viene dada por,
X(u,v) = (cosu,vsenii,ati),
donde, u € (0,2m) y ¥ € R.

Haciendo el cambio de variables, tenemos,

<l

=u,
U = a senhv,

donde, u € (0,2m) yv € R.

Este cambio de variables, esta bien definido pues su jacobiano es diferente de cero,

es decir,
o
% q) = % % = é aco(;hv =acoshv # 0.
ou OJv
Asi,
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X(u,v) = (asenhvcosu,asenhvsenu,au),
es una nueva parametrizacion del helicoide.
Luego,
X, = (—asenhvsenu,asenhvcosu,a),
X, = (acoshvcosu,acoshvsenu,0),
Entonces, los coeficientes de la 1FF del helicoide son:
E = (X,, X,,) = a’senh?v sen*u + a’senh?v cos?u + a? = a’cosh?v,

F

(X, X,) = —a’senh v cosh vsenu cosu + a’senh v cosh v cosusenu = 0,

G = (X,,X,) = a®cosh?®v cos?u + a®cosh?v sen*u = a?cosh?v.
Luego se utiliza la proposicion 2 y concluimos que, la catenoide y el helicoide son
localmente isométricos. Vea la Figura 23.

Figura 23.

La catenoide y el helicoide son localmente isométricos.

La catenoide El helicoide
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2.2.29 Simbolos de Christoffel
Sea X: U € R? - X(U) una parametrizaciéon de S en p € S y asociemos a cada
punto p = X(u, v), para todo (u,v) € U, el triedro positivo,
{Xu, Xy, N}.
Enseguida se estudia los vectores Xy, Xy,0, Xpu, Xy de R3, los cuales podemos
expresarlos como combinacion lineal de la base {X,,, X,,, N} de R3, obteniendo:
Xuu = I‘111Xu + F121Xv + LN,
Xy = l—‘112Xu + l—‘122Xv + LaN,
KXoy = l—‘211Xu + l—‘221Xv + L3N,
Xow = Fzlqu + F222qu + L4N,
Las cuatro ecuaciones de encima son llamados las ecuaciones de Gauss, y los
coeficientes Fi’j parai,j, k = 1,2, son llamados los simbolos de Christoffel de S en
la parametrizacion X.
Para determinar los L; con i = 1,2,3,4, tomamos el producto interno de la
ecuaciones de Gauss con N, obtenemos:
(Xuw N) = <F111Xu + F1_21Xu + LyN, N),
= I[4(Xy, N) + T4 (X, N) + Li{N,N) = L; =e.
Xy N) = (F112Xu + F122Xv + LN, N),
= [fy(Xy, N} + I55(Xy, N) + Lp(N,N) = L = f.
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(Xpu, N) = (F211Xu + l-‘221Xv + L3N, N),
= I[1(Xy, N) + T3 (X, N) + Ly(N,N) = L; = f.
(Xpp, N) = <F212Xu + l—‘222Xv + L4N, N),
= [3a(Xy, N) + T5(X,, N) + Ly(N,N) = L, = g.
donde e, f, g son coeficientes de la segunda forma fundamental de S.
Como, X, = Xy, (por el teorema de Schwarz) tenemos que,
I, =T y T, = T3,

es decir, los simbolos de Christoffel son simétricos en relacion a los indices
inferiores.

A continuacion, para determinar los simbolos de Christoffel I‘l-’;

parai,j, k = 1,2,

tomamos el producto interno de las ecuaciones de Gauss con X,, y X,,, obtenemos

los sistemas:

(quXu) = <F111Xu + F121Xv + LlN:Xu) = F111E + F121F' (18)

(qu Xv) = <F111Xu + F121Xv + LN, Xv) = l-‘11117 + FlzlG: (19)

(Xyp X)) = (T2 Xy, + T5X, + LN, X,,) = TLE + THF, (20)

(Xuv, Xp) = (T Xy + THX, + LN, X)) = T, F + TH,G, (21)

Xy, Xu) = (T2 Xy + T5X, + LyN, X)) = T5,E + T5,F, (22)

Xy, Xy) = (T2,Xy + T5X, + LyN, X,) = T5F + I55G. (23)
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Por otro lado, se deriva, E = (X, Xy), F = (X, Xy,), y G = (X, X,,) respectoau y

v de forma adecuada, obtenemos:

Si se deriva, E = (X,,, X,,), con respecto a u, tenemos,

Eu = (X'LLUJXU) + (Xurqu> = (qurXu) + (XUU’XU.) = 2<XUU’XU)

= (X Xu) =5 Ey (24)
Analogamente, se obtiene,
(Xuw Xy = F, — 2 Ey, (25)
(KXups Xu) = 5 Ey, (26)
(Kups Xp) = 7 G, (27)
Ky X)) = F, =G (28)
Xy Xp) = 3 Gy (29)

Asi que, se puede escribir los simbolos de Christoffel como una solucion a un

sistema lineal de seis ecuaciones con seis incognitas, es decir, igualando:

(18) =(24), (19) = (25), (20) = (26), (21) =(27), (22) = (28) y (23) = (29), se tiene,

[HE +T4F =K, (30)

TLF+T2G=F, — %Ev, (31)

[LE +T4F = 2 E, (32)

[F + 56 = 26y, (33)
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[LE +TEF = F, — =Gy, (34)
[%LF + %6 =26, (35)

Luego, si se escribe en forma matricial dos a dos, se determina los simbolos de

Christoffel. De (30) y (31):

[E F 1“11] F11] ]
=
F G 2 2 EG — F2 —F E
11 Fu _Ev 11

entonces,
) 1 1 1
Fll = W(EGE‘u - FFu + EFEU),
5 1 1 1
T2 = C_F? (_EFE“ + EF, — EEE")'
De (32) y (33):
1 1
F12] EEU PN F112] _ 1 G -F EE”
1“12 16 rzl EG-F%l-F E lG ’
2 2
entonces,
) 1 1
2 =g¢ 2 (2 Gy =5 F G”)’
5 1 1 1
%= g (3B + 756
De (34) y (35):
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1
5 Gu

1
”Fzz] PN lez] _ 1 [ G —F] _E
I3, 1 rzl EG-F?l-F lG ’
2

entonces,

. 1 1

= o (6% ~ 566~ 3F6n),
) 1 1 1

FZZ = m(—FFv +§FGu +§EGU)

En conclusion, los simbolos de Christoffel dependen sélo de los coeficientes de la
primera forma fundamental, E, F, G y de sus derivadas.

Ejemplo 13. Para una superficie con una parametrizacion ortogonal. Hallar los
simbolos de Christoffel.

Solucion. Como la superficie admite una parametrizacion ortogonal se tiene que

F = 0, y reemplazando en los simbolos de Christoffel, obtenemos:

L = 1<1GE)—1Eu F2—1< 1EE)— 1E,
U7Ec\27%)  2E’ U= Egc\ 2777 26’

1 /1 E 1 1G
ri ——(—GE)= = r2 = ( EG )=——”,
27 Ec\277") 2E 127 EG\2 2 G

1 1 1G 1 /1 1G
hegiea)siE o) =i
227 kG ZGG“ 2 E 22 7 EG\2 G 2 G

2.2.30 Formula de Gauss y teorema Egregium de Gauss

Sea S una superficie regular con orientacién N y sea X: U € R? - X(U) una
parametrizacion de Senp € S.

Se sabe que X, = Xy, (por el teorema de Schwarz) y derivando respecto
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U se tiene:

Kuw)u = Kpus

luego se considera la siguiente relacion,

Xy = Kuw)us
si se utiliza las ecuaciones de Gauss, se tiene,
(M Xy + TH Xy + eN)y = (TipXy + T Xy + [Ny,
(F1)uXu + T Xy + (T Xy + TE1 Xy + €N + eNy = (T)u Xy + MKy +
(F2)uXy + T Xy + fulN + f Ny
Enseguida se reemplaza de nuevo las ecuaciones de Gauss y se utiliza las

ecuaciones de Weingarten, se tiene,

(M) v Xy + T (T Xy + TEX, + fN) + (TA) X, + T (T, X,, + T4 X, + gN) +
evN + e(alzxu + aZZXv) = (Fllz)uXu + l—‘112(1—‘111)(11 + l—‘121X17 + fN) + (Flzz)uXv +

[ (T Xy + TH Xy + fN) + fuN + f(a1:1 Xy + az: Xy ),
si se desarrolla célculos algebraicos en ambos miembros, se tiene,

(M) pXy + T TR Xy + TH TR X, + TN + (TH) X, + TATRLX, + TATLX, +
T4 gN + e,N + ea;, X, + eay, X, = (If) Xy + TN Xy + THTA X, + TN +

(F122)uXv + F122F211Xu + F122F221Xv + F122fN + fulN + fa1 Xy + fa X, ,

se factoriza X,;, X,,, N y poniendo en orden, se tiene,
((Tf)y + T T + TATY + eayy — (Th)y, — T — TR — fai) Xy +
(Ti T + (PA)y + TATS, + eay, =TT — (T — TRI5 — faz)X, +

(Flllf + l-‘1219 + ey — I‘112]“ - Flzzf - fu)N = 0.
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Luego se puede reescribirse en la forma:
AX, + BX, +CN =0,
donde, A, B, C son funciones de E, F, G, e, f, g y de sus derivadas, ademas los
vectores X, X, N son linealmente independientes, tenemos que A =B = C = 0.
De aqui, se elige B = 0, se tiene,
[} Th + (T)y + T TS, + eag, =TT — (T)y — TAT5 — faz =0,
ey, — fap = —ThHTh — (TF)y — TATS, + THIY + (T5)y + THTH,

fF —gE eF — fE
e (toms) — f (5o—ss) = ~Thil% = (T — TATh + Tl + (M), + ThTS,

EG — F? EG — F?

eg — f?
EG — F?

)E = —T4TE — (Th)y — TATE, + TLTH + (Th)y + AT,
finalmente se encuentra la ecuacion,

—KE = (F122)u - (F121)v + F112F121 - F111F122 + F122F122 - F121F222' (36)
llamada formula de Gauss, donde K es la curvatura Gaussiana.
Ejemplo 14. Calcular la curvatura Gaussiana de los puntos de la esfera
parametrizado por,

X(u,v) = (rsenu cos v,rsen u sen v,rcos u),

donde,r > 0,u € (0,m) yv € (0, 2m).
Solucion. Para calcular la curvatura Gaussiana, utilizamos la ecuacion (36),

—KE = (Flzz)u - (F121)v + F112F121 - I‘111[‘122 + I‘122[‘122 - F121F222-

Como la parametrizacion X de la esfera es ortogonal, tenemos que,
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1E 1E 1E
M =2F =33 M=o
1G 1G 1G
=35 =3 =35
Esto es,

X, = (rcos u cos v,rcos usenv,—rsenu),

X, = (—rsenusenv,rsenucosv,0),
luego,
E = (X,, X,) = r?cos*u cos®v + r?cos*u sen’v + r?sen®u.
Si se deriva E con respecto a u y v, se tiene,
E, = —2r%cosusenu cos?v — 2r? cosu sen u sen?v + 2r?sen u cos u,

E, = —2r%cos*ucosvsenv + 2r?cosu sen v cos v.

Por otro lado,
G = (X,,X,) = r’sen®u sen?v + r?sen?u cos?v.
Andlogamente, se deriva G con respecto a u y v, se tiene,
G, = 2r’sen ucosusen®v + 2r?sen u cos u cos?v,

G, = 2r?sen®u sen v cos v — 2r2sen®u cos v senv.

Entonces los simbolos de Christoffel, seran,

- 1E, 1/-2r?cosusenu cos?v— 2r?cosusenusen’v + 2risenucosu
72FE 2 r2cos?u cos?v + r?cos?u sen?v + r?sen’u

=0,
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1E, 1/—2r?cos*ucosvsenv + 2r?cos*u senv cos v
r2sen?u sen?v + r2sen’u cos?v

- 1E, 1/—2r2%cos*ucosvsenv + 2r?cos*usenvcosv
2\ r?cos?u cos?v + r?cos?u sen?v + r?sen?u '

, 1G, 1(2r’senucosusen’v+ 2r’senu cosu cos’*v
I't, = = > = cotu,

127 9@ r2sen?u sen?v + r2sen?u cos?v
- 1G, 1 (2r?senucosusen®v + 2r2senu cos u cos®v 1
22 2 F 2\2r2sen ucosusen?v + 2r?sen u cos u cos?v 2

2 —_ 7= _
I3, = =

2G 2 rZsen?u sen?v + r2sen?u cos?v

G, 1 <2r25en2u sen v cos v — 2r2sen®ucosv sen v>
Finalmente se determina la curvatura gaussiana de la esfera, asi,
— (12 2 12 12 2 2 2 2
—KE = (I'f3)y — (Tf1)y + Tl — T I + TR, — T TS,
—K(r?cos®u cos?v + r%cos?u sen’v + r?sen®u) = (cotu), + (cotu) (cotw),
—Kr? = —csc?u + cot?u,

—Kr? = -1,

por lo tanto, la curvatura gaussiana de la esfera es,

Comentarios 27.

i) La curvatura Gaussiana K de la esfera unitaria S? es K = 1.

Teorema 2. (Teorema Egregium de Gauss)

La curvatura Gaussiana K de una superficie es invariante por isometrias locales.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 237)
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Demostracion:
Se define, @: X(U) c S — S una isometria local, donde, X: U € R? - S es una
parametrizacion en p € S.
Entonces existe un entorno X (U) de ¢(p) € S, donde, X = ¢ 0 X: U c R? - Ses
una parametrizacion en @(p) € S, tal que, @: X(U) — X(U) es una isometria.
Por demostrar que, K(p) = K(¢(p)) paratodop € S.
Como ¢ es una isometria, significa que ¢ preserva la primera forma fundamental
(es decir, los coeficientes de la primera forma fundamental de las
parametrizaciones X y X en los puntos correspondientes p y ¢(p) coinciden).
Esto es,

E = (Xy, Xu)p = (d@p(X), dpp X))oy = (X Xudo@) = E,

F = (Xy, Xp)p = {do, (X)), dop(Xu)) o) = (X Xp)py = F,

G = (Xv'Xv)p = (d(pp(XU)!d(pp(Xv))qJ(p) = (XUJXU)(p(p) =G.
Asi que, los simbolos de Christoffel correspondientes I;; = l:l-'j- también coinciden.

Luego, se usa la formula de Gauss (36),
K(p) = 5 (~(Fu + (T2), — T + TiT — TAT, + TATS),
Y,
R(‘P(P)) = %(—(Ezz)u + (T — TLTA + THTE — THTS + THTS).
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k _ 7k .
Como, [ 7= [ J» Se tiene que,

K(p) = K(¢(p)), paratodop € S.
Comentarios 28.
i) La curvatura gaussiana de un cilindro es K = 0, pues el cilindro es localmente
isométrico a un plano.
ii) Una catenoide y una helicoide tienen la misma curvatura gaussiana en sus puntos
correspondientes.
iii) Una esfera unitaria no posee vecindades localmente isométricos a abiertos de un
plano.

Observacion 2. Si X es una parametrizacion ortogonal, es decir, F = 0, entonces,

)+ () )
K=- + .
2VEG EG/, EG/,
Demostracion. Se considera la formula de Gauss (36),
—KE = (F122)u - (F121)v + F112F121 - F111F122 + F122F122 - F121F222:

y siendo F = 0, los simbolos de Christoffel son,

E 1E
1 u 2 v 1 v
=—— rz2 =—--=-2- L =-=r
gt 2 E’ 1 2G’ 12792 F’
1G 1G
2 _ > u 1 __-Tu 2 _ v
F12 - 2 G’ F22 2 E 4 F22 G'

Luego, se reemplaza los simbolos de Christoffel en la formula de Gauss (36), se

tiene,
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B 1E, 1E, 1E, 1E, 1G, 1G, 1G,
#£=(33),~(-3%), * ePC 19 -G PE P GG

1/G,\ 1(E,\ 1E? 1E,G, 1G2? 1E,G,
e=38) +3(5) - 15 4R 15
< W , 215G 2 EG Tag2 i ¢

. 1 . . . .
se factoriza (E) y se deriva los cocientes en el segundo miembro, se tiene,

G2 G 2EG 2 E¢ 2621262

1 (GGuu — G2 N GE,,—E,G, 1E?! 1E,G, 1G2 1 EvGU>

si se homogeniza y factoriza, se tiene,

1 1 1 1
—KE = —— (EGGuu — EG? + EGE,,, — EE,G, — = GE2 — = GE,,G, + = EG?

2EG? 2 2 2
1
+28E,G,)
1 ) 1 1 ) 1
—KFE = W(EGGuu + EGEm, - EGEV - EGEuGu - EEGu - EEEva);
—KE = SECE (2EG(E,, + Gy,) — GE? — GE,G, — EG? — EE,G,),
entonces,
K= (REG(Eyp, + Gy) — EG,f - EE,G, — GE§ — GE,G,). (37)

4E2(2

Por otro lado, si se expande la proposicion 4, se tiene:

1 E, G,
== zm{(m)v ¥ (m)u}'
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1 {\/EGEW — E,(E,G + EG,)/2VEG

- 2VEG EG
N VEGG,, — Gy(E,G + EG,) /2\/EG}
EG ’

se desarrollan las fracciones y se aplica la propiedad distributiva en R, se tiene,

1 1
= - (2EGE,,, — E2G — E,EG, + 2EGGy, — G,E,G — GZE),
2VEG ( 5)
2(EG)2
K=—1mz (2EG(Ey, + G) — EG2 — EE,G, — GEZ — GE,G,). (38)

Finalmente, de la ecuacion (37) y (38) se concluye que,

K=_L{( E”) +(G”)}. (39)
2VEG \\WEG/, \VEG/,
2.2.31 Campo vectorial tangente a una superficie regular
Definicion 26. Un campo vectorial tangente w en un conjunto abierto U C S de
una superficie regular S es una correspondencia que asigna cada punto p € U un
vector tangente w(p) € T,(S). El campo vectorial tangente w es diferenciable en
p € U, si, para alguna parametrizacion X (u, v) en p, las funciones a(u,v) y
b(u, v) dadas por,
w(p) = a(u,v) X, + b(u,v) X,,
son funciones diferenciables en p. Se dice que w es diferenciable en cada p € U, si

w es diferenciable en U.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 183)
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Comentarios 29.

i) En la definicién 26, el campo vectorial tangente w, es una funcion,
w:lU c§ - T,(S),
paratodo p € U.
ii) En la definicion 26, las funciones diferenciables a(u, v) y b(u, v) son definidas
en el dominio V de R? de la parametrizacion X, es decir, a, b: V € R? - R, para
todo (u,v) € V.

2.2.32 Campo vectorial tangente a lo largo de una curva en una superficie

regular
Definicion 27. Sea a: I = S una curva parametrizada en S. Un campo vectorial
tangente w a lo largo de a, es una correspondencia que asigna a cada t € I un vector
tangente,
w(t) = W(a(t)) € Tu)(S).
El campo vectorial tangente w es diferenciable en t, € I, si, para alguna
parametrizacion X (u, v) en a(t,), las funciones componentes a(t) y b(t) de,
w(t) = a(t) X, + b(t) X,
son funciones diferenciables de t en t,. Se dice que w es diferenciable en [ si es

diferenciable en cada t € I.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 243)
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Comentarios 30.

i) En la definicion 27, el campo vectorial tangente w a lo largo de la curva a, es
conocido como, la restriccion del campo vectorial tangente w a la curva a.

ii) En el comentario 1), la restriccion del campo vectorial tangente w a la curva a, es
la funcién, w = w 0 a: (—¢, &) » R3, dada por, w(t) = w(a(t)), para todo
t € (—¢, €). Por convencion se tiene que, W = w.

Ejemplo 15. Un ejemplo de campo vectorial tangente (diferenciable) a lo largo de

una curva a, viene dado por el campo a'(t) de los vectores tangentes a a.

Vea la Figura 24.

Figura 24.

El campo a'(t) de los vectores tangentes a lo largo de una curva a.

a'(t)

a(t)

2.2.33 Derivada covariante

Definicion 28. Sea S una superficie regular. Sea w un campo vectorial (tangente)
diferenciable en un conjunto abierto U € Sy p € U. Sea y € T,(S).

Consideremos una curva regular en S,
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a:(—¢,¢€) > U,
cona(0) =pya’(0) =y.Seaw(t) = w(a(t)),t € (—¢, &), larestriccion del
campo vectorial w a la curva a. El campo vectorial que se obtiene proyectando

ortogonalmente (Z—V:) (0) sobre el plano T,(S) se denomina la derivada covariante

en p del campo vectorial w con respecto al vector y. La derivada covariante se

denota por (l;—vtv) (0) o por (D,w)(p).
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 241).
Vea la Figura 25.

Figura 25.

La derivada covariante.

Comentarios 31.

i) La derivada covariante es un concepto de la geometria intrinseca, (es decir, es un

concepto que depende sélo de la primera forma fundamental) que no depende de
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la eleccion de la curva a, y para demostrar esta afirmacion, vamos a encontrar la
derivada covariante en coordenadas (es decir, en una parametrizacion).
Sea X es una parametrizacion de S en p y @ una curva regular en S, entonces se
cumple que,

a(t) = X(u(t),v(t)), parat € (—¢,¢),
y sea el campo w restricto a la curva a,

w(t) = a(u(t), v(t)) Xy + b(u(t), v(t)) Xy,

w(t) =a(t)X, + b(t) X,.

Derivando usualmente respecto a t ambos miembros, tenemos,

dw , d , d
—=a Xy,ta—X,+b Xv+b—th,

dt ot 0
dW ! ! ! ! ! !
rriale Xy +a(Xpu' + Xypv') +b" X, + b( Xpuu' + Xppv'),

aplicando la propiedad distributiva en el segundo miembro, se tiene,

dw
i aX,+aX,u +aX,v +b' X, +bX,u +bX,,v,

luego, reemplazando las segundas derivadas de X, tenemos,

dw ! 1 2 ! 1 2 !
E =a Xu + a(Fllxu + F11XU + eN)u + a(Flzxu + F12X-U + fN)U

+b' X, + b((TH Xy + T4 X, + FN)U + b(TLX, + TEHX, + gN)V/,
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dw
T a'X, + alh x,u' + a3 X, u' + aeNu' + alL X, v' + alg X, v’

+afNv' + b’ X, + bT4 X, u' + bTA X, u' + af Nu' + bTL X, v’

+ bTAX,v" + agNv',

. . Dw
ahora como la derivada covariante = ¢S la componente tangente en el

d .
plano T, (S) de d—V: y suprimiendo la componente normal, obtenemos,

Dw
= = (a' +Tau' + Thav' + T3bu’ + T,bv")X,
+ (b' + Thau' + TEav' + TAbu' + TLbv')X,,.

. <y . . Dw
Finalmente hemos probado la afirmacion de que la derivada covariante —; ho

depende de la eleccion de la curva a, sino apenas del vector y = (u', v").
ii) Del comentario 1), decimos que la derivada covariante es una extension de la
derivada usual de funciones.
Definicion 29. Una curva parametrizada diferenciable a: [0,[] — S es la restriccion
a [0, ] de una aplicacion diferenciable de (0 — ¢,l + €), e > 0,en S.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 242)

Comentarios 32.

i) De aqui en adelante serd conveniente utilizar la notacion [0, [] = I siempre no
sea preciso especificar los extremos de I.

2.2.34 Geodésicas en superficies regulares y curvatura geodésica

Definicion 30. Se dice que un campo vectorial w a lo largo de una curva
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parametrizada a: [ — S, es llamada paralelo si, Z—‘: = (0, paratodot € I.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 244)
Definicion 31. Se dice que una curva parametrizada no contante y:1 — S es
llamada geodésica en t € I si su campo de vectores tangentes y'(t) es paralelo a lo

largo de y en t; es decir,

Dy'(t) _
dt 0

Se dice que y es una geodésica parametrizada si es geodésica para todo t € I.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 247)
Definicion 32. Sea w un campo diferenciable de vectores unitarios a lo largo de una

curva parametrizada a: [ — S sobre una superficie orientada S. Como w(t), para

o d
todo t € I, es un campo de vectores unitarios, (d—v:) (t) es normal a w(t), y por tanto,

Dw

(o) = 2 Aw(o)

El nimero real A = A(t), denotado por [Z—v:], es llamado valor algebraico de la

derivada covariante de w en t.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 251)
Definiremos ahora, para una curva sobre una superficie, un concepto que es un

andlogo de la curvatura de curvas planas.
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Definicion 33. Sea C una curva regular orientada contenida en una superficie

orientada S, y sea a(s) una parametrizacion de C por la longitud de arco s, en un

entorno de p € S. El valor algebraico [Do;t(s)

] = kgy(s) de la derivada covariante

de a’(s) es llamada curvatura geodésica de C en p.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 251)
Lema 1. Sean a y b dos funciones diferenciables en I con a? + b? = 1y sea ¢, tal

que a(ty) = cos @y, b(ty) = sen ¢,. Entonces la funcion diferenciable

t
@ = @+ | (ab'—ba') dt,

to
satisface cos @(t) = a(t), sen@(t) = b(t),t €I,y p(ty) = @,.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 253)
Lema 2. Sean v y w dos campos vectoriales diferenciables a lo largo de la curva

@:1 - S, con |lw()|| = |lv(t)|l = 1, t € I. Entonces,

[Dw] [Dv _dy
dt del — dt’

donde ¢ es una de las determinaciones diferenciables del angulo de v a w, como la
construida en el lema 2.30.2.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 254)

Proposicion 4. Sea X (u, v) una parametrizacion ortogonal (es decir, F = 0) de un

entorno sobre una superficie orientada S y w(t) un campo diferenciable de
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vectores unitarios a lo largo de la curva a(t) = X(u(t), v(t)). Entonces,

[ { dv g du}_l_d(p
2\/ vdt)  dt’

donde ¢(t) es el angulo de X;, a w(t) en la orientacion considerada.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 255)
Demostracion. Para probar la proposicion, utilizaremos el lema 2, para esto

necesitamos que X, sea unitario. Consideremos,

{ Xy X, Xy A X,,}
e = , 6y = ) )
YY"WE'T?PTNG VEG

una base ortonormal positiva de R3.

Xy .
— son los vectores unitarios tangentes a las curvas

Xu
Sabemos que, e; = VR A

coordenadas, ademas e; A e, = N, donde N es la orientacion de S considerada.

Como, |lw(®)|| = lle,(t)]| = 1, por el lema 2 podemos escribir,

[D [D e;] do
dt’

(40)

Dw [Del]
dt |

Donde, e;(t) = e;(a(t)) = e, (u(t), v(t)) es la restriccion del campo e; a la
Curva a(t) = X(u(t),v(t)) y ¢ es el angulo que forma e; y w, que es igual al
angulo que forma X,, y w.

Ahora,
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D e1 [D e

— —( N/\31) ,€2),

Derivando e, respecto a t, tenemos,

De;
[ 5] = (e + enuvt.ea,

como el producto interno es bilineal, tenemos,

De;

[ = (e e + (e (41)
Enseguida calculamos,

XuuVE — _X E 2Eu Xy
E "G

((e)w €2) = ( ( =),

\/— )u: eZ)

1
VE ZXEzEuX Xy 1 X,

qu _
((en)w ez) = T 7 \/_) (\/_ zﬁEEuXu,ﬁ

)

qu X'U
((el)u' eZ) = ( ’ ) - ( ( w ‘U)

1 X,
B g et ) = g~

Como F = (X, X,) = 0, tenemos,

((e)w ez) = (X Xo),

1
VEG

ademas, (Xyy, Xy) = _%Elh

((en)u €2) = — (42)

v
2VEG
Anélogamente,

Xy VE — XEZE X)
E ’,\/E’

((el)v' ez) = (( )v' ez) =

VE
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1 _1
X \/— 5XuE 2E, X X 1 X
((e1)y eg) = (L~ 2 L) = (2 — ——E,X,, ),
E vé' VE 2VEE VG
. X, 1 X,
((91)17'92) \/— \/—) \/—E v w\/— \/—( uv’ v) \/— ( wr v)
Como F = (X,,,X,,) = 0, tenemos,
1
((el)v' ez) = \/ﬁ(xuvixv);
ademas, (X, X)) = lGu
Gy
1)y, 6r) = . 43
(( 1)17 2) zm ( )
Luego de (43) y (42 en (41), tenemos,
De; , ,
[ = ((en)w eu’ +{(e1)y, ex)v’,
[Del] B E, du G, dv
dt 2VEG dt \/ dt’
[De1 { dv E du} 44
u dt v dt . ( )

Finalmente (44) en (40), tenemos:

[l =Ll v

[Dw_ 1 {G dv Edu}_l_d(p
dt | ovEcU%dt “Vdt) dt

Comentarios 33.

i) En la proposicion 4, si consideramos a(s) una curva diferenciable en la
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superficie S, donde s es el parametro longitud de arco y w = a'(s), se

tiene que:

Da'(s) 1 { dv du}_l_dqo
ds | 2vEcU%ds “Vds) ds’

kg(s) = [
donde kg es la curvatura geodésica de a.
Proposicion 5 (Liouville). Sea a(s) una parametrizacion por la longitud de arco s
de una vecindad de un punto p € S de una curva regular orientada C sobre una

superficie orientada S. Sea X (u, v) una parametrizacion ortogonal de S en p y sea

@(s) el angulo que forma X,, con a’(s) en la orientacion dada. Entonces,

d
ky = (k)1 cos @ + (kg); sen @ + d—f

donde (kg)1 y (kg), son las curvaturas geodésicas de las curvas coordenadas
v = constante y u = constante respectivamente.
(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 256)

Comentarios 34.

i) De la proposicion 5, como las curvas coordenadas son ortogonales, se tiene que:

gy = — =
91 2EVG
Anélogamente,
Gy
ky), = — .
( g)Z ZG\/F
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2.2.35 Curva cerrada, simple y regular a trozos sobre una superficie regular

Definicion 34. Sea a: [0, ] — S una aplicacion continua del intervalo cerrado
[0, I] sobre la superficie regular S. Decimos que @ es una curva parametrizada
cerrada, simple y regular a trozos si:
1. 2(0) = a(D).
2.t # ty, t1, t, € [0,1), implica que a(ty) # a(ty).
3. Existe una particion,
0=ty <ty <<ty <tpss =1,

de [0, [] tal que a es diferenciable y regular en cada [t;, t;,1],i = 0,1, ..., k.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 268)

Comentarios 35.

i) La definicion 34, intuitivamente significa que si @ es una curva cerrada
(condicion 1), sin autointersecciones (condicion 2), cuya recta tangente deja de
estar definida s6lo en un niimero finito de puntos (condicion 3).

ii) Los puntos a(t;), i = 0,1, ..., k, son llamados vértices de a y las trazas

a([t;, tiz1]) son llamados arcos regulares de a.
iii) Es usual llamar la traza a ([0, []) de a, una curva cerrada, simple y regular a
trozos.

2.2.36 Teorema del indice de rotacion

Sea X:U € R? — S una parametrizacién compatible con la orientacion de S.
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Supongamos también que U es homeomorfo a un disco abierto en el plano.

Sea a:[0,!] = X(U) c S una curva parametrizada cerrada, simple y regular a
Trozos con vértices a(t;) y angulos externos 8;, i = 0,1, ..., k.

Sean ¢;: [t;, tiz1] = R funciones diferenciables que miden en cada t € [t;, ;4] el
angulo positivo de X, a a’(t).

Con la notacidn anterior:
k k
D @it — it + )6, = £2m,
i=0 i=0

donde el signo positivo o negativo depende de la orientacion de a.

(Perdigao do Carmo, 2005, pag. 320)

Demostracion. Para la demostracion ver [19] paginas 163 - 165.

Comentarios 36.

i) El teorema de indice de rotacion afirma que la variacion total del 4ngulo del
vector tangente a @ con una direccion dada mas los saltos en los vértices es igual
a2m.

ii) En el teorema de indice de rotacion si a estd orientada positivamente, usamos
"+ " ysi a estd orientada negativamente, usamos " —".

2.2.37 Teorema de Green

Sea F:U c R? - R?, F(x,y) = (M(x,y),N(x,y)), un campo de clase C'

definido en el abierto U de R?. Sea S C U una regién compacta con su frontera
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dS™ positivamente orientada. Entonces,

donde A es una curva regular a trozos cuya traza es 0S¥,
(Pita Ruiz, Calculo Vectorial, 1995, pag. 781)

Comentarios 37.

i) En el teorema de Green, el campo (funcion o aplicacion) F: U ¢ R? - R?,
definido en el abierto U de R? por F(x,y) = (M(x,y), N(x,v)) se dice de
clase C' si sus funciones coordenadas M, N: U ¢ R? — R son de clase C.

ii) Del comentario i) las funciones M, N: U ¢ R? - R se dice de clase C'si
tienen derivadas parciales de primer orden que son continuas en U.

iii) En el teorema de Green, una region S € U es compacta si es limitada y
cerrada.

iv) En el teorema de Green, la expresion,

f F.dA,
as+

Es la integral de linea correspondiente de F(x,y) = M(x,y)i + N(x,y)j en

torno de dS* se denota,

Mdx + Ndy.
as+

v) La expresion dA (diferencial de area) es equivalente a dxdy.
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vi) Una curva cerrada y simple en R? se dice que est orientado positivamente si su
traza esta orientado en sentido antihorario.

vii) El teorema de Green establece la igualdad entre una integral de linea y una
integral doble.

Ejemplo 16. Determine:
f By —e**™)dx + (7x + .yt + 1) dy,
c

donde C es la circunferencia x + y? = 9, orientado en sentido antihorario.
Solucion.

1ro) Identificando M y N de,
f By —e5*™)dx + (7x + .yt + 1) dy,
c

tenemos,

oM

— _ ,senx om
M(x,y) =3y —e = 5= 3,
Nxy) =Tx+y"+1 = Z=7.

2do) Como la curva C: x? + y? = 9 esté orientado en sentido anti horario y sea
nuestra region S: x% + y% < 9.

Vea la Figura 26.
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Figura 26.
Orientacién de la curva C: x* + y* = 9.

y F 3
3

3ro) Aplicando el teorema de Green, tenemos:

6N E)M
f By —e*™)dx + (7x +/y* + 1) dy = ﬂ- — - dxdy,
c

x24y2<9

(7 — 3)dxdy,

x2+y2<9

f By — e5™ )dx + (7x + .yt + 1) dy
c

f By —e5*™)dx + (7x + .yt + 1) dy = Jf 4dxdy,
c

x24y?<9

f By —e5*™)dx + (7x +/y*+ 1) dy = 4 Jf dxdy,
c

x2+y2<9
4to) Utilizando coordenadas polares, el dominio serd, 0 <r <3y 0 <6 < 2m.

Luego tenemos,

2w 3
f By —e**™)dx + (7x +Jy*+ 1) dy = 4[ f rdrd®,
c o Jo

2 3
f By —e®*™)dx + (7x +y*+ 1) dy =4 <f def rdr),
c 0 0
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J By —e5*™ )dx + (7x + .yt + 1) dy =409m),
c

J By — e5*™ )dx + (7x + .yt + 1) dy = 36m.
c

2.2.38 Region simple en una superficie regular

Definicion 35. Sea S una superficie orientada. Una regiéon R € S (unidn de un
conjunto abierto y conexo con su frontera) es llamada una region simple si R es
homeomorfa a un disco y la frontera R de R es la traza de una curva
parametrizada cerrada, simple y regular a trozos a: 1 — S.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 271)

2.2.39 Curva orientada positivamente en una superficie regular
Definicion 36. Sea S una superficie orientada y R € S una regién simple.
Decimos entonces que a esta orientada positivamente si para cada a(t),
perteneciente a un arco regular, la base ortogonal positiva {a'(t), h(t)}
satisface la condicion de que h(t) apunta hacia R; con mas precision, para
cualquier curva 8:1 = R con $(0) = a(t) y B'(0) # a'(t), tenemos que
(B'(0), h(£)) > 0.

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 271)

Vea la Figura 27.
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Figura 27.

Curva orientada positivamente en una superficie regular.

Comentarios 38.

i) La Figura 27 intuitivamente significa que si caminamos sobre a en la
direccion positiva con la cabeza apuntando hacia N, entonces la region R
se halla a la izquierda.

2.2.40 Integral de una funcion sobre una region de la superficie

Definicion 37. Sea S una superficie orientable. Sea X: U € R? — S una

parametrizacion de S compatible con su orientacion y sea R € X(U) una

region acotada de S. Si f: S — R es una funcién diferenciable en S.

La integral de f sobre la region R se define como,

!ded: ff fu, v)VEG — F? dudv.

X~H(R)

(Perdigo Do Carmo, 2016, pag. 271)
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Comentarios 39.

i) En la definicion 37, el hecho de que la parametrizacion X: U € R? - S sea
compatible con la orientacion de S, significa que, si elegimos el campo

diferenciable vectores normales unitarios N: X(U) — R3 por la regla,

Xu N Xy

N(q) = —2-=%
@ = I A%

(@,

para todo q € X(U); coincida con el campo diferenciable de vectores normales
unitarios N: S — R3 sobre S.

ii) En la definicion 37, el elemento de 4rea de la superficie do en coordenadas

locales se escribe como VEG — F? dudv.

iii) En la definicion 37, la expresion f(u, v) es equivalente a f o X (u, v).
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CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1 MATERIALES

Los medios necesarios para la realizacion del trabajo de investigacion seran:

3.1.1 Materiales de gabinete

Laptop, internet, mesa, silla y USB.

3.1.2 Materiales de escritorio

Textos de consulta (entre ellos libros, trabajos de investigacion, monografias),

cuadernos, lapiceros de colores, reglas, resaltadores y papel bond A4.

3.1.3 Software utilizados

Microsoft word, corel draw, geogebra, google y google académico.

3.2 METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION
3.2.1 Tipo de Investigacion
El tipo de investigacion es basicamente la revision bibliografica a nivel tedrico y
explicativo, el cual se caracteriza porque los resultados obtenidos serviran para

profundizar los conocimientos del trabajo de investigacion futuros.

3.2.2 Métodos

Los métodos que se usaron son el inductivo, deductivo y analitico, tomando como

115

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

texto base el libro de geometria diferencial de curvas y superficies, Ed. Espafiol, del

autor Manfredo P. Do Carmo y otros textos relacionados al trabajo de investigacion.

3.2.3 Técnica

Lectura exhaustiva de textos de consulta, desarrollo analitico y comprensivo de las

definiciones y teoremas para la asimilacion apropiada.

3.2.4 Estrategia

Busqueda de trabajos de investigacion en bibliotecas, internet, asistir a seminarios

de geometria diferencial, visitar a centros y grupos de investigacion, que facilite el

analisis, compresion e interpretacion del trabajo de investigacion.
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CAPITULO 1V
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 TEOREMA DE GAUSS BONNET LOCAL
Sea X: U — S una parametrizacion ortogonal (esto es, F = 0), de una superficie
orientada S, donde U c R? es homeomorfo a un disco abierto y X es compatible
con la orientacién de S. Sea R € X(U) una region simple de S y sea a: [ — S tal
que dR = a(I). Si a es orientada positivamente, parametrizada por la longitud de
arco s, y sean a(sg), ... ,a(sg) ¥ 8y, ..., O, respectivamente, los vértices y los

angulos externos de a. Entonces,

k
Si+1
f ky(s)ds + ﬂ Kdo + ) 0= 2,
Si R i=0

K
i=0 " Si

donde k4 (s) es la curvatura geodésica de los arcos regulares de a y K es la curvatura

Gaussiana de S.

(Perdigdo do Carmo, 2005, pag. 322)

Demostracion. Antes de hacer la demostracion matematica del teorema de Gauss

Bonnet local, se comienza con una interpretacion geométrica.

Vea la Figura 28.
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Figura 28.

Una interpretacion geométrica del TGBL.

f‘
N

a(s)

6o y
@ als,) I8,
7
ﬁ—/% X
—— I — S
% %5 9% 5i S Sku

Sabemos que a: [ — S es una curva parametrizada por la longitud de arco s,
entonces a(s) = X(u(s), v(s)) es la expresion de a en coordenadas.
Considerando w(s) = a’(s) el campo diferenciable de vectores tangentes unitarios
alo largo de a.

De la proposicion 4 tenemos,

k. (s) = {G dv Edu} do;
g\S T oJGEUYds Uds ds’

Da'(s)
ds

donde, k;(s) = [ ] y @; = @;(s) es una funcién diferenciable que mide el

angulo positivo de X, a a’(s) en [si'siﬂ] parai =0, ..., k.
Luego determinemos la curvatura geodésica para cada arco regular de a, esto es:

Parai =0,
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k. (s) = 1 {G dv Edu}+d<p0 45
gs_z\/G_E Yds Uds ds (45)
Parai =1,
1 dv duy do,
Ky (5) = =G gy~ B g+ e (46)
Asi sucesivamente:
Parai =k,
1 dv duy doy
— — _Ef 4y 47
kg (5) 2\/@{6” ds ds} ds (47)

Ahora, determinemos la integral de las curvaturas geodésicas de cada arco
regular de a sobre cada intervalo [s;, s;41], esto es:

Integrando (45) sobre el intervalo [sy, s1] tenemos,

JSlk()d —F( ! {G dv Edu}+d‘p°)d
o =) GVGEU ds T asS T Tds )

aplicando la propiedad de integral para la suma, obtenemos:

JSlk()d js( Cu_dv_ _Ey du)d +f51d(p°d (48)
s)ds = —_—— — | ds ——ds.
o ¢ s \2VGE ds 2vGE ds ., ds

Integrando (46) sobre el intervalo [sy, s,] tenemos,

fszk (s)d fsz( ! {G W_p du}+d‘p1>d
s)ds = ——1G,——E,—¢+—]ds,
s . \WGEU™ds Vds) ' ds

1

aplicando la propiedad de integral para la suma, obtenemos:

sz ky(s)ds =

1

f52< G, dv E, du) 2dg,
s
S1

—_—— —)ds+ | ——ds. 49
2VGE ds  2+/GE ds ds (49)

S1
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Asl sucesivamente:

Integrando (47) sobre el intervalo [sy, Sy41] tenemos,

Sk+1 Sk+1 1 dv du) doy
f kg(S)dS = f (—2 ,_GE {Gu E — Ev a} + K) dS,

Sk Sk

aplicando la propiedad de integral para la suma, obtenemos:

[ = [ (ot By [T o)
s)ds = ST T =-)as s 45
Sk 7 Sk 2VGEds  2VGE ds Sk ds

Enseguida, sumando miembro a miembro cada una las integrales (48), (49) y (50)

obtenemos:

k

k k
Si+1 Sit+1 G. dv E. du Si+1 do;
k sds=zf ( v B0 v —)dHZf i gs. (51
K i), \2JGEds 2VGEds s, ds GD

i=0

En efecto, de la ecuacion (51) tomemos,

K
ZfSHl( G, dv E, du)d
— — — S,
i), \2JGEds  2V/GE ds
y denotemos por,

o (52)

es decir,

k
Z jsiﬂ (P du N dv) p
. , ds q ds) **

Ahora utilicemos el Teorema de Green en el plano uv que afirma lo siguiente:

Si P(u,v) y Q(u, v) son funciones de clase C' en una region compacta A ¢ R2,
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cuya frontera es dada por u = u(s) y v = v(s), entonces,

Zk:fsi+1(PZ—u+Q ff a—Q—a—P dudv. (53)
i=0 "%

Reemplazando (52) en (53) tenemos,

k

> i i) = I (7 avee) ) e o0

i=0

esto es,

_ l f ((zjg_E)u + (25_) )dudv
) )

x Sl+1
Zf \(/;2_EZ_: - zjg_EZ_lsl) ds = %!J <(\/GGLE)u + <\/EGLE)I,> dudv. (55)

i=0 " Si

) dudv,

Sabemos que R es una region simple, es decir, R es homeomorfa a un disco en el
plano uv, entonces A = X~ 1(R).
Luego (55) queda como,

K s
21 s sz [ (), (@)

X~I(R) u v

> dudv. (56)

Ademés, como X es una parametrizacion ortogonal de (39), tenemos:

1 G, E,
== z@{(m)u ¥ (\/ﬁ)v}'

esto es,
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—2KVGE = (\/GGLE)H + (\/iLE),, (57)

Reemplazamos (57) en (56) tenemos,

LI,
1/ G, dv E, du) 1 ff
— = —)ds =+ —2KVGE )dudv
ZL (2\/(;5 ds 2+/GE ds 2 ( )

i=0 X~1(R)
k Si+1 Gu dv Ev du \/—

- _ —\)ds = — ff KVGEdudv. 58
ZO L (Zw/GE ds 2+/GE ds) NN 8

En el segundo miembro de (58), aplicamos la definicion 37 y obtenemos:

ifsiﬂ( G, dv E, du)d ff Kd (59)
—— —|ds = — o
&), \2N/GEds  2VGE ds .

Por otro lado, de (51) tomemos,

y por el teorema fundamental del calculo, tenemos,

k

Si+1
D) s [sol(s)]“‘”'l“
i=0
esto es,
k Si+1 (
Ttae;
>R ds—Zwl(sm) 0i(s0). (60)
i=0 " Si

Luego utilizando en el Teorema de Indice de Rotacion:

k k
D @ilsii) = @i(s) + )0 = 22,
i=0 i=0
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y como « estd orientada positivamente, tenemos que,

k k
> (9iCsian) — o)) = 2= >0 (61)
i=0 i=0

Reemplazando (61) en (60), obtenemos:

k
5i+1dq).
ZJ d—slds=27r—zei. (62)

Finalmente reemplazando (59) y (62) en (51), tenemos,

k Sit1 k
Zf kg(s)ds=—ffl(da+2n—29i,
i=0 "5 R i=0

esto es,

k k
Si+1
Zf ky(s)ds + ﬂ Kdo + Z 0, = 2. m(63)
i=0"5i R i=0

Por lo tanto, queda demostrado de manera clara y original el Teorema de Gauss
Bonnet Local.

4.2 APLICACION DEL TEOREMA DE GAUSS BONNET LOCAL
4.2.1 En particular, si tomamos un tridngulo geodésico en la esfera unitaria S2.
Aplique el Teorema de Gauss Bonnet Local.
Solucién. Sea T  S? un triangulo geodésico en S2.

Vea la Figura 29.
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Figura 29.

Teorema de Gauss Bonnet Local para un triangulo geodésico en S*.

Como cada lado C;, C, y C5 del tridngulo geodésico T es una geodésica, esto
significa que:

k,(s) = 0.
Entonces,

Jkg(s) ds = jkg(s) ds + jkg(s) ds + fkg(s) ds
o 1 ¢, Cs

23: f kg(s)ds =10 (64)

i=1 Ci

3
i=1

Ademas, sabemos que la curvatura Gaussiana de la esfera unitaria S? es K = 1,

asi que,

ﬂ Kdo = ﬂ 1ldo = area(T). (65)
T T

Por otro lado, sabemos que 68, 6, y 65 los angulos externos de T, y de la
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Figura 29 tenemos que,
pr+0=n = 60, =m—-p,
B2+ O=m = O, =m—ps,
Bzt+bs=1 = 6O;=m—p,
donde 4, B, y B3 son los angulos internos de T.

Luego,

e

~
Il
=

6; =0, +06,+06;

0; = 3m — (B1 + B2 + B3). (66)

"

~
1l
[y

Finalmente reemplazando (64), (65) y (66) en (63) obtenemos:

k Si+1 k
Zf kg(s)ds+ffl(da+29i=2n,
i=0 " Si R i=0

0+ area(T) + 3m — (B, + B, + B3) = 2m,

asi que,
B1+ B2 + 3 = m + area (T).

Por lo tanto,

B+ B2+ B3 > (67)
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4.2.2 Si tomamos el poligono de lados:
I
Cl:u=t,v=5, 0<t<m/2
C u=s,p=s—t 0<t<m/4
z.u—z,v—2 , <t<m/
C3: u= z t,v= z 0<t<m/2
3.u—2 ,v—4, <t<m/
Ci: u=0,v=t, n/4<t<m/2
sobre la esfera unitaria S2, parametrizado por,
X(u,v) = (cos usenv,senusenv,cosv),
donde, u € (0,2m) yv € (0, m).
Aplique el Teorema de Gauss Bonnet Local.
Solucion. Graficando el poligono sobre la esfera unitaria 2, tenemos:
Vea la Figura 30.

Figura 30.

Un poligono sobre la esfera unitaria S

A
v
T €i
E L
AC -1
ALy Xa(R) "Cé
Tr <l
4 G i
l
I
I
.
0 n u
2
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Enseguida determinamos:

X, = (—senusenv,cosusenv,0),

X, = (cosucosv,senucosv,—senv).
Esto es,

E = (X, ,X,) = sen?u sen?v + cos?u sen®v + 0,

E = sen?v.
F=(X,,X,) =—senusenvcosucosv+ cosusenvsenucosv+0,
F=0.

G = (X,,X,) = cos?u cos?v + sen?u cos?v + sen?v,
G=1.
Por otro lado, sabemos que la curvatura Gaussiana de la esfera unitaria S? es:
K =1.

Segun la definicion 37, tenemos,

ﬂchr= ff KVEG — F% dudv,

x71(R)

= EG — F? dudv,

x~I(R)

_ ff JGen?n) (1) — 02 dudv,

X~H(R)

= U v/ sen?v dudv,

x71(R)
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= ﬂ |sen v| dudv,
X~1(R)

Como v € (0, ), tenemos que,

= f f sen v dudv,

X~1(R)
/2 rm/2
f sen v dudv,

v[;) /4
/2 /2
= f [f senv dvl du,
0 /4

n

= fz— [cosm/2 — cosm/4] du,
0
742

=f —du,
0o 2

ﬁf%
=—| du,
2 0

V2
=539

esto es,

f f Kdo = ”T\/E. (68)
R

Por otro lado, notemos que los lados C;, C, y C, son geodésicas, esto
significa que:

ky(s) = 0.
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Entonces,
fkg(s) ds = fkg(s) ds = fkg(s) ds = 0.
C1 Cz C4

En cambio, como el lado €3 no es una geodésica, su curvatura geodésica

sera:
(kg) —_ L
g/v=constante=m/4 ZE\/EJ
_ 2senvcosv
2 sen?vy1
= —cotv,
= —cotm/4,
(kg)v=constante=n'/4 = -1
Luego,
T
2
fkg(s) ds =f —1ds,
Cs 0
n
2
jkg(s) ds = _f ds, (69)
Cs3 0

Sabemos que el elemento de longitud de arco ds de S?, se escribe como,

(&) == 2 (@) o (H)-

Entonces,
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(@) =5 o (@)oo
T 0

Enseguida reemplazando (70) en (69) tenemos,

2

T
2 du
= — f VE (—) dt,
0 dt
T
2 du
=— v/ sen?v (—) dt,
. dt

T
2

=— f (senv) du,
0

como v = 1t /4, tenemos,

A

2
= —f senm/4 du,
0

ﬁf%
=—-——1 du,
2 0

V2
-1z

V2
fkg(s) ds = —nT.

C3
Esto es,
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24: fkg(s) ds = _nTZ (71)
¢

Seguidamente, como las curvas coordenadas son ortogonales, puesto que X

€s una parametrizacion ortogonal, tenemos,

0; = 4(m/2),

-

~
Il
Juy

6, = 2m. (72)

4
i=1
Finalmente reemplazando (68), (71) y (72) en (63) se verifica el Teorema

de Gauss Bonnet Local.

131

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

V. CONCLUSIONES

En este estado de emergencia sanitaria que pasa nuestro pais y el mundo, fue
complicado recurrir a personas entendidas en el area de Geometria Diferencial para
recibir sus aportes en ciertos conceptos y definiciones de éste trabajo de

investigacion.

El Teorema de Gauss Bonnet Local nos sirve para relacionar los tipos de geometria,
la Euclidiana (superficies con curvatura cero), la esférica (superficies con curvatura

positiva), y la hiperbdlica (superficies con curvatura negativa).

En el Teorema de Gauss Bonnet Local se unen los conceptos de curvatura Gaussiana

de una superficie regular y curvatura geodésica de una curva regular en la superficie.

El Teorema de Gauss Bonnet Local sirve para hacer el estudio y la demostracion del

Teorema de Gauss Bonnet Global.

Existen pocas aplicaciones del Teorema de Gauss Bonnet Local.
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VI. RECOMENDACIONES

6.1 En este estado de emergencia sanitaria que pasa nuestro pais y el mundo, se
recomienda habilitar las Bibliotecas Especializadas de las diferentes Escuelas
Profesionales de la Universidad Nacional del Altiplano, para que asi se pueda hacer

el estudio exhaustivo de los trabajos de investigacion.

6.2 Se recomienda que la Universidad Nacional del Altiplano adquiera software
especializados como Wolfram Mathematica, Matlab y pizarras interactivas que

sirvan para la exposicion de dichas superficies.

6.3 Se recomienda que la Escuela Profesional de Ciencias Fisico Matematicas invierta
presupuesto en recursos humanos, enviando alumnos y profesores al extranjero de
modo que puedan hacer el posgrado y asi conocer mas sobre Geometria Diferencial

y otras areas de la matematica.

6.4 Se recomienda usar el Teorema de Gauss Bonnet Local para resolver el Teorema de

Gauss Bonnet Global.

6.5 Dada la importancia del Teorema de Gauss Bonnet Local, se recomienda a

introducirse a buscar mas aplicaciones en matematica y fisica.
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