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RESUMEN

La presente investigacion titulada Particion de la unidad y sus aplicaciones: teorema de
Tietze diferenciable. Tiene por objetivo describir las funciones auxiliares, las definiciones,
proposiciones, lemas, teoremas y las aplicaciones de la particién de la unidad, considerando
tanto su fundamento tedrico como sus consecuencias; y como objetivo especfico, probar
el teorema de Tietze diferenciable considerando el marco tedrico descrito.
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ABSTRACT

This research titled drive partition and its applications: Tietze theorem differentiable.
Objective is to describe the auxiliary functions, the definitions, propositions, lemmas,
theorems and applications of the drive partition, considering both its rationale and its
consequences; and as specific objective, testing the Tietze theorem differentiable conside-
ring the theoretical framework described.
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INTRODUCCION

La presente investigacion intitulada PARTICION DE LA UNIDAD Y SUS
APLI- CACIONES: TEOREMA DE TIETZE DIFERENCIABLE, esta centrada en
el area de variedades diferenciables; para obtener los resultados que se espera de la
investigacion se desarrolla un conjunto de definiciones, teoremas, lemas y
proposiciones preliminares necesarios para la orientacion de la investigacion.

El argumento principal de la presente investigacion es la particion de la unidad, el
objetivo que se pretende de alcanzar es analizar y demostrar el teorema de tietze
diferenciable.

El estudio de las variedades diferenciables proporciona la posibilidad de obtener
resulta- dos que se involucran en razones de cambio, se busca presentar conceptos
que ayuden a interpretar de forma mas sencilla en problema y el objetivo del estudio.

La hipotesis que pretende esta investigacion es como la particion de la unidad
y sus aplicaciones dard” una demostracion al Teorema de Tietze Diferenciable.
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Capitulo 1

1. Planteamiento del Problema, Antecedentes y
Objetivo de la Investigacion

1.1. Planteamiento del Problema

La noci n de partici n de la unidad es una herramienta importante en el estudio
de las variedades diferenciables, este concepto permite obtener resultados locales y
generales. Para mostrar la existencia de partici n de la unidad, se necesita imponer
algunas restricciones a las variedades, suponiendo que las variedades son de Hausdorff
y separables. El presente trabajo de investigacion se propone desarrollar en variedades
diferenciables para demostrar el Teorema de Tietze Diferenciable, haciendo uso la
Partici n de la Unidad y sus Aplicaciones .

La investigacion se desarrolld bajo la siguiente interrogante:
¢, Como se puede utilizar la partici n de la unidad y sus aplicaciones en la demostraci n
del Teorema de Tietze Diferenciable?

1.2. Antecedentes de la Investigacion

LAGES LIMA, Elon,(2007) “Variedades Diferenciables” [1]. En su texto de varie-
dades diferenciables de posgrado, la partici n de la unidad y sus aplicaciones demuestra
en pocas lineas el teorema de Tietze diferenciable. En mi investigacion se propone demos-
trar el teorema de Tietze diferenciable en forma rigurosa y detallada.

PLAZA, Sergio,(2003) “Analisis en Varias Variables” [7]. En su texto de Analisis en
Varias Variables de posgrado, muestra que la partici n de la unidad son de Hausdorff y
separables, tiene por objetivo presentar la existencia de una clase especial de funciones
cototos(bump functions). En mi investigacion se propone desarrollar el teorema de Tietze
Diferenciable construyendo la existencia de una clase especial de funciones cototos para
10
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demostrar el teorema de Tietze Diferenciable.

RAMIRES LOSADA, Enrique,(2012) “Topologia II” [10]. En su texto de Topologia Il
desarrolla una herramienta llamada Axiomas de Separaci n, obteniendo el Teorema(Lema
de Urysohn) y este lema tiene aplicaciones de Teorema extension de Tietze.
http://www.emis.de/journals/DM/vX1/art6.pdf, (2012) “Teorema de Extension
de Tietze” [11]. En este trabajo se hace un repaso a diferentes demostraciones que ha
tenido el Teorema de Extensi n de Tietze, debidas a Hausdorff, Bohr, Urysohn y Maldel-
kern (Esta Gltima es la mas simple y reciente).

En la Escuela Profesional de Ciencias Fisico Matematicas de la UNA-Puno no se ha
encontrado trabajos de investigacion en el area de Variedades Diferenciables.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Estudiar la partici n de la unidad y sus aplicaciones para la demostraci n del teorema
de Tietze diferenciable.

1.3.2. Objetivos especificos

= Estudiar espacios topol gicos compactos.

= Demostrar la existencia de la partici n de la unidad subordinada a un cubrimiento
abierto de una variedad.

= Demostrar las aplicaciones de la Partici n de la Unidad.

11
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Capitulo 2

2. Marco Teorico

En este capitulo presentaremos un resumen de los resultados basicos necesarios para
el desarrollo de los capitulos siguientes.

2.1. Topologia

Definicidon 2.1 Sea X = @, se denota P (X) al conjunto potencia de X (es decir

el conjunto formado por todos los subconjuntos de X). Decimos que t € P (X) es una
topologia sobre X si y solo si:

i) 0,X et
||) U,Uert=>UnU,ex

i) U,y ct= U, et
AEA
Si T es una topologia sobre X entonces los elementos de t son Ilamados conjuntos t-
abiertos.
Se dice que el par (X, t) es un espacio topol gicosiysolosi X =@yt € P(X) es una
topologia sobre X.

Definicidbn 2.2 Una familia p c t© es una base para (X, 1), si y solosi dado U ety
p € U, se tiene que existe un B € tal quepe B c U.

Definicidn 2.3 Sea (X, t) un espacio topologico e Y c X, la coleccion
w={YnU:Ue1}

es una topologia sobre Y, denominada topologia de subespacio o topologia relativa.
Con esta topologia, Y se denomina subespacio de X; sus abiertos son todas las intersec-
ciones de conjuntos abiertos de X con Y.

12
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Lema 2.1 Sean B una base para la topologia de X e Y c X, entonces la coleccion
By ={BnY : B eB}
es una base para la topologia de subespacio sobre Y .

Cuando se trabaja con un espacio X y un subespacio Y, se necesita ser cuidadoso al
utilizar el termino conjunto abierto.
Se dara la siguiente definici n.

Definicidn 2.4 Si Y es un subespacio de X, se dice que un conjunto U es abierto en
Y (o abierto relativo a Y ) si pertenece a la topologia de Y ; esto implica, en particular que
es un subconjunto de Y. Se dice que U es abierto en X si pertenece a la topologia de X.

Lema 2.2 Sea Y un subespacio de X. Si U es abierto en Y e Y es abierto en X,
entonces U es abierto en X.

Definicidon 2.5 Sea (X, t) un espacio topologico. Un subconjunto A de X es un con-
junto cerrado en (X, t), si X — A es abierto en (X, ).

Teorema 2.1 Si (X, 1) es un espacio topologico, entonces:

1. @ y X son conjuntos cerrados.

2. La interseccion de cualquier coleccion de subconjuntos de (X, t), es un conjunto
cerrado.

3. La unidn de cualquier coleccion finita de subconjuntos cerrados de (X, t) es un
conjunto cerrado.

Demostracion.

1. @y X son cerrados porque son los complementos de los conjuntos abiertos X vy 0,
respectivamente.

2. Dada una colecci n de conjuntos cerrados {A,}c3, aplicamos la ley de De-Morgan,

AN
X - A= I:(X - Ay)

aeld [VA=N)

13
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Puesto que los conjuntos X - A, son abiertos por definici n, la parte derecha de
la ecuacion reqesenta una unidn arbitraria de conjuntos abiertos, y asi, es abierto.
Por lo tanto, A, es cerrado.

3. De manera similar, si A; es cerrado para i = 1,..., n, consideremos la ecuacion

r N
X - Ai= (X - Ai).

i=1 i=1

El conjunto de la parte derecha de esta ecuacion es una irit_ersecci(')n finita de con-
juntos abiertos y es, consiguientemente, abierto. De aqui, A, es cerrado.

Teorema 2.2 Sea (X, t) un espacio topologico, Y c X, entonces un conjunto A es
cerrado en Y si, y solo si, es igual a la interseccion de un conjunto cerrado de X con Y.

Teorema 2.3 Sea (X, t) un espacio topologico, Y ¢ X. Si Aescerrado en Y e Y es
cerrado en X, entonces A es cerrado en X.
Definicidn 2.6 Sea X espacio topologico.

1. Si A c X. La clausura cl,(A) = A de A es la interseccion de todos los conjuntos
cerrados que contienen a A.

2. Si A c X. El Interiorint.(A) de A es la unidn de todos los conjuntos abiertos que
son subconjuntos de A.

Lema 2.3
1. La clausura A es un subconjunto cerrado de X.
2. AcCcA.

3. SiAc K c X con K cerrado, entonces A c K.

Lema 2.4
1. El interior int(A) es un subconjunto abierto de X.
2. int(A) c A.
3. SiUc A c X con U abierto, entonces U c int(A).

14
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Teorema 2.4 Sean (X, t) espacio topologico, Y c X subespacio, y A CTY un subcon-
junto. Sea A la clausura de A en X. Entonces la clausura de AenY esY A.

Definicidn 2.7 Sean (X, t) espacio topologico, U ¢ X subconjunto, x € X. Decimos
que U es una vecindad de x, si Xx € U y U es abierto en X.

Definicidbn 2.8 Un (X, t) espacio topologico, se dice que tiene base numerable en x
si existe una coleccion numerable B de vecindades de x, tales que cada vecindad de x

contiene al menos a uno de los elementos de B. Un espacio que tiene una base numerable
en cada uno de sus puntos se dice que tiene una base numerable.

Teorema 2.5 Sea (X, t) espacio topologico, A ¢ X subconjunto y x € X.
1. Entonces x € A si, y solo si, cada conjunto abierto U que contiene a x intersectaa

A.

2. Sea B una base para X. Entonces x € A si, y solo si, cada elemento basico B que
contiene a X intersecta a A.

Definicidon 2.9 Un espacio topologico (X, t), se denomina espacio de Hausdorff si
para cada par X;,X, de puntos distintos de X, existen vecindades U; y U, de X; y X»
respectivamente, que son disjuntos.

Teorema 2.6 Si X es un espacio de Hausdorff, entonces una sucesion de puntos de
X converge a lo sumo a un punto de X.

Definicion 2.10 Sean (X, tx), (Y,1y) dos espacios topologicos.
1.- Decimos que f: X — Y es (1x, Ty )-continua si, y solosi, V €1y = 1 (V) e1y.

2.- Decimos que T : X — Y es (1x,ty)-continua en p € X si, y solo si, Yw € V¢, tal que
f(V) cw

se sigue que: T : X = Y es (tx,ty)-continua si, y solo si, T es (tx,ty)-continua en
p: Vp € X.

Definicion 2.11 Sea (X, t) un espacio topologico y C = {C,},ca Una familia de

subconjuntos de X. Decimos que C es una familia localmente finita si todo punto x € X,
15
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tiene un entorno que intersecta a C, solo para un numero finito de valores de a.
Mas precisamente, C es localmente finita si y solo si para cada x € X, existe un entorno
V con x €V y existe A c A subconjunto finito (0 vacio) de indices tales que

VnC,=70, Vo e A- A

Observaciones:

1.- Sea (X, ) un espacio topol gicoy C = {Cy}uea una familia localmente finita. Si
K c X es un subconjunto compacto entonces existe A = A'(K) c A finito o vacio
tal que K nC,=0,Ya e A= A.
En efecto: Considere el cubrimiento de K dado por los entornos abiertos que in-

tersectan finitos elementos de C, para cada punto de K. De la compacidad de K,
existe un subcubrimiento finito de tales entornos que cubren K, asi obtenemos que
son finitos los elementos que intersectan a K.

En particular, dada una familia localmente finita C = {Cy}qeca €n un espacio com-
pacto X, se tiene C, salvo para un numero finito de indices a.

2.- Sea (X, 1) un espacio topol gicoy C = {C,},ca uUna familia localmente finita, se
cumple:

3.- Sea (X, ) un espacio topol gico localmente compacto y C = {C}uea Una familia
de subconjuntos de X. Entonces C es localmente finita si y sblo si dado K c X
compacto, existe A’ = A (K) c A finito tal que C,= 0, Yo € A—- A.

4.- Si (X, ) un espacio topol gico con base numerable y C = {Cy}qea Una familia
localmente finita, entonces existe A ¢ A" numerable tal que C,= 0, Ya € A- A
Ejemplo 2.1 La familia
C={(n,+©)cR:n=0,1,2,..}

es localmente finita.

Ejemplo 2.2 Toda familia finita es localmente finita.

16
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2.2. Espacios Compactos

Definicidn 2.12 1. Una coleccion A = {U,}, de subconjuntos de X se dice que
cubre X, o que es un cubrimiento de X, si X = _;{U,}.

2. Se dice que A es un cubrimiento abierto de X si es un cubrimiento de X formado
por conjuntos abiertos de X.

3. Un espacio X se dice que es compacto si cada cubrimiento abierto de X, podemos
extraer una coleccion finita que también cubre X.

Ejemplo 2.3 Un espacio topol gico X que contenga un numero finito de puntos es
trivialmente compacto, desde que cualquier cubrimiento por abiertos de X es finito.

Ejemplo 2.4 La recta real R no es compacta, pues el cubrimiento de R por intervalos
abiertos
A={(n-1n+1):neZ}

no contiene ninguna subcolecci n finita que cubra R.

Ejemplo 2.5 La recta real R en la topologia trivial es compacta, desde que los Gnicos
cubrimientos abiertos son las colecciones {R} y {?, R}, los cuales son finitos.

Ejemplo 2.6 El subespacio
X ={O}U{r11 :n € N}

de R es compacto.

Lema 2.5 Sea Y un subespacio de X. Entonces Y es compacto, si, y solo si, cada
cubrimiento de Y por abiertos de X contiene una subcoleccion finita que cubre Y .

Teorema 2.7 Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.
Teorema 2.8 Cada subespacio compacto de un espacio de hausdorff es cerrado.
Lema 2.6 Si Y es un subespacio compacto de un espacio de Hausdorff X y X, no

esta en Y, entonces existen abiertos disjuntos U y V de X conteniendo a X, y a Y

17
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respectivamente.

Ejemplo 2.7 Los intervalos (a, b],[a,b) y (a, b) no son cerrados en R, luego los inter-
valos no pueden ser compactos.

Teorema 2.9 La imagen de un espacio compacto bajo una aplicacion continua es un
espacio compacto.

Teorema 2.10 Sea f: X -— Y una funcion continua y biyectiva. Si X es compacto
e Y es de Hausdorff, entonces ¥ es un homeomorfismo.

2.3. Compacidad Local

Definicion 2.13 Un espacio X se dice que es localmente compacto en x si existe un
subespacio compacto C de X que contiene un entorno de X:

xeV cCcX

Si X es localmente compacto en cada uno de sus puntos, diremos que X es localmente
compacto.

Ejemplo 2.8 Todo espacio compacto es localmente compacto.

Ejemplo 2.9 La recta real R no es compacto, pero es localmente compacto. Cada
punto X € R esta contenido en el subespacio compacto C =[x = 1,x + 1] el cual contiene
la vecindad V = (x - 1,x + 1).

Ejemplo 2.10 El espacio R" es localmente compacto, cada punto X = (Xy, ..., X,) €
R" esta contenido en el subespacio compacto.

C =[x -1,xg +1] x ... x [Xy = 1,X,+ 1]
el cual contiene la vecindad.

V=X -1X+1)x..xX,-1X,+1)

18
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2.4. Axiomas de Separacion

Definicidon 2.14 Sea (X, t) un espacio topologico. Se dice que (X, ) es de Ty, si y
solo si cualesquiera dos puntos x,y € X (X =y), existe un abierto U de X tal que x € U,
yéUoyeUyxéU.

Definicidon 2.15 Sea (X, t) un espacio topologico. Se dice que (X, t) es T, si y solo
si, dados x,y € X (X =y) existen abiertos U, V de X talesquex e U, y¢ U, yeV y
X¢£V.

Observacion: T, = T,.

Ejemplo 2.11
Un contraejemplo X = {1,2} con t = {o, X, {1}}. Entonces X es T, pero no es T;.

Proposicion 2.1 (X, t) es T, si y solamente si todo conjunto finito de puntos de X
es cerrado.
Esto es equivalente a pedir que los conjuntos de la forma {x} con x punto, son cerrados.

Definicidon 2.16 Sea (X, t) un espacio topologico. Se dice que (X, ) es espacio de
Hausdorff si y solamente si, para cualesquiera de los dos puntos X, y € X (x = y) existen
abiertos disjuntos U,V tales quex e UeyeV

Definicidon 2.17 Sea X el espacio topologico. Se dice que X es regular si y solamente
si dados x € X y C cerrado en X, tales que x € X \ C, existen U V abiertos ajenos con
xeUyCclV.

Ejemplo 2.12 Sea un contragjemplo.
(R, t) es T, pero no es regular.

Definicion 2.18 (Completamente regular) Sea X un espacio topologico. Se
dice que X es completamente regular si y solamente si dados x € X y C cerrado en X
con x € X \ C, existe una funcion continua f : X — I, 1 =[0,1], tal que f(x) =1y
f(C)=0.

Observacion: Si X es completamente regular, entonces X es regular.

19
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Definicion 2.19 (Normal) Sea X un espacio topologico. Se dice que X es normal
si y solamente si dados C;, C, cerrados ajenos en X, existen U, V abiertos tales que

ClcuyCZCV.

Definicion 2.20 (T3) Sea X un espacio topologico. Se dice que X es T si y sola-
mente si X es regular y T.

Ejemplo 2.13 Sea un contraejemplo: Espacio topol gico que si es regular pero no es
To.

Sea X conjunto y t la topologia indiscreta. Si X tiene al menos un punto, X no es Tg
pero si es regular y completamente regular.

Definicion 2.21 (Tychonoff) Sea X un espacio topologico. Se dice que X es
Tychonoff si y solamente si, X es completamente regular y Tj.

Definicion 2.22 (T4) Sea X espacio topologico. Se dice que X es T, si y solamente
si X es normal y T;.

Observacion: Si X es Tychonoff, entonces X es Ts.

Lema 2.7 Sea X un espacio topologico donde los conjuntos unipuntuales son cerrados.

i) X es regular si, y solo si, dado un punto x de X y un entorno U de X, existe un
entorno V de x tal que V c U.

i) X es normal si, y solo si, dado un conjunto cerrado A y un conjunto abierto U que
contiene a A, existe un conjunto abierto V que contiene a A tal que V c U.

2.5. Lema de Urysohn

Decir que un espacio X es normal resulta ser una suposicion muy fuerte. En particular,
los espacios normales admiten muchas funciones continuas:

Teorema 2.11 (Lema de Urysohn) Si A, B son conjuntos cerrados disjuntos
de un espacio normal X, entonces existe una funcion continua f : X — [0, 1] tal que
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para todo a € A, f(a) = 0 y para todo b € B, f(b) = 1. Este lema tiene muchisimas
grandes aplicaciones:

a) Teorema de metrizacion de Urysohn. Si X es un espacio normal con una base con-
table (i. e. segundo-contable), entonces podemos usar la abundancia de funciones
continuas de X en [0, 1] para asignarle coordenadas a los puntos de X para obtener
un encaje de X en R®. De aqui, podemos ver que cada segundo-contable espacio
normal es un espacio métrico.

b) Teorema de extension de Tietze. Sea A un subconjunto de un espacio X y f: A ——
[0, 1] una funcibén continua. Si X es normal y A cerrado en X, entonces podemos
encontrar una funcion de g : X -— [0,1] tal que g|a = f, es decir, g es una
extension de f en X.

¢) Encaje de variedades en RN. Un espacio X es una n-variedad topologica si para
cada punto x € X, existe una vecindad abierta U, tal que U, es homeomorfo a una
n-bola abierta.
Desarrollando una herramienta Ilamada particiones de unidad, obtenemos el si-
guiente teorema: Toda n-—variedad compacta es homeomorfa a un subespacio de
algiin RN .

Teorema 2.12 (de Extension de Tietze) Sea X un espacio topol gico nor-
mal y Y un subespacio cerrado de X. Entonces, para toda funcion continua
f:Y — [-11]tal que F|y =F.

Demostracion. Dividimos el intervalo en los siguientes sub intervalos.

L
W = =—t—
W | = —t
—

Figura 1:

Sean 1, = f-1-1,-1/3], I, = f-[-1/3,1/3], 15 = F1[1/3,1]
Entonces 1, y I3 son cerrados en Y, pero como Y es cerrado en X, entonces I, e I3 son

cerrados en X y I, nl3 = ¢. Entonces existe una funcion continua g, : X — [-1/3,1/3].
21
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lgo(X)] < 1/3, ¥xeX
Calculemos |f - gol:
i) Sixely, F(X) - go(X) £ —2/3 pues F(xX) < -1 y go(X) < —-1/3.
i) Six els, F(X) — go(X) < 2/3 pues f(x) < 1ygo(x) < 1/3.
iii) Six & 1, ul3, entonces F(X) — go(X) < 2/3 pues es la maxima diferencia.

Por lo tanto |[f - go| < 2/3.
Ahora, definimos

(F-go): Y — [-2/3,2/3]

Wil

Nl
Nel I N
| DN

Figura 2:

Sean J; = (f —go) " 1[-2/3, -2/9], 3, = (f -9o) 1[-2/9, 2/9], I3 = (f —go) "1[2/9, 2/3].
Entonces J; y J3 son cerrados en X (Primero en Y) y J; nJs; = ¢. Entonces existe
01: X — [-2/9,2/9] continua tal que g;1];, = —2/9 Yy Q,|3, = 2/9.

Entonces

lg:()| < 2/9 = (1/3) (2/3)".
de donde
[(FO) - 9o(x) - G(0))| < (2/3)° = 4/9.
Consideremos ahora

(fF-go-g1): Y — [-4/9,4/9)]

22
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Figura 3:

Y sean Ky = (f - 9o — 01)"Y[-4/9, —-4/27], K, = (f - go — 91) "1 [-4/27,4/27),
K; = (f - 9o — 01)[4/27,4/9].
De manera analoga a las anteriores, como K; y K3 son cerrados en X y K; n Kz = o,
existe g, : X — [=4/27,4/27] continua, tal que gz|x, = —4/27 y 0,|k, = 4/27.
Entonces

l92(X)| < 4727 = (1/3) (2/3)°.
de donde
[(F) - o(X) - 9(x) - G2(x)| < (2/3)° = 8/27.
Si continuamos inductivamente, tenemos una funcion continua
On: X —— [=(1/3)(2/3)", (1/3) (2/3)"].
tal que

lon(¥)| < (173) (2/3)".

X 1
f) - gk < (/3"

i=0
Para todo x € Y. Sea

X
F¥) = 6.

i=0

Por demostrar:
e F: X — [-1,1].

. Fly =f.
23
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» T es continua.

Primero, se ve que |gn(X)| < (1/3) (2/3)", de donde

[] 0
=>< 2 1 1
=0 ,d=1
3i=0 3 3 1- 2
3
Que converge, entonces g; converge. Ademas,
X
gi(x) <1
i=0
Por loque F : X — [-1,1].
Como:
> 1.8
f(x) - gi(x) < (2/3)""".

i=0

Para todo x €Y, entonces si n —— oo, (2/3)"*" —— 0. Asi que F ly =F.

Por Gltimo,
X X > XX 1 X g
F-  axX) = gx) -  gi(x) = gi(x) < 3 3
i=0 i=0 i=0 i=n+1 i=n+1
2 " X o T 2 "

<
3 3_ 3 3

Asi que, para todo x € X,
X 2 n
F- gi(x) <
. 3
i=0
Converge uniformemente. Recordando que la convergencia uniforme de funciones conti-
nuas es continua, concluimos que F es continua.
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Variedades Diferenciables

En las siguientes secciones, presentaremos un resumen de los conceptos y resultados
basicos sobre Variedades Diferenciables para el desarrollo del Capitulo 4.

2.6. Superficies

Definicidon 2.23 Sea U ¢ R™ un abierto. Una aplicacion diferenciable
f:U — R™" se llama INMERSION si, para cada x € U, la derivada f (x) : R™ ——
R™* es una transformacion lineal inyectiva.

Ejemplo 2.14 La funcion inclusion.

i:R" — R™xR"=RM™"
X 7= (x,0)

Esta funcion es una transformacion lineal, i es diferenciable en U = R™, ademas i (x) = i
es inyectiva para todo x € R™, por lo tanto deducimos que la funcidén inclusi n es una
inmersion

Definicion 2.24 Sea U, ¢ R™ un conjunto abierto, ¢ : Uy —— R" una inmersion
de clase CX, se dice que es un MERGULLO DE CLASE C* de Uy en R" si ¢ es un
homeomorfismo de U, sobre ¢(Up).

Definicidbn 2.25 Sea V, ¢ R" un conjunto abierto, una parametrizacion de clase CX
y dimension m del subconjunto V, es un mergullo ¢ : Uy — V, de clase C¥, donde
Uy = ¢71(Vp) es un abierto de R™

Observacion Respecto a la inyectividad de ¢ (x) : R™ —— R", recordemos que las
condiciones siguientes son equivalentes:

1. ¢ (x) : R™ —— R" es inyectiva.

2. g:z (x) = ¢ (x).6j j =1,.., m son vectores linealmente independientes.
.. . a¢i _ .
3. La matriz jacobiana n x m, J¢(x) = oxd (x) , tiene rango m; es decir , alguno de

sus determinantes menores m x m es diferente de cero.
25

Repositorio institucional UNA - PUNO




R11, . ,
TESIS UNA-PUNO “"“: | A

Altiplano

RH A
(v

k’_\ R”l
/“’ o %»

Figura 4:

Proposicion 2.2 Sea ¢ : U ¢ R™ —— R" una funcion diferenciable en u € U. Si
Jo(u) tiene algln determinante menor m x m diferente de cero, entonces los vectores
¢ (x).j, J =1,..,m son linealmente independientes.

Proposicion 2.3 Sea ¢ : U ¢ R™ —— R" una funcion diferenciable en u € U. Si
¢'(x).ej, J = 1,..,m son linealmente independientes, entonces f'(u) :R™ — R" es
inyectiva.

Ejemplo 2.15 Parametrizaciones de dimension 1 en R"
Sea J un intervalo abierto de nimeros reales. Un camino de clase CK, ¢ : J — R", es un
mergullo siy solo si ¢ : J — &(J) es un homeomorfismo y ¢ (t) = 0, para todo t € J

Observacion Existen inmersiones inyectivas de clase C* de un intervalo abierto de los
reales en R? que no son homeomorfismos sobre su imagen. Esta situaci n se ilustra en la
siguiente figura.
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Figura 5:

Se observa que una vecindad de p no se puede ver como imagen de un homeomorfismo
de un intervalo abierto J.

Ejemplo 2.16 Parametrizaciones de dimension 2 en R®
Sea Uy un subconjunto abierto de R? y ¢ : Uy —— U = ¢(U,y) ¢ R dada por:

o(u, V) = (9'(u, v), ¢*(u, V), 6°(u, v))

una parametrizacion de clase CK.
El conjunto U = ¢(U,) se llama superficie local.
La independencia lineal de los vectores

o0 _ 0t ap? 9¢° op _ o' op? o¢°
ou  Ou ' du’ du ov. ov' ov' oov
es equivalente a
0d 5 o) —0
ou ov

o 06

El vector n =n(u, v) = ou x U se llama vector normal a U en el punto ¢(u, v).

27
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R n(wu,v)

S

Figura 6:

Definicion 2.26 Una superficie m-dimensional de clase C* en R" es un subconjunto
no vacio M = M™ c R", en el cual todo punto p posee una vecindad abierta U dotada
de una parametrizacion de clase C¥ y dimension m.

A RII

Y

Rm

Figura 7:

Observacion El conjunto M tiene la topologia inducida de R". Asi, la vecindad
abierta U de p es la interseccion de M con un conjunto abierto de R".
El nimero n — m se llama codimension de M en R"

Definicidn 2.27 Una superficie de dimension n en R™* se llama Hipersuperficie.
28
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Observacion Los casos extremos de superficies son:

1. Una superficie cero-dimensional en R" es un conjunto(discreto) de puntos aislados.

2. Una superficie de dimension n en R" es un conjunto abierto de R"

Ejemplo 2.17 La esfera unitaria S" = {y € R™! : hy,yi = 1} es una superficie de
clase C* y dimension n en R"*1

Y

Y

Figura 8:

Cambio de Coordenadas

Sean M = M™ c R" una superficie de clase CKy ¢ : Uy ¢ R™ — U una parame-
trizacion del abierto U ¢ M. Los puntos de U son determinados por m cantidades (0
parametros):

x ., x™)eUp7- p=o(x, .., x") eU

Si V, es un conjunto abierto de R™ y & : V, — U es un difeomorfismo de clase CK,

entonces v = ¢ * § : Vo — U es también una parametrizacion de U. La aplicacion & se
Illama cambio de coordenadas
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Figura 9:

Mostraremos ahora que esta es la Unica manera de obtener nuevas parametrizaciones
de U.
Sidp:Up— Uywy:Vy— V son parametrizaciones de M tales que U nV = {, es claro
que la aplicacion € =yt ¢ : o1 (U nV) - y}(U nV) es un homeomorfismo entre
abiertos de R™.

M

o

- |4 W

Figura 10:

Observacion No se puede concluir de inmediato la diferenciabilidad de y™* « ¢, ya
que w1 no esta definida en un abierto de R". Para salvar esta dificultad, se presenta la
proposicion seguiente, que da informacion de una situaci n un tanto mas general.

Proposicidon 2.4 Sean V, un subconjunto abierto de R™ y y :V, —» V una parame-
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trizacion de clase CK del conjunto V ¢ R". Dados U, ¢ R", abierto, yf: Uy —» V ¢ R"
de clase CK, entonces:

1. La compuesta y* ¢ f: Uy — V, € R™ es de clase CK.

2. Para x e Upyz =y« f(x) tenemos:

R" A R™ vV

Y

s ‘/”

Figura 11:

Corolario 2.1 Sean U y V, subconjuntos abiertos en R™ y ¢ : Uy = V, v : V; —
V parametrizaciones de clase C* del mismo conjunto V < R". Entonces el cambio de
coordenadas &:wy! ¢ ¢ es un difeomorfismo de clase CX.

El corolorio anterior permite extender el concepto de aplicacion diferenciable, hasta ahora
definido solo en el caso en que el dominio es abierto del espacio euclidiano.

Definicion 2.28 Sea M™ c R" una superficie de clase CX. Decimos que una apli-
cacion f : M — RS® es diferenciable en un punto p € M si existe una parametrizacion
¢ Uy — U declase CK, con pe U, tal que f * ¢ : Uy » RS es diferenciable en el punto

Po = ¢~(p) € Uo.

Observacion La definici n 2.28 no depende de la parametrizacion.

En efecto: sea y una parametrizacion (arbitraria) de clase C* de una vecindad de p. De

la parte b) de la demostraci n del corolario 2.1, ¢~ ¢ y es diferenciable en y~*(p). Pero
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por definici n f - ¢ es diferenciable en ¢=1(p), de modo que por el calculo diferencial en
espacios euclidianos; es decir, por la regla de la cadena f -y = (f - ¢) * (¢71 * y) es
diferenciable en y~(p). Por lo tanto, la definici n anterior no depende de elecci n de la
parametrizacion escogida. Podemos visualizar lo dicho en el siguiente figura. Se ve como
extender a la aplicacion f : M™ — RS la nocion de clase CK. Ademas, se observa que tal
nocion tiene sentido cuando M es una superficie de clase CK.

¥ (UND) ¢ (UnD)

Figura 12:

Definicidn 2.29 Sean M™ ¢ R" y N" c RS superficies de clase CK, decimos que
f:M — N es diferenciable en p.

Analogamente se define £ : M™ — N de clase C* para cada p € M debe existir una
parametrizacion ¢ : Uy — U ¢ M, de clase CK, conpe U, tal que f* ¢ : Uy > N c RS
sea de clase CK,

Proposicion 2.5 Para que f : M — N sea de clase C es necesario y suficiente
que, para todo p € M existan parametrizaciones de clase CK, v : V; - V ¢ N y
¢ Uy > Uc M, conpeU, fU) cV,talesquey™? Ff:¢:Uy—-> V, cR"
sea de clase CK.
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Figura 13:

Corolario 2.2 Sif:M - N yg:N — P son de clase C, entonces g f: M — P
es de clase CX.

Observacion Si M™ c R' es una superficie de clase CK, entonces la aplicacion de
inclusion i : M™ — R" es de clase CK. Del mismo modo, si M™ c W, donde W es
un abierto en R", la aplicacion de inclusion i : M — W también es de clase CK. Si
f:W — RS esde clase C¥, entonces la restriccion flyy =f *i:M — RS es de clase CX,
por el corolario 2.2

El Espacio Tangente

Una caracteristica importante de las superficies diferenciables es que ellas poseen, en
cada punto, una aproximacion lineal, que es su plano tangente.

Definicion 2.30 Sea M™ c R una superficie de clase CX (k > 1) y p € M. El
conjunto tangente a M en el punto p, denotado por T,M es definido como el conjunto:

T,M = {v e R"3r:1,00) — Mdif. en 0 tal que A(0) =py A (0) =V}

Observacion T,M = 0. En efecto, basta considerar el camino constante:
LiL0O) - M
t 7- Mt)=p

Claramente A es diferenciable en 0, A(0) = p, luego 0 € T,M EI siguiente resultado

establece que el espacio tangente puede ser hallado a travez de las parametrizaciones.
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Teorema 2.13 Sea M™ c R" una superficie de clase CX (k > 1), peM y ¢ : Uy —
U una parametrizacion de clase CX y dimension m, con p = ¢(x) € M, x € Uy. Entonces
ToM = & ()(R™).

Demostracion.

A RII
AR % M >
e /‘,17_ U
>
40
_8\1/ (P
\\/v \ Rm
-1
v P ok @U,,
Figura 14:
Seav € ¢ (X)(R™M), entonces I u € R™, tal que:
_ _0¢ o _ . 0@ +tu)- o)
V=9 00w = o () =i ;
Considere un ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que a + tu € U, ¥ t € 1,(0) y considero
el camino
Al (0) - M

t 7- Mt)= ¢(a +tu)
Observe que A es diferenciable en 0, M(0) =py

20 = fin O O iy $0 T4
luego v € T,M. Es decir ¢ (X)(R™) c T,M.

Por otro lado, sea v € TyM, entonces existe A : 1,(0) — M diferenciable en 0 tal
que M0) = p y A(0) = v. Tomando o suficientemente pequefio, podemos suponer que
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M1,(0)) © ¢(Up). Sea B = ¢ ren: 1,(0) —» Ug. Se sigue que B es diferenciable en 0,
B(0) = a y ademas, como ¢ * B = A entonces por la regla de la cadena

v=2(0) = ¢ (B(0))B'(0)= ¢ (x)B'(0)
Denotando u = B'(0) € R™ tenemos que v = ¢ (X)(u) € ¢ (X)(R™), luego T,M c
o )(R™)
Observacion
1. SiM™ c R" una superficie de clase CX (k > 1) y p € M entonces ToM esun R
espacio vectorial de dimension m. Mas aun, si ¢ : Uy — U es una parametrizacion

de clase C* y dimension m, con p € Uy ¢ M entonces:

ToM = L@ 0)(er). oo & GI(Em)) = Ll o

en donde x = ¢1(p)

0 0 O®

X4 i, X

()}

2.7. Definicion de Variedades Diferenciables

Definicion 2.31 Sea M un espacio topologico. Un sistema de coordenadas locales o
carta local en M es un homeomorfismo x : U — x(U) de un subconjunto abierto U ¢ M
sobre un abierto x(U) ¢ R™.

Decimos que m es la dimension de x : U —— x(U) si para cada p € U se tiene x(p) =
@), - X" (D))

Los niUmeros X' = x'(p), i =1, ..., m se llaman coordenadas del punto p € M en sistema
X.

Ejemplo 2.18 Coordenadas Cartesianas

Sean M = R™, U c R™ un abierto y x : U - R™ la aplicacion de inclusion, x(p) =
p. Las coordenadas introducidas en U por el sistema x son llamadas coordenadas
cartesianas.

Ejemplo 2.19 Coordenadas Polares
Sean M = R?, a € R (arbitrario)y U, ¢ R? el complemento de la semi-recta

r = {(tcosa, tsena) : t > 0}

Construimos un sistema de coordenadas locales x : U, — R? como sigue: Consideremos
la cintaV, = {(p,0) € R?: p=>0, o <0 <a+2xn}y definimos ¢ :V, — U, por

o(p, 0) = pe™® = (p coso, p send)
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Asix = ¢ 1:U, = U, es dado por x(p) = (p(p), 8(p)), para todo p € U,,.

Figura 15:

Ejemplo 2.20 Parametrizacion de Superficies
Sea ¢ : Uy — U una parametrizacion del subconjunto abierto U, contenido en la superficie

M™ c R". El homeomorfismo inverso x = ¢ 1 : U - U, ¢ R™ es un sistema de
coordenadas locales en M.

Ly R"
'

Figura 16:
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Definicidbn 2.32 Un atlas de dimension m sobre un espacio topologico M es una
coleccion A de sistemas de coordenadas locales x : U —— R™ en M, cuyos dominios

U cubren M. Los dominios U de los sistemas de coordenadas x € A son llamadas las
vecindades coordenadas de A.

Ejemplo 2.21
Todos los sistemas de coordenadas locales en una superficie, M =M™ c R" son inversos
de las parametrizaciones en M, luego forman un atlas de dimension m sobre M

Definicion 2.33 Un espacio topologico M en el cual existe un atlas de dimension

m se llama variedad topologica de dimension m. En otras palabras, M es una variedad
topoldgica de dimension m si y solo si cada punto de M tiene una vecindad de homeomorfa
a un abierto de R™.

Ejemplo 2.22
Sea X un conjunto no vacio . Consideremos en X la topologia discreta. La familia de
funciones ¢y : {x} — {0} = R°, donde x € X, es un atlas de dimension 0 en X.

Definicion 2.34 Cambio de Coordenadas

Dados los sistemas de coordenadas locales x : U —— RM™ ey :V — R™ en el espacio
topologico M, tales que U nV = @, cada punto p € U nV tiene coordenadas x' = x'(p)
en el sistema x y coordenadas y' = y'(p) relativamente al sistema y. La correspondencia

x'(p), . X (P)) = (Y'(P), -, Y"(P))

establece un homeomorfismo
by =Y X ix(UnNV)=—> yUnV)
El homeomorfismo ¢,, se llama cambio de coordenadas.

Siz:W — R™ esun sistema de coordenadas locales en M tal que UnV nW = 0,
entonces ¢y, = dy; * dyy XU NV NnW) - (U NV nW).
Ademas se tienen las igualdades Gux = idyu) Y Oxy = (Pyx) ™™
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Figura 17:

Definicidon 2.35 Un atlas A sobre un espacio topologico M se dice diferenciable,
de clase CX (k > 1), si todos los cambios de coordenadas dxy, X, Y € A son aplicaciones

de clase CK. En este caso se denota A € CK.

Como ¢yx = (Pxy) %, se sigue que los ¢y, son, de hecho, difeomorfismos de clase ck,

En particular, si escribimos ¢y, : (x',...,x™) — (y!, ..., y™), entonces el determinante
oy'

o es no nulo en todo punto de x(U nV).

jacobiano det

Definicidon 2.36 Sea A un atlas de dimension m y clase C en un espacio topologico
M. Un sistema de coordenadas z : W —— R" en M se dice admisible al atlas A si, para
todo sistema de coordenadas locales x : U —— R™, perteneciente a A, con U nW = @,
los cambios de coordenadas ¢y, Y d,x son de clase CK. En otras palabras, si A u {z} es
ain un atlas de clase C* en M.

Ejemplo 2.23 Si A es un atlas de clase C* sobre M y x : U - R™ pertenece a A,
entonces la restricci n y = x|y es admisible respecto a A para cada subconjunto abierto
V cU.
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Definicidn 2.37 Un atlas A de dimension m y de clase CX sobre M, se dice que es

maximal si contiene todos los sistemas de coordenadas locales que son admisibles respecto
aA.

Todo atlas de clase C* sobre M puede ser ampliado, de modo Gnico, hasta convertir en un
atlas maximal de clase CK. Basta agregarle todos los sistemas de coordenadas admisibles.

Definicion 2.38 Una Variedad Diferenciable, de dimension m y de clase CK es
un par ordenado (M, A) donde M es un espacio topologico de Hausdorff, con base nume-
rable y A es un atlas maximo de dimension m y de clase C* sobre M.

Observacion

1. En términos mas explicitos, para demostrar que (M, A) es una variedad diferencial
de dimension m y de clase C* se debe verificar las condiciones siguientes:

i) M es un espacio topol gico de Hausdorff con base numerable.

i) A es una colecci n de homeomorfismos x : U — R™, de conjuntos abiertos
U c M sobre abiertos x(U) ¢ R™.

iii) Los dominios U de los homeomorfismos x € A cubren M.

iv) Dados x : U - R™ y:V - R™ elementos de A con U nV = {, entonces
dyy XU NnV) - y(U nV) es un homeomorfismo de clase ck

v) Dado un homeomorfismo z : W — R™ de un abierto W ¢ M sobre un abierto
z(W) c R™, tal que d,x, dx, son de clase C¥ para todo x € A, entonces z € A.

2. Para todo r < k, una variedad de clase C¥ puede ser vista como variedad de clase
C', pues para cualquier atlas de clase C* esta contenido en un Gnico atlas maximal
de clase C".

Ejemplo 2.24 Los Espacios Euclidianos
Consideremos en R™ el atlas A conteniendo el GUnico sistema de coordenadas x = id :
R™ —— R™. Es claro que A es un atlas de dimension m y de clase C* sobre R™

Ejemplo 2.25 Subvariedades Abiertas
Un subconjunto abierto W de una variedad diferencial M de clase C* tiene una estructura
natural de variedad diferencial de clase CK, dada por el atlas maximal sobre W, formado
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por todos los sistemas de coordenadas admisibles x : U —— R™ en M, cuyos dominios U
se intersectan con W.

Ejemplo 2.26 Superficies en R"

Toda superficie de dimension m y de clase CXx,M™ c R", es una variedad diferencial de
dimension m y de clase C¥, con el atlas maximal A formado por todos los sistemas de
coordenadas x : U —— R™, que son inversos de las parametrizaciones ¢ : Uy ¢ R™ ——

U c M, de clase C¥

Ejemplo 2.27 Producto de Variedades

Sean (M",A) y (N", B) variedades diferenciales de clase C. Vamos a introducir en el
espacio producto M x N una estructura de variedad diferencial de dimension m + n
y de clase CK, por medio del atlas A x B formado por los sistemas de coordenadas
Xxy:UxV —— R™™" dados por (x x y)(p, q) = (X(p), y(p)) para todox € A,y € B

2.8. Variedades definidas por una coleccion de inyecciones

Sea X un conjunto. Si X posee estructura de variedad diferencial, entonces su topologia
queda perfectamente determinada por el atlas. Precisamente:

Lema 2.8 Sean X un conjunto (sin estructura topologica) y A una coleccion de inyec-
ciones x : U ¢ X —— R" satisfaciendo las siguientes condiciones:

i) Para cada x € A, x: U —— R", x(U) es abierto en R".
i) Los dominios U de las aplicaciones x € A cubren X.

i) Six:U -— R" y:V — R" pertenecen a Ay UnV =0, entonces x(U nV),
y(U nV) son abiertos en R" y la aplicacion y * x™* : x(U nV) — y(U nV) es de
clase Ck.

(Se sigue que y * x 1 = (x * y~1)~! es un difeomorfismo de clase CK).
En estas condiciones, existe una y solamente una topologia en X respecto a la cual
A es un atlas de clase C¥ sobre X.

La topologia de una variedad M puede ser visualizada en la forma siguiente: Si un punto
variable p € M tiende para un punto pp € M, ysi x : U —— R" es un sistema de
coordenadas locales en pg, mas pronto o mas tarde el punto p estara en U y x(p) tendera
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para x(py) en R".
Debemos adicionar mas hipotesis al lema 2.8 si deseamos que la topologia de X tenga base
numerable.

Lema 2.9 La topologia de X, definida por el atlas A satisfaciendo i), ii) y iii) tiene
base numerable si y solo si:

Iv) El cubrimiento de X por medio de los dominios U de las aplicaciones x € A admite
un subcubrimiento numerable.

Para que t(F) sea una topologia Hausdorff, debemos dar a la familia F condiciones
adicionales.

Lema 2.10 Sea X un conjunto no vacio y F = (U;, ¢;) una familia de funciones
inyectivas ¢; : U; ¢ X —— R™ que satisfacen las condiciones del Lema 2.8. La topologia
t(F) es Hausdorff si y solo si para cualquier (Ui, ¢;), (Uj,d;) € F con Ui nU; = 0;
no existe ninguna sucesion de puntos z, € x(U nV) tal que z; —— z € x(U; - U;) y

(¢« &;)(z0) — z € $j(U; - Uy).

; \y
x(U) y(V)
JVOX- ].

Figura 18:
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2.9. Aplicaciones Diferenciables entre Variedades

Se puede desarrollar un calculo diferencial en variedades. Para definir la noci n de
derivada de una aplicacion f : M —— N entre variedades, asociaremos a cada p € M un
espacio vectorial, llamado espacio tangente a M en el punto p, denotado por TM,. La
derivada f'(p) sera una transformacion lineal de TM, en T Ngy,.

Los teoremas de la funcion inversa, las funciones implicitas, las formas locales; los con-
ceptos de inmersion, mergullo y sumersion se extienden al contexto de variedades.

Definicion 2.39 Sean M™, N" variedades de clase C"(r > 1). Se dice que una apli-
cacion f : M — N es diferenciable en el punto p € M si existen sistemas de coorde-
nadas x : U —— RMen M, yy:U — R"en N, conpeUyfU) cV tales que
y«fx1:x(U)— y(V) c R" es diferenciable en x(p).

La aplicacion fy, =y « f « x* se llama expresion de f en los sistemas de coordenadas
locales x, y.
En este caso, se demuestra que f: M —— N es continua en el punto p € M.

m"l

Figura 19:

Observacion
Como los cambios de coordenadas en M y N son difeomorfismos de clase C", la definici n
de diferenciabilidad no depende de los sistemas de coordenadas Xx,y. Para todo par de
sistemas de coordenadas X : U -—— R™enM,yy :V —— R"en N, conp e U,
f(U) c Vv, la aplicacion f,y =y « f - (x' )™ es también diferenciable en el punto x (p).
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Definicidn 2.40 Decimos que f : M — N es diferenciable si f es diferenciable en
todos los puntos de M.

Definicidon 2.41 Decimos que f : M —— N es de clase C¥ (k < r) si, para cada
p € M, existen sistemas de coordenadas locales x : U —— RMen M,y:V —— R"en N
conpeUyfU)cV talesquey: f:xt:xU)-— y(V) es de clase Ck.

Se sigue de la definici n que una aplicacion f : M —— N es de clase C* si existen un
atlas A sobre M y un atlas B sobre N tales que para cada y € B existe X € A respecto
a los cuales la expresion de f es de clase CX.

En efecto: Dado p € M, sean x € A, y € B tales que f,, : X(U) —— y(V) es de clase ck,
Entonces fyy 1 X (U nU) —— y(V nV') puede ser escrito como:

fx'y' % y IR (X,)_l
=y'°y_1°y°f°x_1°X°(X')_1
= (Y oy o fy o (x e (x)™)
= by fxy " Oxx € cx

Definicidn 2.42 Un difeomorfismo f : M —— N es una biyeccion diferenciable cuya

inversa es también diferenciable. Si ambas f y f~! son de clase C¥, decimos que T es un
difeomorfismo de clase CX.

Ejemplo 2.28

Sean U ¢ R" un abierto, f : U — R" una aplicacion. Podemos considerar el conjunto
U como una variedad diferencial de clase C¥. Entonces f es diferenciable en el sentido
de las variedades diferenciales si y solo si f es diferenciable en el sentido de los espacios
euclidianos.

Mas generalmente, siM™ ¢ R™y NP c RY son superficies de clase CK, entonces una apli-
caci n f: M™ — NP es de clase C" (r < k) en el sentido de las variedades diferenciales
si y solo si es de clase C" en el sentido de las superficies.

Ejemplo 2.29
Sean M™ una variedad diferencial de clase CX y x : U —— R™ un sistema de coordenadas
en M. Consideremos en U su estructura natural de subvariedad abierta de M .Entonces x

es un difeomorfismo de clase CX de U sobre x(U).
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Capitulo 3

3. Metodologia de la Investigacion
3.1. Tipo de Investigacion

El tipo de investigacion es del tipo descriptivo. Toda investigacion se caracteriza por
que los resultados sirven para profundizar los conocimientos del tema de investigacion.
También incrementan los conocimientos que existen en topologia y variedades diferenciales

3.2. Meétodo

Los métodos que se usara son deductivo, analitico, ya que la ejecucion del proyecto
consistira en la exploraci n, interpretaci n, analisis y sintesis.

3.3. Técnica

Lectura y analisis de materiales de consulta para la asimilacion apropiada.

3.4. Estrategias

= Blsqueda de informacion de la materia objeto de investigacion.

= Revision de saberes previos necesarios bibliograficos o de internet que facilite inter-
pretar la lectura cientifica que se va a encarar.
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Capitulo 4

4. Exposicion y Analisis de Resultados

4.1. Particion de la Unidad

En esta seccidn nos proponemos probar que dado un abierto de R" y cualquier cubri-

miento abierto de el, entonces siempre existe una C *-particion de la unidad subordinada
al cubrimiento.

Definicidon 4.1 Una homotecia es una transformacion afin que, a partir de un punto
fijo, multiplica todas las distancias por un mismo factor. En general una homotecia de
razon (L) diferente de 1 deja un Unico punto fijo, llamado centro.

Lema 4.1 Sea (M, A) una variedad de dimension m y de clase CX. Dado p € M, y
un abierto A ¢ M tal que p € A, existe un sistema de coordenadas (U,z) € A, con
peUcA, tal que z(U) = B(3).

Demostracion. Considere cualquier (U,y) € A de M en p, se puede suponer sin perdida
de generalidad que y(p) = 0, como y(p) € y(U) ¢ R™, entonces existe r > 0 tal que
B,(0) c y(U), asi se tiene y=1(B,(0)) c U c A.

La funcion h : R™ — R™ definida por: h(v) = 3;’ es una homotecia.

Se denota U = y~(B(0)) y considere la composicion z = h ¢y, asi se obtiene que
z(U) = (h » y)(U) = h(y(U)) = h(B(0)) = B(3)

Para tal sistema de coordenadas usaremos letras U, V, W para representar los
conjuntos U =z 1(B(3)), V =z71(B(2)), W =z"1(B(1)).
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Figura 20:

Teorema 4.1 Sea (M, A) una variedad de dimension m y clase Ck(k > 1), pe M
y sea (U,z) € A. Entonces existen abiertos W,V c U con W c V, V c U y existe
9, € CX(M) tales que:

1 o,(q)=1 VqgeW.
2. 0<o,(q) <1, VgeV - W.

3. 9,(q)=0,¥geM - V.

Una funcion ¢, con las propiedades arriba sera llamada una funcion auxiliar del
sistema de coordenadas z

Demostracion. Basta probar la existencia de una funcion auxiliar definida en R™,
Afirmacion 1: Existe una funcion ¢ € C*(R™) que satisface las siguientes propiedades:

1. 6(x) =1, Vx € B4[0].
2. 0<o¢(x) <1, Yx €B,(0) - B.[0].

3. (x) =0, ¥ x € R" - B,(0)
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En efecto: se sabe que la funcion a : R —— R definida por:

~

e‘%, si t>0

o(t) =
© 0, si t<0
es de clase C* en R
A
e(t) = e
0 >t
Figura 21:

Se considera ahora la funcion  : R —— R definida por:

B(t) = (x(t + 2)-0((—'[— 1) _ pa+nHa+2 gi t e ]_2’ _1[

0 si. teR-1-2,-1]
A
B(t) = ¢~ EDEED
T A
—9 _'1 g
Figura 22:

Se sigue que p € C*(R).
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A continuacion, se define v : R —— R por :

Z t
v(t)= B(s) ds
Z
Claramente y(t) e C*(R) y0 < B(s) ds < co.
Z ) . Z B(s)ds
Seab = B(s) ds y se considera y : R —— R definida por y(t) = b Es claro
que B € C_S(R). i
Ademas, observe que:
1 kb 1
t< -2 = y(t)=b B(s)ds:bOZO
1 7 1
-2<t<-1 = y(t):IO Bds<bb:1
1 Z¢ 1
t> -1 = y(t)=b B(s)ds:bbzl
A
¥(t)
1
2 1
Figura 23:
Se define finalmente ¢ : R™ — R definida por
0(x) = 7v(= kxk)
Observe que
X € B4[0] == -1< -kxk= ¢(xX) =vy(- kxk) =1
X € By(0) = B1[0] == 1<kxk<2= ¢xxX) =vy(- kxk) €]0,1]
x€R™ -By(0) == -kxk<-2= ¢(x) =y(- kxk) =0
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Figura 24:

Se sigue que ¢ € C*(R™) y esto prueba la afirmacion.

Afirmacion 2: Dado & > 0, existe una funcion ¢, € C*(R™) que satisface las siguientes
propiedades:

1. ¢, =1, Vx € B¢[0].
2. 0<¢. <1, ¥x € B (0) - B.[0].

3. &, =0, YX € R™ — By, (0)

En efecto: basta tomar ¢, : R™ — R definida por ¢, (x) = <|>(X), donde ¢ es la funcion
€
de la Afirmacion 1.

A continuacion, se construy funciones auxiliares en variedades.
Sea (M, A) una variedad de dimension m y de clase C* (k > 1), p e M y sea (U,z) € A,
como z(p) € z(U) ¢ R™ entonces existe r > 0 tal que B,(z(p)) c z(U). Se considera la
funcion H : R™ — R™ definida por:

HX) = ;X + z(p)

Es claro que H es una transformacion afin inversible (por tanto un difeomorfismo de
clase C*) y que H(B3(0)) = B,(z(p)) < z(U). Denotando W = (z7* * H)(B.(0)) ¥y
V =(z7t « H)(B,(0)), se tiene que W,V son abiertosde M yW c V c U.
Defino ¢, : M — R como:

(¢ *H™-2)), si qgeU

9:(a) = 0, si geM -U
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en donde ¢ € C*(R™) es una funcion auxiliar de la Afirmacion 1 .

Se tiene que:
qgeW = H™(z(q)) €B[0]
= ¢,(q) = ¢(H "(z(q))) =1
qgeV -W == H-1(z(q) € BZ(O)—BIO]
= ¢,(q) = ¢(H "(z(q))) €101
geU-V == H™(z(q) €H(z(U)) - By(0)
= ¢,(q) = ¢(H '(z(q))) =0
qeM -U == ¢,(q) =0

Se sigue que ¢, € C¥(M) y esto prueba el teorema.

Definicion 4.2 El soporte de una funcion diferenciable f: M —— R es el siguiente
conjunto:

sopp(f) ={p €M : f(p) = 0}

Definicion 4.3 Sea (M, A) una variedad diferenciable de clase C* (k > 1) y dimen-
sibn m. Una particion de la unidad de clase C" (r 6 k) sobre M es una familia de
funciones {dy}qeca € C"(M) que cumple las tres condiciones siguientes:

1. ¢4(p)>0,¥VpeM, Va €A.

2. La familia de sus soportes C = {sopp(do)}aca €S localmente finita en M.

X
3. o, (p)=1, VpeM

aEA

Observacidon
1. Por la condici n 2), la suma en 3), es finita en cada punto de M.

2. Por las condiciones 1,y 3, se tiene que 0 < ¢o(p) < 1, Ype M, Va € A.

>
3. &, €C'(M).

aEA

4. Si A es un conjunto finito de indices, la condici n 2, es innecesaria.
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Definicidon 4.4 Sea (M, A) una variedad diferenciable de clase C¥ (k > 1) y dimen-
sion m y C = {C,},ca Un cubrimiento de M. Se dice que una C'- particion de la unidad
{dp}per sobre M esta subordinada al cubrimiento C si y solo si para todo € I', existe
a =a(B) € A tal que sopp(¢p) € C,.

Definicion 4.5 Sean C={Cy}qen Y C = {Cg}ger dos cubrimientos de una variedad
M se dice que C es un refinamiento de Csi y solo si para todo p €T, existe o = a(B) € A
tal que Cg € C,,.

Observacion Con esta definici n, una C'- partici n de la unidad {¢pg}seg SObre M
esta subordinada al cubrimiento C si y solo si sus soportes {sopp(¢p)}pes forman un
cubrimiento de M que refina a C

Definicion 4.6 Sean (M, A) una variedad diferenciable de clase C* (k > 1) y dimen-
sion m y C= {C,},ca un cubrimiento de M. Se dice que una C"- particion de la unidad
{dp}per sobre M esta estrictamente subordinada al cubrimiento Csi y solo si los conjuntos
de indices A y T son iguales y sopp (¢,) € C,, Ya € A.

Proposicion 4.1 Sean (M, A) una variedad diferenciable de clase C* (k > 1) y di-
mension m y C = {C,},eca Un cubrimiento abierto de M. Entonces C posee un refina-
miento numerable U = {U,},en localmente finito formado por dominios de sistemas de
coordenadas (U,, ¢,) € A tales que:

1. U es un cubrimiento abierto de M.
2. dn(Uy) =B3(0), Yn eN.

3. Sidenotamos Wn = ¢—1(B1(0)) y Vn = ¢—1(B2(0)) entonces la familia
{Wn }ne N es
n n

un cubrimiento abierto localmente finito de M.

Demostracion. En primer lugar como M es un espacio topol gico de Hausdorff
localmente compacto con base numerable entonces por topologia general existe {Ki}ien

familia numerable de compactos tales que M = K y K; € int(Kj+1), Yi € N.
i=1
Afirmacion 1. Existe un conjunto finito de ingices J; tales que (Uj, ;) € A,
Uj € Caj nint(Ks), ¢j(U;) =B3(0), Vj € J1 Yy K, € Wj, donde W; = (¢;) _l(Bl 0)
51
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En efecto, sea p € K, entonces existe (U, $) € A(M) tal que p € U. Observe que por
hipotesis existe o € A tal que p € C,, y como C,, y int(K3) son abiertos de M entonces
podemos suponer que U ¢ Cq, NiNt(Ks).

Como &(p) € $(U) entonces existe r > 0 tal que B, (¢(p)) c $(U). SeaH : R™ —— R™M
el isomorfismo afin tal que H(B3(0)) = B,(§(p)) y denotamos U, = (@) 1B (H(p)) Y
dp =H™ P, : U, — B;(0).

Se sigue que (Up, ¢p) € A(M), Uy € Cq, nint(Kz) y ¢p(Up) = B3 (0).

Por otro lado, comop € 4)—1681 (0)) entonces {¢—1681 0)}pe K » es un cubrimien-

to abierto de K, el cual es compacto, luego existen pi, ..., pn, € K, tales que K, c
ng

- ¢y, (B1(0)). Denotando
j=1

Ui=Uy & =0y, W;=6'B10) y oj=0p,,¥jed={l.,n}

La Afirmacion 1 esta probada.

VVamos denotar:

U; al conjunto U; cuando los indices j € J,
le al conjunto Wj; cuando los indices j € J;

Afirma_(l:_i(’)n 2. Existe un conjunto finito de indices J, tales que (Uj,¢;) € A(M),
Uj C Caj (Int(K4) — Kl), (I)J(UJ) = 83(0), Vj €,y K;s - Int(Kz) @ Wj, donde

jed2

W;j = (¢;)(B1(0)).
En efecto, sea p € Ky — int(K5) entonces existe (U, $) € A(M) tal que p € U. Observe
que por hipotesis existe a € A tal que p € Cg, como C,, y int(K,) - K; son abiertos de
M entonces podemos suponer que U ¢ Co, (int(Ky) - Ky).
Como $(p) € $(U) entonces existe r > 0 tal que B.($(p)) € $(U). SeaH : R™ — R™
el isomorfismo afin tal que H(B;(0)) = B (§(p)) y denotamos U, = (§) 1 (B$(p)) Yy
dp =H™ Pp 1 Uy — B3(0). Se sigue que (Up, ¢p) € AM), U, € C,, (int(K,) - Ky)
y ¢p(Up) = B3(0).
Por otro lado, como p € ¢—I1O(Bl(0)) entonces {q)—lgBl(O))}pe K éint(K% es un cubrimiento
abierto de K; — int(Ky) el cual es compacto, luego existen pq, ..., pn, € Kz — int(K>) tales

_ E
que Kz - int(Kz) € ¢,.(B1(0)).

i=1

Denotando U; = Uy, & = ¢y, W = 4)‘;1_1(81(0)), y o = ap,
Vjeld,={1,..n}
la Afirmacion 2 esta probada.
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Vamos denotar:
U;j al conjunto U; cuando los indices j € J,
sz al conjunto W; cuando los indices j € J,.

En general, para i > 3, existe J; conjunto finito de indices tales que (Uj, ¢;) € AM),
Uj € Cy  (Int(Kisz) - Kio1), ¢;(Uj) = B3(0), ¥j € Ji y (Kisx — Int(K;)) € W
donde W; = (¢3)"1(B1(0)). -
Vamos denotar:
Uji al conjunto U; cuando los indices j € J;
Wji al conjunto W; cuando los indices j € J;.
Considerando U = {Uii : J € Ji,i € N}, tenemos que U es una familia numerable local-
mente finita de abiertos que refina a C que satisface la parte 1 y 2 de la proposicion y la
familia {W].i . J €J;i,1 € N} satisface la parte 3 de la proposicion.
Para simplificar la notacion, podemos considerar U = {U, : n € N}, W = {W,, : j € N}

Corolario 4.1 Sea (M, A) una variedad diferenciable de clase C¥ (k > 1) y dimension
m y C = {C,}aea Un cubrimiento abierto de M. Entonces existe {y,}nen CK-particion
de la unidad subordinada al cubrimiento C.

Demostracion. Sea U = {U,}nen €l refinamiento de C, donde cada U, es el dominio de
un sistema de coordenadas (U,, ¢,,) (de la Proposicion 4.1). Para cada n € N consideremos

la funcion auxiliar ¢, € CK(M) asociada al sistema de coordenadas (U, ¢,) € A (de el
teorema 4.1 ), es decir:

1 on(p)=1,VpeW,.
2.0<on(p)< 1, VpeV,-W,.
3. ¢on(P)=0,¥YpeM - V,.
Observe que: sopp (¢n) = V n. Ademas la familia {¢n}nen S CX(M) satisface @n(p) > 0,

YpeM,V¥neNy {sopp((pn)}neN_z {V ,, }nen €S gr&a familia localmente finita.
consideremos la funcion ¢ : M —— R definida por ¢ = onesta bien definida pues

n,1
{sopp(pn)}nen €s localmente finita, se sigue que ¢ € CK(M). Ademas si p € M entonces

existe n € N tal que p € W, luego o(p) = ¢n(p) = 1. Se sigue que ¢ > 1, Vp € M.
Ahora definamos para cada n € N, la funcion y, : M —— R por vy, = o Se sigue que
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vn(p) =2 0,Vp e M, n €N, ademas se tiene que sopp(\un)>:<sopp((pn), Yn €N, por tanto

{sopp(wn)}nen €S una familia localmente finita. Ademas yn = 1.
n,1

Luego {yn}nen S CX(M) es la partici n de la unidad buscada.

Teorema 4.2 Sean (M, A) una variedad diferenciable de clase C* (k > 1) y dimension
m y C = {Cy}aeca Un cubrimiento abierto de M. Entonces existe {d,}qcn CK-particion
de la unidad estrictamente subordinada al cubrimiento C.

Demostracion. Sea {y,}nen la CK- partici n de la unidad subordinada al cubrimiento
C del corolario anterior. Como la familia U = {U,}nen de la proposicion 4.1 es un
refinamiento de C, dado n € N, existe a, € A tal que U, c C,, . Luego se define la
funcion f: N — A, donde f(n) =g si y solosi Uy € Cg,,.

Dado a € A, consideremos o = Vn, (si F71(a) = @ entonces definimos y, = 0).
nef—1(a)
Se sigue que y, € CX(M), Yo e A.
Afirmacion 1: sopp(y,) = sopp(yn)
nef—1(a)

Sea ¢ : M —— R, definimos el nucleo de ¢ como el conjunto

N (9) = {x € M, o(x) = 0}

Luego el soporte quedaria determinado por sopp(¢) =M - N (¢), ademas se tiene:
U [

> \
N (yo)= N U ynll = N (vn)

nef—1(a) nef—1(a)

y como U es una familia localmente finita, se tiene que:

—E L L
sopp(Va) = M = N (ya) = [M = N (yn)] = M = N (yn) = sopp(yn)
nef—1(a) nef—1(a) nef—1(a)
. Afirmacion 2: {sopp(vq)}«ea €S una familia localmente finita.
En efecto, como U es una familia localmente finita,_dado p € M, existe V. ¢ M conp € V
y existe J = {nq, ..., n} conjunto finito tal que V.. U, =0, ¥n e N - J.

Observe que:
0 H

L L L
V nsopp(ya) =V n 1 sopp(yn) = (V nsopp(wn)) < (V- nUn)

nef—1(a) nef—1(a) nef—1(a)
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Esto motiva a considerar el conjunto finito de indices Ag = {f(n1), ..., f(nk)} € A.
Si V n sopp(y,) = @ entonces existe p € V n sopp(y,), luego existe n € f1(a) tal
que p € V n U, entonces existe j € {1,.., k} tal que n = n;, luego f(n;) = f(n) = «
y por tanto a € Ay. Hemos probado que si V n sopp(y,) = @ entonces a € Ag 0,
equivalentemente, V nsopp(v,) =7, Vo € A = Ay, lo cual prueba la afirmaci n.
X
Haciendo y = W, se tiene que y € CK(M) y v > 1, luego para cada a € A,

aEA

podemos definir ¢q = Y se sigue que {dooca €s la CK-particion de la unidad deseada.

4.2. Aplicaciones

El concepto de partici n de la unidad sirva para extender muchos resultados de la
topologia a variedades diferenciables.
Aplicacion 1: (Teorema de Urysohn Diferenciable)
Sean (M, A) una variedad diferenciable de clase CK(k > 1) y dimensibn m. SiF,G ¢ M
son dos conjuntos cerrados disjuntos entonces existe f € CX(M) tal que:

1.0<f(p) <1 ¥YpeM.
2. f(F)=0y f(G) = 1.

Demostracion. Como F y G son disjuntos entonces C = {M - F,M - G} es un
cubrimiento abierto de M. Por el Teorema 4.2 existe {f,g} CX- partici n de la unidad de
M estrictamente subordinada a C, donde sopp(f) ¢ M - F y sopp(g) € M - G, como
f, g pertenecen a la partici n de la unidad de M, entonces por la definici n 4.2 se tiene
0<f<le0<g<lVpeMyf+g=1 Observe que f(xX) =0, VX € F. Ademas si
x € G entonces g(x) = 0, luego f(x) =1, es decir f(x) =1, ¥x € G.

Dados los subconjuntos F ¢ U ¢ R™ donde F es cerrado y U es abierto entonces
existe f € C*(R™) tal que ¥71(0) = F y f(R™ - U) = 1. Podemos extender este
resultado a variedades.

Aplicacion 2
Sean (M, A) una variedad diferenciable de clase C¥(k > 1) y dimension m. Si F ¢ M
es cerrado entonces existe f € CK(M) tal que £71(0) =F.

Demostracion. Sea U = {U,}nen cubrimiento abierto localmente finito formado por
dominios de sistemas de coordenadas (U, ¢,) € A(M ) tales que ¢,(U,) = B3(0), Yn €
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IN . Denotemos Wn= ¢—1(B1 (0)) y Vn = ¢—1(B2(0)). Para n € IN dado, denotemos

n n
Kn=W,nF. Como la familia {W,}en €S un cubrimiento abierto de M, se tiene que
|
L L L )
Kn=  (WnnF)= WhonF =MnF=F
neN neN neN

Como ¢n(K,) © By(0) es cerrado, entonces existe g, € C*(R™) tal que g;*(0) = ¢n(K,)
yon(X)=1,¥x € R™" - B,(0). Sea f,: M — R la funcion definida por

(Gn° dn)(P), si peU,

f.(p) =
(P) 1, si peM - U,

Se sigue que f, € Ck(M) y
fn(p) =0 (gn°¢n)p) =pe ¢—1(g—1$10)) :n¢‘1(¢n (Knn)) =Kn

es decir
f710)=K,, VYneN
Y",.(K,
Ya
i
Figura 25:
Y
Defino f : M — R comof(p) =  f,(p). Vamos a probar que f esta bien definido,

n=1
en efecto como U es una familia localmente finita, dado p € M, existe V. ¢ M con p € V
y existe J = {ny, ..., ng } conjunto finito tal que V nU, =0, V¥n € N - J, luego f,(p) = 1,
YneN -Jypor tanto f(p) = f,, (p)...F..(p).

Se sigue que f € CX(M) y ademas

K
f(p) =0« 3je{l,.. . k}talquef,;(p) =0« Ije{l,...k}talquepeK,, ® pe K,
i=1

]
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E E
epe (WynF)= W, nF=F

j=1 j=1
luego F~1(0) = F.

Definicion 4.7 Sean (M, A(M)) y (N, A(N)) variedades diferenciables de clase
CK(k > 1) y dimensiones m y n respectivamente, X c M un subconjunto arbitrario
yuna f: X —— N funcion.

1. Se dice que T es de clase C" en p € X(r < K) si y solo si existe U, € M vecindad
abierta de p y existe F, : U, —— N funcion de clase C" tal que F, =f en U, n X.

2. Se dice que T es de clase C" en X si y solosi T es de clase C" en p, Vp € X.

Aplicacion 3
Si (M, A) es una variedad diferenciable de clase CX (k > 1) y dimension m, X € M es
un subconjunto cualquiera y ¥ € C"(X, R")(r < k) entonces existe V. € M abierto con
X ¢V yexiste F € C"(V,R") tal que F|, =f.

Demostracion. Dado p € X, existe U, € M vecinil_ad abierta de p y existe F, €

C"(U,, R") tal que F, = f en UynX. Observe que X € U, y como X con la topologia
peX
inducida chf:M es un espacio con base numerable entonces existen pq, ..., ph... € X tal

que X € Up,.. Por comodidad, denotaremos U, en vez de U,, y F, en vez de F,..

Sea V. = U,, €l cual es un abierto de M, entonces podemos considerar la variedad

neN

diferenciable (V, A(V)) la cual tiene la misma suavidad y dimension que M. Como U =
{Un}nen €5 UN cubrimiento abierto de V, entonces existe {@n}nen CK- partici n de la
unidad estrictamente subordinada al cubrimiento U.

Para n € N definamos la funcion A, : V —— R como

on(P)Fn(p), si peU,

A =
() 0, si peV -U,

Como sopp(in) € sopp(en) S Uy se sigue que A, € C'(V) y ademas {sopp(Aj)}nen
es una familia localmente finita.

X
Finalmente definimos F :V -—— R como F = An. Se sigue que F € C"(V), ademas
neN
para p € X tenemos
1
X X > > i
FP)= )= onFn(@) =  onf(p) = on(p) T(p) =T(p)
neN neN neN neN
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es decir F|,, =T

Cuando X < M es un subconjunto cerrado, podemos decir mas sobre la extension F de
f.

4.3. Teorema de Tietze Diferenciable

Aplicacidon 4: (Teorema de Tietze Diferenciable)
Si (M, A(M)) es una variedad diferenciable de clase CK(k > 1) y dimensibn m, X ¢ M
es un subconjunto cerrado y f € C"(X, R") (r < k) entonces existe F € C"(M, R") tal
que F|y, =T

Demostracion. Por la aplicacion 3 existe V. € M abierto con X C V vy existe F €
C"(V) tal que F ia f.

Figura 26:

Siendo M una variedad diferenciable, M es un espacio topol gico Hausdorf con base
numerable, asi M es un espacio topol gico normal y por Lema 2.7 existe un abierto
UcMtalque X cUcUcV.Como X yM - U son cerrados disjuntos entonces por
el teorema de Urysohn diferenciable existe ¢ € CX(M) tal que ¢(X) =1y ¢(M - U) =0.
Definamos F : M —— R" como

C ~ ,
¢(P)F(p), si peV

F =
(P) 0, si peM -V

Observe que sopp(F) € sopp(p) € U € V sesigueque F e C'M)ysipe X cV
entonces

F(p) = o(P)F(p) = ()
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es decir F|,, =T
Observacidn

1. La aplicacion 3 es valido si cambiamos R" por cualquier variedad diferenciable N
de clase CX.

2. La aplicacion 4 no es valido en general si reemplazamos R" por otra variedad, tal
como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1 Consideremos R? y S! como variedades de clase C* dimensiones 2y 1
respectivamente. Consideremos S! como subconjunto cerrado de R? e id : S* — S! la
funcion identidad la cual es de clase C*. Supongamos que id puede ser extendida a una
funcion F : R — S! de clase C®(Hipt. Aux.)

Denotando F = (f, g), por hipotesis tendriamos que

(cost,sent) = F (cost, sent) = (F(cost, sent), g(cost,sent)), Vte R

Parametrizando S* por a(t) = (cost,sent), t € [0, 2r] tenemos
Z Z 21 — 2x
I = (fdg - gdf) = [costd(sent) — sen td(cos t)]dt = dt= 2n
st 0

Por otro lado, como

og of o9 of
i = f_° - ax + . ° -
fdg - gdf ox 9o W oy gay dy
Por el teorema de green tenemos:
z z
0 og of 0 og
I = fdg - gdf) = f - _ f 1 dxd
Sl( g - gdf) o ox oy gay oy | ox g@x xdy
z VA of of |
of dg _ of og _ A /
N oy T Byox dxdy = 2 3 det o 23 dxdy =2 I det JF dxdy

en donde D = B, [0]. Pero como F : R2 — St entonces F (X, y) : R2 — Tgxy)S? luego
F'(x, y)(e1) Y F (X, y)(e;) son paralelos y por tanto detJF(x,y) = 0, ¥ (X, y) € R2. Se
sigue que 1 =0 lo cual es una contradiccion.
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Conclusiones

Conforme a los objetivos propuestos:

« Se desarrollo una demostracion del Teorema de Tietze Diferenciable utilizando las
Aplicaciones de la Partici n de la Unidad.

« Se estudid espacios topol gicos compactos, en la seccion 2.2 que ha permitido dar
la base para entender la Partici n de la Unidad y sus Aplicaciones.

« En el Corolario 4.1 se demostro la existencia de la Partici n de Unidad subordinada
a un cubrimiento abierto de una variedad Diferenciable.

 Se demostrd las Aplicaciones de la Partici n de la Unidad en la seccion 4.2: Aplica-
cion 1(Teorema de Urysohn Diferenciable), Aplicacion 2 y Aplicacion 3.
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Recomendaciones

 La investigacion obtenida sera Gtil para consultas de estudiantes o profesionales de
la Escuela Profesional de Ciencias Fisico Matematicas, que se planteen problemas
con objeto de aplicacion del teorema Tietze Diferenciable ,también sera benificiada
toda persona interesada en comprender y profundizar sobre el tema.

« En las futuras investigaciones se sugiere estudiar y profundizar el Teorema de Tietze
en topologia diferencial.

« Antes de analizar la Investigacion realizada, el lector o investigador previamente
debe conocer: Topologia, analsis en R" y topologia diferencial.
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