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PRESENTACION

Para la elaboracion de la primera parte del texto titulado
“Introduccioén a la Teoria Computacional”, se tuvo mucho cuidado en la
presentacion de los conceptos y/o definiciones de cada uno de los temas
tratados en los diferentes capitulos. Este texto esta elaborado para los
estudiantes que se inician a nivel de pregrado en las ciencias de la
computacion.

El texto consta de tres capitulos; en la cual se incluye informacion
sobre los temas de Teoria de Automatas y Lenguajes Formales,
correspondiente a las titulaciones de Ingeniero Estadistico e
Informatica. La asignatura depende de la Facultad de Ingenieria
Estadistica e Informatica de la Universidad Nacional del Altiplano -
Puno.

El objetivo del texto es el de tratar de comprender el concepto de
sistema informadtico abstracto, independiente de tecnologias, lo que
conlleva el estudio de los automatas y su jerarquia. Ademads, deben
estudiarse los lenguajes formales como parte basica de la Informatica.
Los contenidos de esta primera parte son los siguientes: gramaticas y
autdmatas finitos.

Finalmente agradecemos a las personas que tengan a bien hacer
llegar sugerencias o recomendaciones, con el fin de mejorar su
contenido.

Puno, marzo del 2022.
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INTRODUCCION

La teoria computacional es una ciencia, especificamente una rama de la
matematica y de la computacién que centra su interés en estudio y definicion
formal de los computos y su principal objetivo es responder ;cudles son las
capacidades y limitaciones de los ordenadores? Para ello se vale de otras teorias
como teoria de automatas, teoria de computabilidad y teoria de complejidad
computacional.

La teoria de autématas, estudia las maquinas abstractas y los problemas que
éstas son capaces de resolver. La teoria de autdomatas estd estrechamente
relacionada con la teoria del lenguaje formal ya que los automatas son
clasificados a menudo por la clase de lenguajes formales que son capaces de
reconocer. Tiene un papel central en varias aplicaciones de las ciencias de la
computacion, incluyendo procesamiento de texto, compiladores, disefio de
hardware e inteligencia artificial.

En este capitulo, se presenta las definiciones de los términos mas importantes
empleados en la teoria de autdomata, tales como: alfabeto (un conjunto de
simbolos), cadenas de caracteres (una lista de simbolos de un alfabeto) y
lenguaje (un conjunto de cadenas de caracteres de un mismo alfabeto).

11
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1. ALFABETOS

Un alfabeto es un conjunto finito no vacio cuyos elementos se llaman simbolos.
Denotamos un alfabeto arbitrario con la letra sigma Z. (De Castro, 2004)

Definicion. — Una palabra sobre X es una lista finita de simbolos de . Podemos
formalmente identificar las listas x = x,,x,,---,x, de simbolos (x, €2.) con los

elementos de producto cartesiano Z".

Ejemplo: sean,

Y., ={0,1}, el alfabeto binario, con 1€ X,
Y, ={a,b} , el alfabeto que consta de dos simbolos a y b, con b e X,
Y, ={a,b,c,--,x,y,z}, el alfabeto de todas las letras mintsculas del

idioma castellano. Las palabras del castellano son cadenas sobre X.
2, = {0, 1,2,3, 4,5,6,7,8,9}, el alfabeto de los diez primeros niimeros

naturales, con 7€ 2,

¥ ={0,1,2,3,4,5}, el alfabeto de los numeros en sistema de base 6,
con 3 €2,

Y ={p.q.7.(.),A,v,~,—,¢> A}, el afabeto de tres propocisoones y

los conectores logicos.

Ejemplo: El conjunto de numeros naturales >, = {0,1,2,3, 4,5,6,7,...} no es un

alfabeto, dado que es un conjunto infinito.

Nota: Denotamos por |Z| la longitud de un alfabeto o el cardinal del alfabeto,

es decir, el numero de elementos del alfabeto, tal que:

12

|Z|>0
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2. CADENA DE CARACTERES

Una cadena o palabra sobre un alfabeto X es cualquier sucesion (o secuencia)
finita de elementos de . (De Castro, 2004)

Ejemplo: sea,

2, =0,00,001,010,1011,110010000 , son cadenas sobre X,

Observe que 001 # 010. El orden de los simbolos en una cadena es
significativo ya que las cadenas se definen como sucesiones, es decir,
conjuntos secuencialmente ordenados.

2., =ab,aba,ababaaa,aaaab , son cadenas sobre 2.,
2., = gato, auto, universidad, computacional

2, =101,105423,234,2105,6,768

25 =102,331,55555,2310001

2e=pA(pvq)—>r

2.1. Longitud de cadena

Definicién. — La longitud de una cadena w € X" se denota [w| y se define

como el nimero de simbolos de w (contando los simbolos repetidos). Es
decir,

0, siw=4,
W=

n, siw=aa,--a

n

Ejemplo: se tiene,

2, :w=01101, entonces |w| =5, Es habitual decir que la longitud de

una cadena es igual al “nimero de simbolos” que contiene; esta
proposicion estd aceptada coloquialmente, sin embargo, no es
estrictamente correcta; cuando realmente a lo que se estd haciendo
referencia es al “numero de posiciones”.

2., i w=aaab , entonces |w| =4; w=baabaab , entonces |w| =7;

Y, :w=abracadabra , entonces |w| =11

13
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e X,:w=99, entonces |w| =2
e X, :x=102001, entonces |x|=6

o 2,:y=-(pArgq) <> p,entonces |y|=8

Ejemplo: Se tiene,

e Lasecuencia MUNDO es una cadena de longitud 5.

e Lasecuencia 101001 es una cadena del alfabeto binario de longitud 6.

e La secuencia infinita 0101010101... no es una cadena del alfabeto
binario, tampoco lo es la secuencia 00210.

2.2. Cadena vacia

Existe una unica cadena que no tiene simbolos, la cual se denomina cadena
vacia y se denota con A. La cadena vacia es equivalente al conjunto nulo o
vacio & en la teoria de conjuntos.

- Se sabe que |l| =0, es decir, tiene longitud cero.

- El simbolo A no pertenece a ningun alfabeto, pero si al meta-alfabeto,
Agd.

2.3. Lenguaje universal

Definicién. - El conjunto de todas las cadenas sobre un alfabeto X,
incluyendo la cadena vacia (1), se llama Lenguaje Universal y se denota
por 2. El lenguaje universal de cualquier alfabeto es infinito.

Ejemplo: sea,

o a}, entonces X ={A,a,aa,aaa,aaaa,: -}

Z={
2 ={
2, = {l,a,b, c,aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,cb,cc, aaa,aab,---}
Y, ={0,1}, entonces

2 ={

1V ={2,0,1,00,01,10,11,000,001,010,--}

14
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Observaciones:

XcX’

A es la cadena o palabra de todo universo, es decir: 4 e’

Si X es un conjunto finito, X* es siempre un conjunto infinito
(enumerable).

Hay que distinguir entre los siguientes cuatro objetos, que son todos
diferentes entre si: &, A, {J} y {4}.

La mayor parte de la teoria computacional se hace con referencia a un
alfabeto X fijo (pero arbitrario).

Lenguaje formal

Definicion. - L definido sobre un alfabeto ., es un conjunto cualquiera de
palabras definidas sobre dicho alfabeto, y se le llama Lenguaje Formal, por
lo tanto, L € X"

Ejemplo: seaZ:{a,b}, entonces se puden definir los siguientes

lenguajes:
L, ={a,b,bb,bbb}

L, ={b,bb,bbb,bbbb,bbbbb,---}

L, = {i,a,ab, aab,aaab,aaaab,m}
L

L, = (un lenguaje si puede ser vacio)

Operaciones con cadenas

i) Concatenacion de cadenas

Definicién. - Dado un alfabeto > y dos cadenas u, v € 27, la

concatenacion de u 'y v se denota como u.v o simplemente uv.

15
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Dicho de manera mas precisa, si u es la cadena compuesta por i simbolos
u=aa,a;---ay v es la cadena compuesta por j simbolos v=>5b,b,--b,,

entonces uv es la cadena de longitud i +: w=uv =a,a,a,---abb,b;---b, .

Ejemplo:

e Si u=011001 y wv=110, entonces wuv=011001110 vy
vu =110011001.

e Six=ABRA e¢y=CADABRA, entonces w =xy = ABRACADABRA

e Six=some ey = temos, entonces w = sometemos

e Six=1234ey=4321, entonces w = 12344321

Propiedades:

v Operacion cerrada. Si x ¢ y estan definidas sobre el mismo alfabeto, xy
también lo estara.

Asociativa. (xy)z = x(yz)

Elemento neutro. xA= Jx =x

Conmutativa. No es una operacion conmutativa.

AN

Cancelacion por la izquierda. Vx,yz €2, se cumple: xy = xz;
entonces y = z.

AN

Cancelacion por la derecha. Vx,y,z € 2", se cumple: xz = yz; entonces
xX=y.

Y ol =l

Ejemplo: La cadena A es subcadena de cualquier cadena, toda cadena es
subcadena de si misma, la cadena 01 es una subcadena de 0001000, la

cadena 00 no es una subeadena de 01110.

ii) Potencia de una cadena

Definiciéon. - Dadaw € X'y n € N, se define (descriptivamente) w” en la
siguiente forma:
w'=21

W= www---w
—_——

n veces
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Ejemplo:
e Si w=la sobreelalfabeto X = {/a}, entonces
w'=21
w =la
w? =lala
w' = lalala

e .Si w=10010 sobre el alfabeto ¥ = {10010}, entonces
w'=1
w' =10010
w? =1001010010
w' =100101001010010
w* =10010100101001010010

Propiedades:

\/ xn+m — xnxm
v |xn| = n|x| , €s semejante a la propiedad de logaritmo.

v x'=2

n+m

Ejemplo: Siw € X" ynm e N, demostrar que |w

=[w |+

Cason,m=>1.

n+m

w

= [www--w| = (n+m)|w
n+m veces

por otro lado, se tiene:
|w"|+|wm| =|www---w|+|www---w| :n|w|+m|w|
_
n veces m veces

Cason=0,m=>1.

n+m 0+m

|w :|w :|w’”|:m|w|

por otro lado, se tiene:

|Wn|+|wm|:|wo|+ Wm

:|/1|+|wm| :O+m|w|
Caso n > 1, m = 0. Similar al caso anterior.
17
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Cason=0,m=0.

_ |W0+0
por otro lado, se tiene:
=[w’|+|w|=]A|+[A] =0+0=0

n+m

|w :|WO|:|/1|:0

|w"|+ w"

Observacion:
Sabemos que X, <", es decir, el conjunto de todas las cadenas de un
alfabeto 2. se designa mediante X.". Por consiguiente:

Y ="uY U U

Ejemplo:

Si X ={0,1}, entonces:
- X" ={4}, independientementede cual sea el alfabeto 3.
X' ={0,1}

- X?={00,01,10,11}
5 ={000,001,010,011,100,101,110,111} , etc.

Podré notar que existe una ligera confusion entre Y. y X.'. El primero es un
alfabeto; sus elementos 0 y 1 son los simbolos. El segundo es un conjunto
de cadenas; sus elementos son las cadenas 0 y 1, cuya longitud es igual a 1.

En ese sentido, se puede expresar 2.° como:

> ={0,1}" ={2,0,1,00,01,10,11,000,001,010,---}

Observacion:
En muchos casos, desecaremos excluir la cadena vacia del conjunto de
cadenas. El conjunto de cadenas no vacias del alfabeto > se designa como

2" Por tanto, dos equivalencias apropiadas son:
- X =XuXtudi o
- Z* = ZJF U{ﬂ,}

iii) Reflexion o inversa de una cadena
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Definicion. — La reflexion o inversa de una cadena w € X" se denota w'y
se define descriptivamente asi:
, {/1, siw=A4,

w = .
a,-a,a, Siw=aa,-a

n

Ejemplo: sea,
e Si w=casa, entonces w' = asac
e Si x=1000011, entonces x' =1100001

. ] I
o Si u=seroma . entonces w = (Seroma) = amores

Propiedades:
4 (w1)1 =w,para we Y’

I
v |w |:|w| , €S seme

iv) Subcadenas, prefijos y sufijos

Definicion. — Una cadena v es una subcadena o una subpalabra de u si
existen cadenas x, y tales que u =xvy. Siysolosix =10y= Ay, por lo
tanto, la cadena vacia es una sub cadena de cualquier cadena y toda cadena
es sub cadena de si misma.

Definicion. — Un prefijo de u es una cadena v tal que u = vw para alguna
cadenaw € >.°. Se dice que v es un prefijo propio si v = u.

Definicion. — Un sufijo de u es una cadena v tal que u = wy para alguna
cadenaw € >.°. Se dice que v es un sufijo propio si v = u.

Ejemplo: Sea Y. ={a,b,c,d} y u=bcbaadb .

19
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Preffijos de u: Sufijos de u:
A A

b b

bc db

bcb adb

bchba aadb

bcbaa baadb

bcbaad cbaadb
bcbaadb bcbaadb

Todos son propios, excepto bebaadb.

3. LENGUAJES

Definicién. - Un lenguaje L sobre un alfabeto 3, es un subconjunto de X", es
decir L.

Un lenguaje de X no necesita incluir cadenas con todos los simbolos de >, ya
que una vez que hemos establecido que L es un lenguaje de X, también
sabemos que es un lenguaje de cualquier alfabeto que sea un superconjunto de

>

Observaciones:

- L=, esun lenguaje vacio.

- J# {/1} , el primero no contiene ninguna cadena y el segundo sélo tiene una
cadena.

- L=2",esun lenguaje de todas las cadenas sobre 2. .

- Secumple: @< L <", paratodo L, y puede ser finito o infinito.

- Los lenguajes se denotan con letras mayusculas 4, B, C, ..., L, M, N, ... Enla

siguiente figura se visualizan dos lenguajes A y B sobre ..

20
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Z*

Figura 1.

Ejemplo: Se tiene los lenguajes sobre alfabetos especificos,

. Z:{a,b,c}, L:{a,aba,aca}

o X={0,1,2}, L={0,00,000,-} = {0":n 21}

e X={ab,c,-,x,y,2,4,B,C,---,X,Y,Z}, L = {weX': w pertenece a

diccionario espaiios DRA}. L es un lenguaje finito.

e Y ={a,b,c},L={veX :vno tiene el simbolo c}. Ejemplo: v = abbaab €
Lyv=abbcab ¢ L.

e X ={0,1}, L = conjunto de todas las secuencias binarias que continen un

nimero impar de ceros.

3.1. Operaciones con lenguajes

Definicion. — Dados dos lenguajes defnidos sobre el mismo alfabeto:
L,L, 2" .LaUnion de los lenguales L, y L, se define:

L UL, :{WEZ*/(weLl)v(weLz)}

Propiedades:

v’ Operacién cerrada. Si L,L, c > = L, UL,, es un lenguaje.
v Asociativa. (L, UL,)UL, =L U(L,UL,)

v' Conmutativa. L, UL, =L, UL

v Elemento neutro. LU =JUL=L

v Idenpotencia. LUL =1L

21
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Ejemplo: Si, L ={a} y L, ={b} ,halle L UL,
V)

{bj ={a.b;

1:{
LIULZ:{a

Ejemplo: Si, L, ={a,ab} y L, ={ab,aab,aaabb} , halle L UL,
LUL,= {a,ab} U {ab, aab, aaabb} = {a,ab,aab, aaabb}

Ejemplo: Si, L={0,11} y M ={0001,111}, es acil verificar que,
LM ={00001,0111,110001,11111}

3.2. Concatenacion de lenguajes

Definicion. — La concatenacion de dos lenguajes L, y L, sobre X,

denotada L,.L, o simplemente L L, se define como:

L.L, :{u.veZ*/(u eLl)/\(veLz)}

Observacion:
En general L,.L, # L, .L,

Ejemplo:

e Si X={a,b,c0]1}, L ={a,ab,ac}y L, ={0,10} entonces
L,L, = {a0,al0,ab0,ab10,ac0,ac10}
LL = {Oa,Oab, Oac,lOa,lOab,lOac}

e SiX={ab,c}, L ={a,abbcly L, = {b,bz} entonces
L L, ={ab,ab’ab’ ,ab’ ,bch,bch’ |

L,L, = {ba,bab,b’c,b’a,b’ab,b’c|

22
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Propiedades: Sean los lenguajes L, L,, L, sobre >.
vV LO=0L =0

v LA ={AL =1,

v Asociativa. (L,.L,).L, =L.(L,.L,)

v’ Distributiva respecto a la unién. L.(L, UL,)=LL, ULL,

. Potencia de un lenguaje

Definicion. — Se define recursivamente a partir de la concatenacion. Asi,
dado un lenguje o una palabra L <" y un nimero natural n € N,

definimos la potencia L' = L.L.L.--- L , mediante:
R ——

L={4

I"'=LI"" conn>1.

Ejemplo: Sea, L ={a,b}, determine L’
N
- L'=LL=L{A}=L={ab}
- I’=LL=LL={aa,ab,ba,bb}
- [ =L’ = LLL={aaa,aab,aba,abb,baa,bab, bba, bbb}

Ejemplo: Sea, L ={acc}, determine L'
- ={A)
- LU'=LL =L{A}=L={acc}
- L['=LL=LL= {accacc}
- L' =LI’ = LLL={accaccacc}

- I'=L=LLLL= {accaccaccacc} = (acc)4

23
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3.4. La clausura de Kleene de un lenguaje

Definicién. — La clausura de Kleene de un lenguaje, denotado por L es
el resultado de unir todas las potencias de dicho lenguaje, (Jurado, 2008) es
decir:

r=Jr=rorururu..

i=0

Ejemplo: Sea, L ={1}, entonces,
- L={4

La calusura de L={1} es I ={/1,1,11,111,---}

Ejemplo: Sea, L ={a,b}, entonces,
e
L= {a,b}
- I’ = {aa,ab,ba,bb}
L= {aaa, aab,aba,abb,baa,bab,bba, bbb}

Por tanto, L' = {/1,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab,aba,abb, baa,-u}

Definicion. — La clausura positiva de un lenguaje, denotado por L es la
union de todas las potencias de ese lenguaje, exceptuando la potencia cero.

r=Jr=rovrouru..

i=1

24
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Propiedades: Sea L un lenguaje sobre X, es decir, L < >

v L=Lula)

v L'=LL=LL

v (L) =L, paratodon>1
‘() -r

v (r) =L

v (LJF)*:L*

v (L*)+=L*

Ejemplo: Demuestre L' = L'L =LL .

Partimos de: LI :L.(LO vlulPul u)
:L.(LluLzuEum)
LI =L

Del mismo modo para L' = L'L

Ejemplo: Demuestre (L* )+ =L.

Se tiene que: (L* )+ = (L*)1 U(L* )2 u(L*)3 U
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Ejemplo: Demuestre (L+ ) =L.

Se tiene que: (L*)

o) (L*) -

=(L
{(AtuLrrurr .
=L v

(conjuntos contenidos en L )

(v) -

3.5. Reflexion o inversa de un lenguaje

Definicién. La reflexion de un lenguaje, la cual se denota por L' estd
formada por las inversas de todas las palabras de ese lenguaje, decir,

r :{wl/weL}

Propiedades: Sea L, y L, lenguajes sobre >, es decir, L, L, = >
v (L.L) =L.L

v (LuL) =Ll
v (LnL) =L AL
C(r) -t
(

E):U)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Dar un ejemplo de un alfabeto Y. y dos lenguajes diferentes 4, B sobre 2,
tales que AB = BA.

. Una de las dos contenencias siguientes es verdadera y la otra es falsa.
Demostrar o refutar, seglin sea el caso:

a) ABNC)cA4.BNnAC

b) ABNA.CcA.(BNC)

. Sean 4 = {the, my} y B = {horse, house, hose} lenguajes sobre ¢l alfabeto
inglés. Obtener A.B, A.Ay A.B.B.

. Sean 4 = {4, ab} y B = {cd}. (Cuantas cadenas hay en 4"B para un n
arbitrario?

. Sean 4 = {a} y B= {b}. Obtener A".B, AB" y (AB)".
. Demuestre que para cualquier lenguaje L, L =OL = .

. Si L={0,01,001,0001,--} calcule L.

. Sean L y M dos lenguajes, demuestre que (LUM) = (L*M* )*

27
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INTRODUCCION

Si nos referimos a los lenguajes naturales el concepto de gramatica es muy
antiguo. Los primeros trabajos aparecenen la India durante los comienzos del
primer milenio antes de Cristo, alcanzandose el maximo apogeo con Panini
(siglosVIIyVIa.C.). Al mismo tiempo en Grecia se desarrolla bauna corriente de
investigacion gramatical, cuyo maximo representante seria Pitagoras. Sin
embargo, el concepto degram’atica desde un punto de vista formal tiene su
origen en los trabajos de Chomsky amediados del siglo XX. (Jurado, 2008)

Incicaremos este capitulo dando una serie de definiciones de las reglas de
formacioén (la gramatica) de las expresiones regulares.

1. GRAMATICA

1.1. ;Qué es la Gramatica?

Una gramatica describe la estructura de las fraces y de las palabras de un
lenguaje y se aplica por aigual a:

e Las lenguas naturales humanas
e Lenguajes de programacion
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1.2.

30

Una gramatica es un “ente formal” para especificar de manera finita el
conjunto de cadenas de simbolos que constituyen un lenguaje.

Estructura de una gramatica

Las gramaticas estan integradas por varios elementos que permiten la
estructuracion de palabras, por tanto,

Definicion. Una gramatica formal o gramatica G es una cuaterna definido
como:

G=(Zy.2;.5,P)

Donde:
hI : Alfabeto de simbolos no terminales. Es un conjunto finito

llamado alfabeto de simbolos no terminales.
2, : Alfabeto de simbolos terminales. Es un conjunto finito no vacio

simbolos terminales, que verifica 2., N>, =J.

S . Axioma. Simbolo especial, que se denomina simbolo inicial,
donde S, .

P : Regla de producciones. Es un conjunto finito llamado conjunto
de producciones (o, simplemente, sistema de reescritura), donde
SeX,.

Observaciones:

- Un simbolo es cualquier caracter o figura, por ejemplo: a, b, p, 3, 5, #,
&, @, etcétera.
- Se cumple entre los alabetos de G: >, UY, =%

Ejemplo: Sea la gramatica G:(ZN,ZT,S,P), donde: 2%, :{S} ,
Y, ={ab}, P={S—>ab,S—>aSh} y S = estado inicial. Genere la
palabra aaaabbbb.
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Se tiene las producciones:
P: §S—>ab
S — aSh

Generando se tiene: S = aSb = aaShb = aaaSbbb = aaaabbbb

Ejemplo: Sea la gramatica G = ({S,A,B},{a,b,c,d},S,P), donde: P son
las producciones:
S — ASB

A—>b
aad — aaBB
S—d

A— aAd

B — dcd

Genere las palabras: bddcd, abddcd, aabddcd, bbaddeddedcd...

bddcd abddcd aabddcd
S — ASB S — ASB S — ASB
S — bSB S — aASB S — aASB
S — bdB S — abSB S — aaASB
S — bddcd S — abdB S — aabSB
S — abddcd S — aabdB
S — aabddcd

Queda para el lector generar: bbaddcddcedcd...

Ejemplo:  Sea la  gramitica G=(2,.%;.S,P),  donde:
Yy ={< mimero >,< digito >}, >, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

S =< numero >. Las reglas de produccion P son:
< nitmero >—< digito >< numero >

< nuimero >—< digito >

<digito>—>0[1]2|3]4|5]6|7|8|9
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1.3.

32

Genere la palabra: 2019
2019

< nuimero >—< digito >< numero >

< nitmero >—< digito >< numero >< numero >

< numero >—< digito >< numero >< niuimero >< numero >
< numero >—< digito >< digito >< numero >< nuimero >
< nitmero >—< digito >< digito >< digito >< numero >

< numero >—< digito >< digito >< digito >< digito >

< nuimero >— 2 < digito >< digito >< digito >

< nuimero >— 20 < digito >< digito >

< nuimero >— 201 < digito >

< numero >— 2019
Genere usted la palabra: 122101
Notacion

a) Vocabulario no terminal
- Letras mayusculas latinas de comienzo del abecedario: 4, B, C, ...
La tinica excepcion es generalmente representada con S.
- Nombres en minuscula, pero encerrados entre paréntesis angulares:
<expresion>, <operador>, ...

b) Vocabulario terminal
- Letras mintsculas latinas de comienzo de abecedario: a, b, ¢, ...
- Operadores tales como: +, -, *, /, ...
- Caracteres especiales: #, @, (,), ...
- Los digitos: 0, 1,2, ...,9
- Palabras reservadas de lenguajes de programacion con mindsculas y
negrita: if, then, else, ...

¢) Cadenas terminales
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Las cadenas compuestas totalmente por simbolos terminales se
representan como:
- Letras minusculas latinas del final del abecedario: ... w, x, y, z.

d) Cadenas
Las cadenas que contienen simbolos terminales y no terminales
indiferenciado se representan por:
- Letras minusculas griegas: &, £, ¥ ..., ®.

Ejemplo: Describir una gramatica a partir del siguiente conjunto de
producciones:
N —>ND|D

D—0]1]2
Genere la palabra: 10021 y 222101

10021 222101

N — ND N — ND

N — NDD N — NDD

N — NDDD N — NDDD

N — NDDDD N — NDDDD

N — DDDDD N — NDDDDD

N — 1DDDD N — DDDDDD

N —10DDD N —2DDDDD

N —100DD N — 22DDDD

N —1002D N — 222DDD

N —10021 N —2221DD
N —22210D
N — 222101

RELACIONES ENTRE CADENAS
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En esta seccion se muestra las relaciones de derivacion directa y derivacion
entre las cadenas de un determinado lenguaje descrito por una gramatica.

2.1. Relacion de derivacion directa

Definicién. Dada una gramatica G=(X,,X;,5,P) y dos palabras
a',B'e>’” decimos que «' deriva directamente a B' en un paso y se
denota por a'= f', si y solo si, existen palabras ¢,,5, € 2" y una

produccion a — f, tales que a'=o6,a0,, B'=0 p0o,.

Ejemplo: Se tiene las siguientes producciones:
S —ab
S — aSb

Genere la palabra: aabb

Realizando generacion:
S —>ab
S —aSh
S — aabb

Aplicando la derivacion directa, o'= ' entonces o,ao, = 6,55, , e€s

decir, sustituyendo la primera regla en la segunda se tiene:
S — aabb

2.2. Relacion de derivacion

Definicion. Sean ¢, € 2, , se dice que estadn en relacion de derivacion
en la gramatica G si existen «,,a,,a;, -+, ,, tales que:

a, —>a,

a, = a,

a, > a,
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amfl - am
entonces
a —>a,

al cual diremos que «,, derivade ¢, 0 que ¢, produce «,,.

Ejemplo: Se tiene las siguientes reglas de produccion, las numeramos para
su posterior identificacion:

(1) S > ASB

2) A—->b

(3) aad - aaBB

@4 S—>d

5) 4> a4

(6) B—dcd
Se tiene la siguiente derivacion: S — abddcd

Las derivaciones inmediatas necesarias para llegar a abddcd , se muestran
a continuacion, sefialando en cada paso el nimero de regla aplicada.

U (5) @) (4) (6)
S — ASB— aASB— abSB — abdB — abddcd

Definicion. Se denomina sentencia o frase de un lenguaje cualquiera a una
cadena que sea el resultado tltimo de una derivacion a partir del simbolo
inicial 'y cuyos simbolos son terminales, es decir

S—>a, vy a, €2,

Ejemplo: Utilizando la relacion de derivacion del ejemplo anterior,
abddcd es una sentencia

2.3. Definicion formal de lenguaje
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Definicion. El lenguaje L(G) generado por una gramatica G es el conjunto
de todas las sentencias que puede generar G. Es decir,

L(G) ={am e /s — am}

Una sentencia pertenece a L(G) si:
o  Estd compuesta por simbolos terminales
e La sentencia puede derivarse del simbolo inicial S aplicando las
reglas de produccion de la gramatica.

Ejemplo: Considere la gramatica: G =(X,,%;,S,P), donde
Y, ={8}. ¥, ={a,b}, P={(S.aS).(5,2)}

Utilizando la gramatica podemos generar el siguiente lenguaje:
L= {a,aa,aaa,---} = {a"/n > O}

Observe que la caracterizacion recursiva de las palabras de este lenguaje se
deduce de su estructura gramatica.
S —>aS

S—>A

Sin =15, la derivacion de la palabra es:
S — aS — aaS — aaaS — aaaaS — aaaaaS — aaaaald — aaaaa

Observacion.

Se suelen usar la notacion (4, B) € P en lugar de 4 — B, para indicar una
produccion. Y, en el caso de tener mas de una produccion que comience en
el mismo objeto, se suele usar 4 — B|C, en lugar de escribir 4 > B,

A—C.

Definicion. Dos graméticas G, y G, son equivalentes si ambas generan

el mismo lenguaje:
L (Gl ) =L (Gz )
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Ejemplo: Sea la  gramatica: G, = ({S 1.{0,1},8, P) ,  donde

P ={(S - 00511),(0S1 - 01)} . Determinar el lenguaje que genera.

La forma de generar sentencias se obtiene de aplicar n veces la primera
produccion y finalizar con la aplicacion de la segunda produccion, asi
obtenemos el lenguaje.

S — 00511 —> 000081111 = --- — 0" V05131 — 012"

Por tanto, el lenguaje que genera la gramatica es:
L(G,)={0"E [ =1}

Ejemplo: Si la segunda produccion de la gramatica del ejemplo anterior
es S — 01. Determinar el lenguaje que genera.

Tenemos:
S — 00S11— 000081111 — --- — 0" 513" — g2 (n4)

Por tanto, el lenguaje que genera la gramatica es:
L(Gz) — {0(2n+1)1(2n+1)/n > 0}

Ejemplo: Sea: G, = ({S,X,Y},{a,b,c},S,P), donde P tiene las reglas de

produccion.
S —abc, S — aXbc, Xb—bX , Xc — Ybcce ,
bY > Yb, aY —>aaX, aY — aa

(Qué lenguaje genera?

Generamos algunas instrucciones:
S — abc
S — aXbc — abXc — abYbcc — aYbbcc — aabbcc
S = aXbc — abXc — abYbcc — aYbbcc — aaXbbcc
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A partir de aaXbbcc, se puede llegar a a’b’c’, del siguiente modo:

— aaXbbcc — aabXbce — aabbXce — aabbYbcce — aabYbbece
— aaYbbbcce — aaabbbece = a’b’c® 6 a* Xbc’ .

Por induccion, el lenguaje que puede llegar a generar la gramatica es:
L(Gy)= {a"b"c"/n > l}

Ejemplo: Dada la gramatica G= ({S, A} {a,b}, S,P) ,
P={(S — abAS),(abA — baab),(S — a),(4—>b)} . Determine el lenguaje
que genera.

Se generan sentencias del lenguaje aplicando las reglas hasta que se pueda ver la
forma general del lenguaje.

S—a

S — abAS — abbS — abba

S — abAS — baabS — baabc

S — abAS — abAabAS — baabbaabS — baabbaaba

S — abAS — abAabAS — --- —> (abA)" S—- (baab)" a

S — abAS — abAabAS — abbabbS — abbabba

S — abAS — abAabAS — ---— (abA)' S — (abb)" a

S — abAS — abAabAS — abAabAabAS — baababbbaaba

L(G) = {cadenas que contienen abb y baab intercambiandose y reproduciéndose
cualquier nimero de veces, y terminando siempre con el simbolo a}

Ejemplo: Crear una gramatica que genere los siguientes lenguajes:
a) {a,aa,aaa}

b) {a,aa,aaa,aaaa,aaaaa,‘-~}
c) {l,a,aa,aaa}

d) {

A,a,aa,aaa,aaaa,aaaaa, - }
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Solucién:
a) Se observa que la gramatica solo genera tres palabras y todas ellas estan

[Pt

formadas por el simbolo “a”. Por tanto, una posible solucion es:
G =({5}.{a}.5.P)

Con producciones:
S —>alaalaaa

b) En este caso, las palabras del lenguaje estan formadas por una o varias ases.
Por tanto, una posible solucion es:

G=({s}.{a}.5.P)
Con regla de produccion:
S —>alaS

¢) Este caso es similar al primer caso, pero, a diferencia de éste, la palabra
vacia debe pertenecer al lenguaje. Por tanto, una posible solucion es:

G=({S}.{a}.5.P)
Con regla de produccion:
S —> Ala|aa|aaa

d) Finalmente, este caso es similar al segundo caso, pero, a diferencia de éste,
la palabra vacia debe pertenecer al lenguaje. Por tanto, una posible solucion
es:

G=({S}.{a}.S.P)
Con regla de produccion:
S—>A|aS

3. ARBOL DE DERIVACION

Un arbol de derivacion permite mostrar graficamente como se puede derivar
cualquier cadena de un lenguaje a partir del simbolo de inicio de launa
gramatica que genera ese lenguaje.

El arbol de derivacion tiene las siguientes caracteristicas:
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e el nodo raiz esta rotulado con el simbolo distinguido de la gramatica;
e cada hoja corresponde a un simbolo terminal o un simbolo no terminal;

® cada nodo interior corresponde a un simbolo no terminal.

}K © nodo raiz
%

™y nodos interiores

- | -
/:\{ . L ',
. . \' . hojas

Para cada cadena del lenguaje generado por una gramatica es posible construir
(al menos) un arbol de derivacion, en el cual cada hoja tiene como rétulo uno de
los simbolos de la cadena.

Construccion

e (Cadanodo del arbol va a contener un simbolo.

e En el nodo raiz se pone el simbolo inicial S.

e Se efectia una ramificacion del arbol por cada produccion que se
aplique: Si a la variable de un nodo, 4, se le aplica una determinada
regla 4 — «, entonces para cada simbolo que aparezca en a se afiade
un hijo con el simbolo correspondiente, situados en el orden de
izquierda a derecha.

e Este proceso se repite para todo paso de la derivacion.

e Sila parte derecha es una cadena vacia, entonces se afiade un solo hijo,
etiquetado con A.

e En cada momento, leyendo los nodos de izquierda a derecha se lee la
palabra generada.

Ejemplo: Se tiene el siguiente conjunto de producciones:
S — aAS

S—a
A — SbA|SS | ba

Encuentre la palabra: aabbaa y su respectivo arbol.
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Se tiene:
S — aAS — ada — aSbAa — aabAa — aabbaa

El arbol de derivacion es el siguiente:

Un arbol de derivacion puede proceder de dos cadenas de derivacion distintas:

i) Se llama derivacion por la izquierda asociada a un arbol a aquella en la que
siempre se deriva primero la primera variable (mas a la izquierda) que
aparece en la palabra.

ii) Se llama derivacion por la derecha asociada a un arbol a aquella en la que
siempre se deriva primero la Gltima variable (mas a la derecha) que aparece
en la palabra.

Ejemplo: Retomando el ejemplo anterior. Del arbol se tiene la plabra aabbaa

Derivacion por la izquierda:
S — aAS — aSbAS — aabAS — aabbaS — aabbaa
Derivacion por la derecha:
S — aAS — ada — aSbAa — aSbbaa — aabbaa

Ejemplo: Sea el conjunto de producciones:
S —>ab

S — aSh

Genere la palabra: aaabbb y su respectivo arbol.
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Se tiene:
S — aSh — aaSbb — aaabbb

El arbol de derivacion es el siguiente:

Para n derivaciones tenemos:

S — aSb — aaSbb — aaaSbbb — --- — aaa...ab...bbb

y el lenguaje generado seria: L(G)= {a"b”/n > 1}

Ejemplo: Dada la gramatica G, =({S.4}.{a,b,c},5,P),
P= {(S — ad),(4—bb4),(4—> c)} . Determine el lenguaje que genera a

través de los arboles de derivacion:

42



INTRODUCCION A LA TEORIA COMPUTACIONAL

- S—>ad—ac -S> ad— abbA — abbc
S S
S
a S a
b b
c

- 8 > aA— abbA — abbbbA — abbbbc

s
s
a s
b b s
b b

El lenguaje generado es: L(G)={ab(2”)c/n21} y se puede definir con la

siguiente expresion regular, cuya definicion se estudiara mas adelante.
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L(G)=a(bb) c
Definicion. Una gramatica se dice ambigua si existe una palabra con dos
arboles de derivacion distintos; de lo contrario decimos que la gramatica es
inambigua.

Ejemplo: 1a gramatica generada por las siguientes:
S — A4

A— aSa

A—>a
es ambigua ya que la palabra aaaaa = @’ tiene dos arboles siguientes:

S
A A
S
a b a
A A
a a
aaaaa

Ejemplo: Se tiene la siguiente regla de producciones:
S — aSbS |bSaS | A

(La gramatica sera ambigua? Encuentre la la palabra abab

Se tiene los siguientes arboles:
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Observacion.
No siempre es posible eliminar la ambigiiedad. No es porque no conozcamos un

algoritmo que elimine la ambigiiedad, sino que estamos seguros de que no
puede hacerse.

Ejemplo: Determine el lenguaje asociado a las siguientes gramaticas:

a)

G, =({S,4}.{a},S.P) con:
P:
S—>al4
A—Ad|a

Una forma de encontrar las cadenas (o palabras) del lenguaje asociado a
una gramatica es haciendo uso de una estructura en forma de arbol en la
que la raiz es el axioma y las hojas las palabras del lenguaje.

S S S S
A A
2 Al
qg A A A
a a A Aa .
aa pe a AK
aaa A
a a.

El lenguaje generado es:
L(G1 ) = {l,a,aa,aaa,aaaa,aaa...} = {l,a"/n 21}

Asi mismo, las cadenas se pueden encontrar por mas de un camino, por
tanto, la gramatica es ambigua.
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S S S S
L1, ’
2 A
§ A A A A A
a a a A A
aa a a
aaa

b)  G,=({S.4}.{a,b},S,P) con:

Pz:
S—>A1|4
A— adb|ab
Se tiene:
S S S S
A A
A
a b a b a b
A
ab a b a b
aabb e b

aaabbb

aa...ab...bb

El lenguaje generado es:
L(G,)={A.ab,aabb,aaabbb....,aa..ab..bb} = {1,a"b" [n>1]

o) G, =({S.4}.{a}.S.P)

P3Z
S|4

A— AaAd|a
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Se tiene:
S S S S S
AN
a A a A A a a
4 a o Ar a Ay a A
aaa a a a

aaaaa

aaaaaaa

El lenguaje generado es:
L(G3) = {ﬂ,a,aaa,aaaaa, aaaaaaa,...} = {/1,(1(2"”)/71 20}

Las cadenas se pueden encontrar por mas de un camino, por tanto, la
gramatica es ambigua.

S S S S S

A
A

g A a A a YA a A

o p A a A a a A a
aaa a a A a A a A
aaaaa a a A a
aaaaaaa p a

d G, =({5.4,T}.{a,b},S.P)

P4I
S —ad
A—>b|ad|Tb

T—>Th|b

Se tiene:
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e Un primer lenguaje:

S S
/\A
a a
A
b a
ab
b
aab

entonces: L(G41 ) = {a"b/n > 1}

e Un segundo lenguaje:

entonces: L(G42 ) = {ab”’/m 2 1}

e finalmente, el lenguaje generado serfa: L(G,)=L (G4l )u L (G42 )
entonces: L(G,)= {a"b/n > l} U {ab’”/m > l} = {a”b’”/n,m > 1}
L(G4) = {ab,aab, aaab,...,aa...ab,aabb,aabbb,aa...ab...bb,abb,abbb, ab...b}

y cuyo arbol es el siguiente:
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S
A
a
A
a
a
T
T b’
aaa...ab...bbb

e) G, =({S,4}.{a.b},5,P)

Ps:
S|4

A— Ab|ad|ab

Se tiene:
e Un primer lenguaje:

n
n

entonces: L(G51 ) = {a"b/n > 1}
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e Un segundo lenguaje:

S S S S S
A A A A
2 A
a b b b A b
ab . b b A
abb : L /\ 3

abbb a b

ab...bbb
entonces: L(G52 ) = {abm/m > 1}

 En general, el lenguaje serfa: L(G;)= L(Gs, )u L(G52 )
entonces: L(G,)= {a"b/n > 1} U {ab”’/m > 1} = {a”b"’/n,m > 1}
L(G4) = {/I,ab, aab,aaab,...,aabb,aabbb,aa...ab...bb,abb,abbb, ab...b}

y cuyo arbol es:

aaa...aab...bbb
La gramatica es ambigua, queda para el estudiante verificarlo.
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Ejemplo: Dada la  gramatica G= ({SO,Sl,a,b,c} ,{a,b,c} ,{SO} ,P) R

P={(S, > aS,).(S, > bS,).(S, > bS,),(S, > c)} . Determine el lenguaje que

genera a través del arbol de derivacion:

Se tiene:

S1
S1
o
b !
X 7 s,
abbb...bc
So
S0
S,
a .,
b S1
c
aaaa...bc

el segundo lenguaje generado es: L(G2 ) = {a"bc/ n> l}
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Q

aaaabbbbc

aaaaabbbbbc aaaa...abbbb...bc

y un tercer lenguaje generado es: L(G, )= {a”b"c/n > 1}

Por lo tanto,
L(G):L(Gl)UL(Gz)UL(Gz)
L(G)= {ab”c/n > 1} U {a"bc/n > 1} U {a"b”c/n > 1}

Ademas, se puede notar que la terminal ¢ pude incrementar independientemente
del crecimiento de la terminal b y viceversa, entonces, el lenguaje generado
seria:

L(G) = {a"bmc/n >1lm> l}
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4. JERAQUIAS DE LAS GRAMATICAS

En funcion de la forma de sus producciones, se puede caracterizar qué tan
compleja es una gramatica formal. Noam Chomsky mostré que esta
caracterizacion clasifica jerarquicamente a las gramaticas formales: Gramaticas
en un nivel estan incluidas en los siguientes niveles y la inclusion entre niveles
es propia.

Tabla 2.1: Jerarquia gramatical de Chomsky.

Regla de
G iti L j Solucio
ramdtica enguaje Produccion olucion
: . a—>p . .
Tipo 0 Recursivas . L. Maquinas de Turing
Sin restricciones
. . Autoématas lineales
Tipo 1 Dependiente de contexto aApf — ayf
acotados
Tipo 2 Independiente de contexto 4 —y Autématas de pila
Tipo 3 Regular A—>aB Autdématas finitos,
A—>a regulares

Los cuatro tipos de gramaticas que se estudiaran a continuacion (tipo 0, tipo 1,
tipo 2, y tipo 3), cada una de ellas tiene restricciones mas fuertes que las
anteriores. Las gramaticas de tipo 0, contienen a todas las demas. Las de tipo 1
contienen a las de tipo 2 y tipo 3. Y por ultimo las de tipo 2 contienen a las de
tipo 3. Es decir, una gramatica de tipo 3 es de tipo 2, tipo 1 y tipo 0. Por lo tanto,
se define una jerarquia de gramaticas respecto de la relacion de inclusion, que se
puede representar graficamente mediante el diagrama de la figura 2.1.

53



Ramos, A. - Villasante, F. H. - Alvarez, T. P. - Torres, F.

TIPOO | TIPO1 | TIPO 2

Figura 2.1: Relacion de inclusion entre los distintos tipos de gramaticas.
4.1. Gramatica TTPO 0

También llamadas gramdticas no restringidas o gramdticas con
estructura de frase. Las reglas de derivacion son de la forma:

a—>pf

donde a=xd4y,con x,y,fe>" y AeX,, es decir la Unica restriccion es

que no puede haber reglas de la forma 1 — g donde A es la cadena vacia.

Ejemplo: Todas las gramaticas mostradas en las secciones anteriores de
este capitulo son de Tipo 0, pues en ninguna de ellas existe la produccion
A — f siendo la cadena vacia.

4.2. Gramatica TIPO 1

Tambien llamadas gramadticas sensibles al contexto (context sensitive). En
ellas las reglas de produccion son de la forma:

aApf — ayf

siendo 4eX,, yeX', a,feX’
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El nombre de gramaticas dependientes del contexto se debe a que las
producciones se pueden interpretar como que “A4 se convierte en y, siempre
que se encuentre en un determinado contexto, es decir, precedida por «
seguidapor S ”. Por lo tanto, es necesario conocer el contexto en el que se

encuentra 4 para poder aplicar la produccion.

Ejemplo: La gramatica G = ({S,A,B} Ja,b} ,S,P), cuyas producciones P

se muestran a continuacion:

S —aAd A — bAA
S — bA B—>b
A—>a B—>bS
A— aS B — aBB

Ejemplo: La gramitica G =(X,,%,.S,P), donde: X, ={(N).(D)},
>, =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, S=(N) y las reglas de produccion son:
(N) > (D)(N)
(N)> (D)
(D)—>0[1]2|3]4]5/6]7]8]9

A continuacion, se muestran algunos ejemplos de gramaticas que no son de
tipo 1, y que pueden ilustrar mejor la definicion de estas gramaticas.

Ejemplo: La gramética G = ({S},{a,b},S,P), donde las producciones P

son:
S — aaaaSbbbb
aSb — ab

La produccion aSh — ab no es del tipo 1, pues se sustituye S por vacio en
el contexto a...b.

Sin embargo, si se esta produccién fuera S — ab o aSh — abb , entonces
seria de tipo 1.

55



Ramos, A. - Villasante, F. H. - Alvarez, T. P. - Torres, F.

4.3.
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Propiedades de No decrecimiento. Las cadenas que se obtienen en
cualquier derivacion de una gramatica de tipo 1 son de longitud no
decreciente, es decir:

a— f3, se tiene que |a| <|A|

Es importante mencionar, que @ no puede ser de cadena vacia. Por esta
razon, los lenguajes representados por las gramaticas del tipo 1, se llaman
lenguajes dependientes del contexto o lenguajes sensibles al contexto.

Gramatica TIPO 2

Las gramaticas de tipo 2 también se denominan gramaticas de contexto
libre o libres de contexto (context free). Sus reglas de produccion tan sélo
admiten tener un simbolo no terminal en su parte izquierda, es decir son de
la forma:

A—y

con AeX, y yex’

En este tipo de gramaticas, la conversion de 4 en y se realiza
independientemente del contexto en el que se encuentre 4, de ahi su
nombre. Son especialmente adecuadas para representar los aspectos
sintacticos de cualquier lenguaje de programacion.

Ejemplo: La gramatica G = ({S,A,B} {a,b} ,S,P), cuyas producciones se

muestran a continuacion:

S —>aB A — bAA
S — bA B—>b
A—>a B —>bS
A—aS B — aBB

es de tipo 2
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Ejemplo: La gramitica G = ({S, A} {a,b} ,S,P) , cuyas producciones se
muestran a continuacion:

S —aS

S —aAd

A— bA

A—>b
es de tipo 2

Gramatica TIPO 3

Las gramaticas de tipo 3 tambien denominadas regulares o gramaticas
lineales a la derecha, comienzan sus reglas de produccion por un simbolo
terminal, que puede ser seguido o no por un simbolo no terminal, Hay dos
tipos de gramaticas regulares y sus producciones pueden ser de la siguiente
forma:

1) Lineales por la derecha (GLD), con regla de produccién de la forma:
A—aB

A—a
con 4,BeX, y ac’,

2) Lineales por la izquierda (GLI), con regla de produccion de la forma:
A— Ba

A—>a
con 4,BeX, y ac’,

Ejemplo: La gramatica G = ({S, A}, {a,b},S, P) , de ejemplo anterior es de
tipo 3.

Lenguajes con cadena vacia

Segun las definiciones anteriores la cadena vacia no puede aparecer en
ningin lenguajede tipo 1, 2 o 3. Supongamos que deseamos afiadir la
cadena vacia a un lenguaje.
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Se pretende crear un nuevo lenguaje L’, a partir del lenguaje L de tal forma
que:
L=L'U {4}

Bastara afadir de algiin modo a la descripcion del lenguaje L.

Una forma de hacer esto es afiadir la siguiente regla de produccion S — 4
a las reglas de la gramatica que describe L.

Propiedades:
e Si L es un lenguaje de tipo 1, 2 0 3 entonces LU{A} y L—{A} son

lenguajes de tipo 1, 2, o 3 respectivamente.
e Dada una gramatica G cualquiera de tipo 1, 2 o 3 se puede obtener otra

G’,con S'— A de forma que L(G')=L(G)uU{A}.

Ejemplo: Determinar el tipo de las siguientes gramaticas en la jerarquia de
Chomsky, justifique su respuesta:

a) G=({S,4,B}.{a,b},5,P)
Con P={S —ad,A—>bB,A— ad,A—>a,B— 1}

Es de Tipo 0. Podria ser de tipo 3 pero tiene una regla compresora (B — 1)

b) G=({S,4.B.C}.{a.b,c},S,P)

Con
P={S — adb,S — Ba,S —> A,aAbC — aAbB,aAbC — aabC,BCc — AaCc,

BCc - BaAbc,C — Ca,C — a}

Es de Tipo 1. En las producciones 4, 5, 6 y 7 se mantiene el contexto; y el
resto serian validas en una gramatica de tipo 2.

¢) G =({S,CASERON,BOSQUE,TIGRE},{casa, jardin, gato} S, P)

Con
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P = { SSTIGRE jardin, S>BOSQUE CASERON, BOSQUE—A,
jardin CASERON TIGRE casa—jardin BOSQUE TIGRE casa,
gato CASERON BOSQUE— BOSQUE casa TIGRE BOSQUE,
BOSQUE—TIGRE casa, BOSQUE—jardin}

Es de Tipo 0. Por regla compresora (BOSQUE—L). El resto de reglas
mantienen el contexto, siendo validas en una gramatica de tipo 1.

d) G=({5,4,B.C}.{x,»}.5.P)

Con
P={S > Cx,§ >Cy,§ > By,S > 4x,S > x,S > y,A—> Ax,A > Cx,A > x
B —> By,B— yA,C — x4}

Es de Tipo 2. Porque hay reglas de produccion tipo C—xA4 y tipo C—xA4
mezcladas en la misma gramatica.

¢) G=({S,B}.{a.b,c},S.P)
Con P= {S — abe,S — aBSc,Ba — aB, Bb —>bb}

Es de Tipo 0. Porque la regla 3 (Ba—aB) no mantiene el contexto.

5. LENGUAJES Y EXPRESIONES REGULARES

En esta seccion se van a estudiar las gramaticas regulares, también llamadas de
tipo 3 atendiendo a la clasificacion de Chomsky. También se aborda el estudio
de las expresiones regulares que permiten definir de forma precisa los lenguajes
generados por estas gramaticas (lenguajes regulares).

5.1. Lenguajes regular

De Castro (2004) nos indica que, los lenguajes regulares sobre un alfabeto
dado . son todos los lenguajes que se pueden formar a partir de los

lenguajes basicos &,{4},{a},ae X, por medio de las operaciones de

unién, concatenacion y estrella de Kleene.
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Definicion. Sea Y. un alabeto, se define:

i) &,{A}y {a} paracada aeX, son lenguajes regulares (LR) sobre X .
Estos son los denominados lenguajes regulares basicos.

ii) Si A y B son lenguajes regulares sobre Y., también lo son AUB, A.B
y A"

Observacion.
Tanto X, como X son lenguajes regulares sobre Y. La union, la
concatenacion y la estrella de Kleene se denominan operaciones regulares.

Ejemplo: Dado > = {a,b} , las siguientes afirmaciones son ciertas:
- @y {A} son lenguajes regulares

- {a} y {b} son lenguajes regulares

} son regulares porque es la union de {a} y {b}

a,a } es un lenguaje regular

{a,
{a.a
- { n> } es un lenguaje regular
{ "b" [n>0,m > O} es un lenguaje regular

n > l} es un lenguaje regular

Ejemplo: Sea . = {a,b} , los siguientes son lenguajes regulares sobre 2 :
- A={b}" {a}{b}" todas las cadenas que tienen exactamente una a.

B={b}{a,b} todas las cadenas que comienzan en b.

C= {a,b}* {ba} {a,b}* todas las cadenas que continen ba.

(fa} ot} ) al
[({a)" vp) )i}

*

Observacion.
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Construir y especificar lenguajes regulares, suele ser muy engorroso, por lo

que, existe una manera de representarlos a través de las expresiones
regulares.

Expresion regular

Con el proposito de simplificar la descripcion de los lenguajes regulares se
definen las llamadas expresiones regulares (ER).

Definicion. Una expresion regular sobre un alfabeto >, se define
recursivamente como:
i) Expresiones regulares basicas

- (J esuna expresion regular que representa al lenguaje vacio.

- A esuna expresion regular que representa al lenguaje vacio {l}
- aesuna expresion regular que representa al lenguaje {a} , VaeX

ii) Si @ y B son expresiones regulares sobre 2., también lo son:
- a+/p sedenotapor AUB

- a.f sedenotapor A.B

- " sedenotapor A

Los paréntesis “(“ y “)” son simbolos de agrupacion y se pueden omitir si
no hay peligro de ambigiiedad.

Ejemplo: Dado > = {a,b} , las siguientes son expresiones regulares:

{a,b} ={a}u{b} =a+b

{ab} =ab
(b1 =t
fa) =a'

Ejemplo: Dado el alfabeto > ={a,b,c}, la expresion regular:
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(a b ) a" (bc)*
representa al lenguaje

({a} {2} )-{a)"fbe}

Ejemplo: Dado el alfabeto 2 = {a,b} , son ejemplos de lenguajes regulares

con su respectiva expresion regular.

*

a}* ab} a ab

(yuta)) ({aholp}) {ba)’ (A+ay(a+b) (bay

Lenguaje Regular (LR) Expresion Regular (ER)
{4 A

{a} @

{abb} ={a}{b}{b] Abb

{a.b} ={ajo{b} ath

{ab,b} = {ab} U {b} ab+b

{ {bbb} (a+ 1) bbb

{

(

Definicion. Dos expresiones regulares o'y £ son iguales o equivalentes, si
designan al mismo lenguaje regular.

Si L(a)=L(f), entonces a = f

Propiedades:

A partir de la definicion anterior se pueden enunciar las siguientes
propiedades:

e Conmutativa respecto a launién: a+f=f+a

e Asociativa: a(Br)=(aB)r
a+(ﬁ+7)=(a+,8)+7/
e Distributiva: a(B+y)=(ap)+(ar)
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e (J eselemento neutro de launion: o+ =T+a=«
e 1 eselemento neutro de la concatenacion: a.A=Aa=«a

e Operacion del cierre de Kleene.

- =1
- F=2
- da=a

- ad'=A+aad’
. (a+ﬂ)* =(a* +ﬂ*)* =(a*,b’*)*
- (a+4) =(a*+i)=a*

Ejemplo: Sea el alfabeto ¥ ={a,b} y la expresion regular aa"bb". Indicar

el lenguaje que denota, y algunas cadenas de dicho lenguaje.

Algunas cadenas son:
Ab, aab, aaaaab, abbbb, abb, aaaab

El lenguaje que se describe es L = {cadenas que comienzan por una a y
continuan con varias o ninguna a, y siguen con una b y continuan con
varias o ninguna b}

Ejemplo: Sea el alfabeto Y ={1,2,3}, la expresion regular (1U2)3

indica el conjunto de todas las cadenas formadas con los simbolos 1y 2,
sucediéndose cualquier nimero de veces (y en cualquier orden), y siempre

terminando la cadena en el simbolo 3. Ejemplos de sentencias:
3 23

13 223
123 113
11113 121211223
221113 111212213
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6. REPRESENTACION DE LENGUAJES Y GRAMATICAS
ESPECIALES
6.1. Notacion Backus-Naur Form (BNF)

64

La notacion de Backus-Naur Form, es una metasintaxis usada para
expresar gramaticas libres de contexto: es decir, una manera formal de
describir lenguajes formales. El BNF se utiliza extensivamente como
notacion para las gramaticas de los lenguajes de programacion de la
computadora, los sistemas de comando y los protocolos de comunicacion,
asi como una notacién para representar partes de las gramaticas de la
lengua natural.

En la gramatica BNF la flecha “—” de una composicion se indica con

113

::=". La tabla 2.2 muestra algunos simbolos utilizados.

Tabla 2.2: Simbolos utilizados por la notacion BNF.

Simbolo Descripcion

() Simbolos no terminales. Declaraciones u objetos declarados
= Operador "se defne como”
| Operador disyuntivo "6"
a.o Rangos de caracteres

Ejemplo: Se tiene el siguiente conjunto de producciones:

S — aAdS A— SS
S—>a A—ba
A — SbA

Expresar en la notacion BNF.

La representacion es:
(S)z=a(4)(S)|a
(A4):=(S)b(A4)|(S)(S)]|ba
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Ejemplo: Sea la gramatica G:({S,A,B,C},{x,y},S,P) con reglas de

produccion:
S — xB B — w»xC C — Bx4
A — xBy B - ywC C—>xy
A— CBx B—>x A—>y

La representacion de la gramatica por medio de BNF es:

Ejemplo: La gramatica libre de contexto G en representacion BNF para
leer un numero real en Pascal es:

¥, ={s=+0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

2y = {(real) , (entero) , (fraccio’n) , (ent s signo) , (ent _c_ signo) (dl'git())}
Producciones:
(real ) = (entero) | ( fraccio’n) | (entero)(fraccio’n)

entero) = <ent s sign0> | (ent _c_ signo>

ent _c_ signo) = —(ent s Sign0> | + (ent s signo)

{
{
(ent s signo) i= (digito) | (a’igito) <ent s signo>
<fraccio'n> n= -(ent s sign0>

{

digito) :=0]1|2|3]4]5]6|7|8]9

Por lo tanto, la derivacidon para determinar si la palabra -153.87 pertenece
al lenguaje es como sigue:
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6.2.
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real) ::= entero)(fraccio'n)

{
real) = (em‘ _c_ Sign0> ( fraccién)

)
)
real> = —(ent_ s _signo)(fraccién)
)
)

I
real):= —<dl'git0> (dl'gitO) <dl'git0>-< fraccio'n>
real ) = (dl'gitO) (dl'gitO) (digi to)-(digito) (a’igi to)

{
{
{
(real = —(dlgito><dlgit0 dl'gitO)( fraccio'n)
{
{
(digito) ::= —153.87

Con lo cual se concluye que la palabra -153.87 pertenece al lenguaje L(G).
Diagramas sintacticos

Esta es una forma gréafica para representar una gramatica por medio de
graficas dindmicas que permiten determinar en forma mas ilustrativa si una
palabra pertenece a un lenguaje; a esta grafica se le conoce como diagrama
sintactico o diagrama de sintaxis. Toda palabra reservada de un lenguaje
formal es susceptible de ser representada por medio de diagramas
sintacticos (Jiménez, 2009).

Constan de una serie de cajas o simbolos geométricos conectados por arcos
dirigidos. Veamos los simbolos que rigen la construccion de cada grafo:

Tabla 2.3: Simbolos utilizados en los diagramas de sintaxis.

Simbolo Descripcion

Simbolos no terminales.

Simbolo terminal

Indica la direccion del movimiento para
completar la sustitucion
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Notacion para las producciones:
e  Varias alternativas: <A> | <B> | <C>

e Serie concatenada de simbolos terminales y/o no terminales:

(4)xv(B)
— 4 a@-»@-»f—»

e Cero o mas repeticiones de un simbolo: [x]= Ax...x

e Una o mas repeticiones de un simbolo: {x} = x...x

Ejemplo: Se tiene el siguiente enunciado BNF:

<S>:1= ab(S)

Construya el diagrama de sintaxis:
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S
=

Ejemplo: Se tiene el enunciado BNF:
<v> = Xyz | Xyz <v>

Construya el diagrama de sintaxis:

N CaOn
Ejemplo: El diagrama sintactico que representa el siguiente enunciado
BNF: (A):::a<B><C>|<A>b|ba es:

Ejemplo: Construya el diagrama de sintaxis para el siguiente enunciado:

<w> i=aa <w> | aa

El diagrama es el siguiente:

=0
oo

w
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Ejemplo: Se tienen el siguiente enunciado BNF:
<w0> = a<w0> | b<w1>
<w1> n= b<w1> |c

Tenemos:

W, W
T G

Ejemplo: Construya el

diagrama de sintaxis para la gramatica
G= (ZN,ZT,S,P), con las producciones dadas en BNF, donde:

hI ={a,b,c,-..’2,0,1,2,3,...’9}

2y = {identtﬁcador, resto, dl'gito,letra}
Producciones:

1) <identiﬁcador> = <letra> | <letra> (reslo)

2) (resto) n= (letra) \ (digito) | (letra)(resto) | (digito)(resto)
3) (resto):::a|b|c---|z

4) (digito):=0[1|2]3[4|56]78]9

Se tiene:

letra ——————»

indentificador,

letra » resto
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letra

digito

Ejemplo: Considere la siguiente gramatica G =(X,,%,,S,P), con:
2, = {0,1,2,3,---,9,a,b,c,---,z}
Y. ={identificador,letra,digito}
Producciones:
<identiﬁcad0r> n= <letra>
(letra) = (letra)(letm) | (letra)(digito) la|blc--+|z
(digito) == 01]2]3]4]5|6|7|8|9

Construya el diagrama de sintaxis.

Se tiene:

indentificador
— P

letra
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digito

\J

digito

7. GRAMATICAS Y EXPRESIONES REGULARES

Segiin Kolman (1997), existe una conexion estrecha entre el lenguaje de una
gramatica regular y una expresion regular.

Teorema. — Sea S un conjunto finito y L < S*. Entonces L es un conjunto

regular si y solo si L=L(G) para alguna gramatica regular

G=(Zy.2;.8.P).

Definicién. Sea G =(X,,X,,S,P) una gramatica regular y la relacion — de G

se especifica en forma BNF o en forma de diagrama sintactico, se puede calcular
la expresion regular de manera directa combinando todos los diagramas de
sintaxis en un solo diagrama, la cual tenga unicamente simbolos terminale, se
denomina diagrama maestro de G.
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A continuacion, se describen las reglas de correspondencia entre las expresiones
regulares y las partes, o segmentos, del diagrama maestro G.

1) Los simbolos terminales del diagrama corresponden a si mismos, como
expresiones regulares.

2) Siun segmento D del diagrama se compone de dos segmentos D y D>

en sucesion, y D1y D, corresponden a las expresiones regulares ¢, y

a, respectivamente, entonces D corresponde a o, .

3) Siun segmento del diagrama se compone de segmentos alternativos D
y Da, si D1y D; corresponden a las expresiones regulares o, y a,

respectivamente, entonces D corresponde a o, v @, .

(05

4) Siun segmento D del diagrama es un ciclo a través del segmento D; y
si D corresponde a la expresion regular « , entonces D corresponde a

5

a .

> -
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Ejemplo: La gramatica G = ({wo,w1 }.{a,b,c} ,S,P), con producciones:

w, = aw,

w, = bbw,

w —c
Expresar en BNF y diagrama sintactico.
Se tiene expresado en notacion BNF:

(wo) = a(w,)
<w1>:::bb<wl>|c

y sus digramas son los siguientes:

O

Wi

Uniendo los dos diagramas, tenemos el diagrama maestro siguiente:

OO

La expresion regular es: a(bb) ¢

Ejemplo: Sea la gramitica G:({A,B,C},{+,x,(,)},A,P) con reglas de

produccion:
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a) Determine los diagramas sintacticos
Diagrama sintactico de: (A) =X ((B))

Diagrama sintactico de: <B> - <A><C >

Diagrama sintactico de: (C) = +<A>(C>

>< L —
A

En este caso, los diagramas sintacticos pueden combinarse para formar un
diagrama sintdctico maestro que representa a todo el lenguaje:

C

A (+)

b) Ejemplos de cadenas pertenecientes al lenguaje:

X, (x),(x+x),(x), (x+x+x),(x+x+x+x+X)

74



INTRODUCCION A LA TEORIA COMPUTACIONAL

Ejemplo: Sea la gramatica Gz({wo,wl},{a,b},S,P), con producciones en
BNF:

(wp)=a(w)

<w1>::=b<w0>|a

Determine el diagrama sintactico maestro y la expresion regular que genera.

Se tiene:

(o) w

El diagrama sintactico maestro es:

La expresion regular generada: (ab) aa
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EJERCICIOS PROPUESTOS

76

. Crear una gramatica que genere los siguientes lenguajes:

a) {a,aa,aaa}
{a,aa, aaa,aaaa,-- }
{ﬂ,a, aa, aaa}

d) {

A,a,aa,aaa,aaaa,- - }

Dada la gramatica G, :({S,A},{O, 1,2},S,P) cuyas producciones P son
{§—>04|2,4—0S|1}. Muestre si las cadenas 002 y 001 pertenecen al
lenguaje de G.

Dada las siguientes gramaticas G =(X,,X;,S,P,) donde:
a) X, ={S.4},3,={c}yPR ={(S—>/1|A),(A—>AA|C)}

b) X, ={S.4}, %, ={c.d} y Bb,={(S> A|4),(4—> cAd|cd)}
©) Xy={8.4},%,={c]yP= {(S—>/1|A),(A—>AcA|c)}
d 3, = {SAT} ={ed}y
P, = {(S—>cA)(A—>d|cA|Td)(T—>Td|d)}
o) Xy={S.4},3, ={cd} y R={(S>A|4).(4d> A4d|cd|c|d)}

Determine el lenguaje y su respectivo arbol asociado a dichas gramaticas.

Se tiene G=(X,.X;,S,P), donde: X, ={S}, X, ={ab},
={(S > aaS).(S > a),(S> b)} . Construya el lenguaje.

Una expresion regular es ambigua si hay una palabra que puede ser obtenida
de la expresion regular de, como minimo, dos formas diferentes. De las
expresiones regulares siguientes, cudles son ambiguas:



INTRODUCCION A LA TEORIA COMPUTACIONAL

a) a((ab)* cd)* + a(ababcb* >* a*

b) aab’(ab) +ab’ +a'bba’

¢) aaba’ +aaaba+ aabba” +a

. Construya el diagrama de sisntaxis para el siguiente enunciado BNF:
<w0> = aa<w0> | b<w1>

<w1> = c(w2>b | cb

(w, )= bb(w, ) bb

Proporcione una expresion regular y notacion BNF para el diagrama de sintaxis que
se muestra en la figura.

Nota: Usted puede proporcionar los simbolos no terminales necesarios, para
utilizarlos en las producciones BNF.

R eece)
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Capitulo 3 -
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INTRODUCCION

La Teoria de Autdmatas es una rama de la Teoria Computacional que estudia las
maquinas teoricas llamadas automatas. Estas maquinas son modelos
matematicos.

Un Autémata estd formado por un conjunto de estados, uno de los cuales es el
estado en el que la maquina se encuentra inicialmente. Recibe como entrada una
palabra (una concatenacion de simbolos del alfabeto del automata) y segun esta
palabra la méaquina puede cambiar de estados.

Los Autématas se clasifican segiin el nimero de estados (finito o no finito), la
forma en que se realiza el cambio de estado (determinista o no determinista), si
acepta o no el simbolo vacio 4, si tiene o no una pila, etc.

Los Automatas estan muy relacionados con la maquina de Turing (1936), de
gran importancia en la Teoria Computacional. Esto se debe a que una maquina
de Turing puede simular el almacenamiento y la unidad de control de una
computadora. Tenemos certeza de que lo que no puede ser resuelto por una
maquina de Turing no puede ser resuelto por una computadora real.

79



Ramos, A. - Villasante, F. H. - Alvarez, T. P. - Torres, F.

1. AUTOMATA FINITO DETERMINISTA (AFD)

Los Automatas Finitos son maquinas tedricas que van cambiando de estado
dependiendo de la entrada que reciban. La salida de estos Automatas esta
limitada a dos valores: aceptado y no aceptado, que pueden indicar si la cadena
que se ha recibido como entrada es o no valida. Generalmente utilizaremos los
Autématas Finitos para reconocer lenguajes regulares, es decir, una palabra o
cadena se considerard valida solo si pertenece a un determinado lenguaje
(Jurado, 2008).

Definicion. Un Automata Finito Determinista (AFD) M se define como una
quintupla.
M =(0.%,6.9,,F)
Donde:
0 =1{4,.4,,--q,} : Conjunto finito de estados del automata.
> : Es un alfabeto finito, llamado también alfabeto del autémata.
q, € Q :Estado inicial o arranque del automata.
F < O :Conjunto de estados finales o de aceptacion. F' # &
1) : Es la funcién de transicion del autémata, la cual se define:
6:0x2—> Q
(4:5) > 5(g.5)

En ese sentido, podemos decir que un automata finito es deterministico si por
medio de la funcion de transicion 6:0x2> — Q es posible determinar

claramente cual es el estado siguiente.
Una cadena de entrada w se coloca en la cinta de tal manera que el primer

simbolo de w ocupa la primera casilla de la cinta. La unidad de control esta
inicialmente en el estado ¢, escaneando la primera casilla:
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w
A
Cinta de = —
entrada ™~ a b a b a b
Unidad de La cabeza se desplaza
control hacia la derecha

La funcién de transicion ¢ indica el estado al cual pasa el control finito,

dependiendo del simbolo escaneado y de su estado actual. Asi, & (q,s) =q'

significa que, en presencia del simbolo s, la unidad de control pasa del estado ¢
al estado ¢'.

0(g:5)=q’

Esta accion constituye un paso computacional.
1.1. Representacion de Automatas

Existen dos formas de representar un AFD, mediante tablas detransicion o
mediante diagramas de transicion. Con el siguiente ejemplo mostraremos
estas dos representaciones.

Ejemplo: Sea el siguiente AFD M =(0,X,6,q,,F) donde: 0=1{q,.q,},
>={0,1}, g, ={q,}, F={q,} y & sedefide de la siguiente forma:
5(49-0) =y S(a0:1) =4,
5(q,,0)=¢, §(q,.1) =g,

a) Tabla de transicion
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La funcion & pueden representarse mediante una tabla que representa los
valores de la funcion de transicion, con tantas filas como estados y tantas
columnas como entradas.

Se tiene la siguiente tabla de transicion para el ejemplo:

o 0 1
9 9 9,
9 9, 90

b) Diagrama de transicion

El diagrama de transicion es un grafo dirigido en el que cada nodo
corresponde a un estado; y si & (ql.,a) = g, existe un arco dirigido del nodo

g, al correspondiente ¢, sobre el que se pone la etiqueta a. Para el

ejemplo se tiene:

Los estados finales de aceptacion se identifican por estar encerrados en un
doble circulo. El estado inicial se representa con una flecha.

El AFD acepta cadenas que comienzan con 0 y terminan con 0. Por
ejemplo, se podria escribir una expresion regular para las cadenas de 1’s 'y
0’s que tuvieran una cantidad impar de 1’s.

5
5

0" (107107) 10 6 (0710"10° ) 10°



INTRODUCCION A LA TEORIA COMPUTACIONAL

De forma que las cadenas 0101010, 0001010100, 0100001010, pertenecen
al lenguaje, pero las cadenas 0000, 0011, 011101 no son reconocidas por el
AFD.

Ejemplo: Sea tiene M =(0,%,8,9,,F) donde: 0={q,,4,.49,},
>={0,1}, g, ={q,}, F ={q,} vy cuyo tabla de transicion esta dado por:

s ] o 1
9 q9, 90
q, q9, 9,
9, q, 9,

El diagrama de transicion es el siguiente:

1 0

0
O O s OB

5(q,,0)=¢, 5(q,.1) =1,
5(%70) =4, 5(%71) =4,
5(q,,0)=gq, 5(g,,1)=4q,

Observando el diagrama de transicion del AFD se pude deducir que acepta
todas las cadenas que continen la subcadena 01, de forma que la expresion

regular seria:
100°1(0 | )"
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Ejemplo: Si M =(0,%,6,q,,F) donde: Q={q,.q,.9,}, X={a,b},
4, ={q,}, F={q,} y & sedefide de la siguiente forma:

5(‘10:‘1):‘11 5(q07b)=Q2
5(q.a)=1¢, 5(q,.b) =,
5(‘12:‘1):‘]2 5(6]2,17):6]2

Se tiene la siguiente tabla de transicion:

o a b
90 q, q,
q, q, q,
9, q, q,

Y cuyo diagrama de transicion es:

Al analizar el AFD es evidente que sdlo considera como cadenas aceptadas
aquellas que estan formadas unicamente por a’s. Cualquier otra cadena que
contenga una b hard que el autémata termine en el estado ¢,, que es un

estado muerto o de abosorcion.

Las siguientes cadenas: a, aa, aaa, ..., aaaa...a, son aceptadas por el

automata y la expresion regular seria: aa”
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Mostramos algunas cadenas como abbba, babaaa, aaaab, aaaabaaaa que
no son reconocidas o aceptadas por el AFD.

Definicion. Se define un estado de absorcion o muerte como aquel estado
g, € QO que no es un estado final de aceptacion y no parte de él ninguna

transicion hacia otro estado. Es decir,
5(q.a)=D 0 &(q.a)=q, VaeX

Ejemplo: Sca el automata finito M donde: O ={q,.4,,9,,9;}, X ={a,b},

4o =1{4,}, F ={q,} y cuyo diagrama de transicion es el siguiente:

Se observa que, el estado g, no tiene ninguna transicion, inicamente hay
transiciones que inciden en él. Ademas, g, € I, por tanto, ¢, es un estado

de abosorcion o muerte.

En cuanto a las cadenas producidas por el Autémata, reconce todas las
cadenas que inicien con a y terminen en b, es decir:

ab, aab, ..., abbb, aabb, ...

y la expresion regular es: aa"bb”
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En cambio, todas las cadenas que inicién con b o contengan la subcadena
ba, tales como: bbba, baaaba, abaaaa, ..., seran rechazadas por el
automata, pues g, no es un estado de aceptacion.

Ejemplo: Sea tiene el automata finito M en donde: O ={q,.,4,.9,.9,.9,} »

Y={x»},q9,={q,}, F={q;} cuyo diagrama de transicion es:

Xy

Por tanto, la tabla de transicion es como sigue:

o X y
49, q, q,
49, 4 q,
q, 4q; q,
4q; 4 q,
q, 44 4,

El autdmata acepta cadenas que comienzan con xy y terminan con yx. La
expresion regular estaria representada por:

x(xw y)* VX
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por consiguiente, tenemos algunas cadenas como xxxyxyyyx, xyx, Xyyyx,
son producidas por el autdmata, pero las cadenas yyxyx, xyxxy no son
reconocidas por el AFD.

Definicién. Sea M =(0,%,5,9,,F) un AFD. Un estado g€ Q decimos

que es inaccesible, si no existe ninguna palabra sobre el alfabeto de
entrada que partiendo desde ¢, llegue a ¢ . Es decir,

q es inaccesible si, Vae X", 8(q,,a)#q

Los estados que no son inaccesibles decimos que son accesibles y todas
sus transiciones, por tanto, el AFD obtenido es equivalente al dado.

Ejemplo: En el diagrama del AFD, el estado ¢» es inaccesible porque no se
puede llegar a partir del estado inicial.

Definiciones:

e Autémata completo. — Un AFD se dice completo cuando todos sus
estados tienen transiciones con cada uno de los simbolos de entrada
validos.

e Autémata conexo. — Un AFD es conexo si todos sus estados son
accesibles desde el estado inicial.
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Ejemplo: Se tiene los siguientes automatas:

a)

En los diagramas mostrados podemos ver un ejemplo de estasituacion. El
automata de la izquierda a) esta incompleto, pero podemos completarlo
trasformandolo en el de la derecha b), al que hemos afiadido el estado g3,
que es un estado muerto.

Ejemplo: El automata presentado en el siguiente diagrama no es conexo y
su parte conexa es la formada por los estados qo y g1 y por las transiciones
que hay entre ellos.
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1.2. Lenguaje de un Autémata

Segun Jurado (2008) define el lenguaje de un AFD, como:

Definicion. El lenguaje que acepta un AFD es el conjunto de palabras
definidas sobre X que hacen que el automata llegue a un estado final de
aceptacion y se define:

L(M):{wez*/5(q0,w)eF}

Ejemplo: Sea el autdmata finito M donde: > = {0,1} , 0= {qo,q1 ,qz,q3} ,
q,={q,}, F={q,} y & se define por la siguiente tabla:

o 0 1
9 q; a4
9 q, e
q, q; a4
q; q; e

Construya el diagrama de transicion y determinar el lenguaje que reconoce,
denotandola con su expresion regular.

De acuerdo a la funcion de transicion se tiene el siguiente diagrama:
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El lenguaje que genera el automata es:

L(M)={1,101,10101,..} = {1(01)" /n > 0}
La expresion regular seria: 1(01)"

Ejemplo: Sea el AFD M =(0,X,8,9,,F) donde: X ={a,b,c},

Q:{qoaqlaqz’q3aq4}, F={q1,q3} y o se define:

o a b c

49 4, q, 4,
4 4, 4, 4,
q, 4, q, e
q; 4, q, 4,
4, 4, 4, 4,

Grafique el diagrama de transicion, determinar el lenguaje que reconoce y
denotarlo con una expresion regular.

Aligual que los ejemplos ateriores se construye el diagrama de transicion.

El lenguaje generado es L(M ) ={a,bc} y la expresion regular es a|bc.
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Ejemplo: Sea ¢l AFD M =({q,.4,,4,},{0,1.2}.5.{q,}.{a,}) ¥y & se

define por la siguiente tabla:
sl o 1 2

/N 9 9 9,
q, q9, q9, 9,
q, q9, q9, 9,

Construya el diagrama de transicion, el lenguaje que genera y expresion
regular.

El diagrama de transicion es:

El lenguaje reconocido por el automata es el siguiente:

L(M)={2,02,002,0002,..,012,01112,...,102,10002,...}
L(M) _ {0”'1"30"31’”2/711,1’12,7’13,1’14 > 0}

La expresion regular es (0[1)"2

Diseno de Automatas

Para el disefio o diagramacion de los automatas deterministas se utiliza la
siguiente convenciéon adicional con respecto a los diagramas de
transiciones: se supone que los arcos no dibujados explicitamente
conducen a un estado de no-aceptacion. Es decir, en el diagrama de
transiciones se indican Unicamente los arcos que intervienen en
trayectorias de aceptacion. Esto permite simplificar considerablemente los
diagramas. (De Castro, 2004)
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Trataremos dos tipos de problemas:

i. Dado un lenguaje regular L disefiar un autdmata finito M que acepte o
reconozca a L, es decir, tal que L(M) = L.
ii. Dado un autémata M determinar el lenguaje aceptado por M.

Ejemplo:

1) Si L=@. Ellenguaje aceptado por AFD es: L(M)={
-

2) Si L=A= {/1} . El lenguaje aceptado por AFD es: L(M) =1
-0

3) Si L=a'= {i,a,az,a3,---} . El lenguaje aceptado por AFD es:

L(M)={a}

4) Si L:a*:{a,az,a3,~--}. El lenguaje aceptado por AFD es:
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5) Si L=a+b=a|b. El lenguaje aceptado por AFD es: L(M )= {a,b}
e
6) Si L=A+a+b . Ellenguaje aceptado por AFD es: L ) = {/1 a b}

-0

7) Si L=(a+b)". Ellenguaje aceptado por AFD es: L(M)={a,b}’

a,b
O
a,b

8) Si L=(a+b)a+b)". El Ilenguaje aceptado por AFD es:
L(M) = {a.b}{a.b)

oyl

Ejemplo: Construya un automata finito deterministico que acepte el
lenguje L = {a”cb”’/n >0,m = 0}

Analizando el lenguaje podemos indicar que:

- se utiliza tres simbolos ¥ = {a,b,c}

- tres estados como minimo Q ={g,.¢,,9,}

- dado que n > 0, esto nos indica que inicia con al menos una a y luego

pude haber varias a’s
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- el lenguje tiene una sola ¢
- y como m > 0, nos indica que puede terminar sin ninguna b, una o
varias b’s

Por tanto, el diagrama de transicion del AFD seria:

y el AFD estaria definido por M = ({qo,ql,qz},{a,b,c} ,5,{610} ,{qz})

Ejemplo: Construya un AFD que acepte el lenguje L = {00(0,1)*1}

Analizando el lenguaje se tiene el diagrama de transicion del AFD:

y el AFD seria M =({4,.4,,4,.4:}.{0.1}.5.{q,}.{a:})

Ejemplo: Implemente el AFD que reconozca el siguiente lenguaje:
(a|b)aba”

El automata que produzca dicho lenguaje es:

(o))
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Ejemplo: Diseiic AFD sobre el alfabeto Y. ={a,b}, que reconozca el

lenguaje:

a) L=a" = {a,aa,aaa,...}

b) L=a'b"

(=)

Ejemplo: Se tiene el alfabeto Y ={0,1}, dibujar los diagramas de

transicion que reconozcan:

a) Cadenas terminadas en en 00

b) Cadenas con dos 1’s consecutivos
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Ejemplo: Determinar los lenguajes aceptados por los siguientes AFD.
Describir los lenguajes por medio de una expresion regular.

a)

El lenguaje reconocido es: 07(10°1)"0°
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b)

d)

El lenguaje reconocido es: a"b(bb)"
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e)

El lenguaje reconocido es el siguiente: 1°00°1(0 | 1)*

2. AUTOMATA FINITO NO DETERMINISTA (AFND)

Es el automata finito que tiene transiciones vacias (1) o que por cada simbolo
desde un estado de origen se llega a mas de un estado destino, es decir, es aquel
que, a diferencia de los automatas finitos deterministas, posee al menos un
estado, tal que, para un simbolo del alfabeto, existe mas de una transicion
posible.

Haciendo la analogia con los AFDs, en un AFND puede darse cualquiera de
estos dos casos:

e Que existan transiciones del tipo &(g,a)=q, y &(q,a)=g, siendo

9, #49, -

e Que existan transiciones del tipo, & (q,/l) siendo un estado no-final, o

bien un estado final, pero con transiciones hacia otros estados.

Cuando se cumple el segundo caso, se dice que el autdmata es un autdomata
finito no determinista con transiciones vacias o transiciones A. Estas transiciones
permiten al autdmata cambiar de estado sin procesar ningun simbolo de entrada.
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Ejemplo: Considere el siguiente diagrama:

En este diagrama se observa que, el estado go, para el simbolo “a” tiene dos
transiciones, una primera al estado ¢; y la otra hacia el estado ¢», es decir,
1) (qo,a) = {ql,qz} . Asi mismo, presenta una transicion del estado ¢» al g sin

necesidad de leer ningun caracter de entrada, es decir, una transicion A.

Ejemplo: Se tiene el siguiente diagrama:

[Tt

Al igual que en el ejemplo anterior, del estado go salen con el simbolo “a” a dos

estados, g1y g4, es decir, 5(q,,a)=1{q,,9,} -
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Definicion. Un Autémata Finito No Determinista (AFND) M se define como
una quintupla.

M =(Q527Aaqan)

Donde:
0 =1{4,.4,---q,} : Conjunto finito de estados.

> : Es un alfabeto finito.
q, € Q :Estado inicial o estado de partida.

F < Q :Eselconjunto de estados finales o de aceptacion.
A : Es la funcion de transicion y se define:
A:OxY - p(0)
A(g.s)cQ
siendo ¢ (Q) el conjunto de las partes de Q.

Ejemplo: Si O ={q,,q,} entonces, go(Q):{Q,{qo},{ql},{qo,ql}}

Ademas, un AFND puede estar en varios estados a la vez.

Ejemplo: Sea M =(0,%X,A,q,,F) un AFND, donde: O={q,.4,.9,.9;},

Y ={a,b}, q,={q,}» F ={q,,4;} y cuya tabla de transicion se defide:

A a b
9 | {9099} %)
9 {ql} {qz}
4, %) {9,9 }
4 %) {4}

A partir de la tabla de transicion se construye el siguiente diagrama de
transicion:
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Es importante mencionar que, hay cadenas que conducen al rechazo y también
terminan en estados de aceptacion, tal es el caso de la cadena w = abb.

Coémputo de rechazo: 90 >4, > 49, > 4,
Computo de aceptacion: g, > q, > ¢, = ¢,
Computo de aceptacion: g, > ¢, = q, = ¢,

Computo de abortado: 9y = 9,

Observacion.

— En los ANFDs no existen los estados de muerte o absorcion.
— Sean M1 y Mz dos AFNDS, M1 = Mz = L(M]) = L(Mz).

— Los ANFDs reconocen los lenguajes regulares.

Ejemplo: Sea M =(0,%,A,q,,F) un AFND cuyo diagrama es:

donde: O ={q,,4,,4,}, X=1{01}, g, ={q,}, F ={4,.4,} se pide:

a) Construir la tabla de trasicion de estados
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A | 0 1
9 {qOJQI} {qZ}
4, %) {a,}

q, {%542} %)

b) Defina las funciones de transicion

A(‘Ioao):{QOa%} A(q0,1)={q2}
A(g,,0)=2 A1) =1q,}
A(qzao):{qp‘h} A(q2,1)=@

c) Establezca el camino de aceptacion para las siguientes cadenas: 00100111,
1110, 11010, 4.

Una cadena es aceptada por un AFND si existe algin camino para esa
cadena que comience en el estado inicial y termine en el estado aceptado o

final.
Cadena Aceptacion Camino
00100111 Si G0:0>92>92- 991,914
1110 No q,-4, abortado
11010 No q, abortado
1 Si Dado que es estado go es inicial y

estado de aceptacion a la vez.

d) Lenguaje y expresion regular aceptado por el automata
L= {0" ({foryofi07017}) fmm, pg 0}

y su expresion regular es: 0° (01* | 10*01*)
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Ejemplo: Se tiene el siguiente diagrama de un AFND:

donde: 0=1{q,49,9,-4:-9,}» Z=1{a:b}, 4, ={4,}» F ={4,4:,4,} - se pide:
a) Lenguaje y expresion regular aceptado por el automata

En un primer caso, podemos analizar la aceptacion de una tnica cadena, con
transicion de go a g3: b

Luego, con la transicion de go a g2 con las cadenas: ab, aab, aa...ab.

De estos dos analisis podemos establecer el siguiente lenguaje:
L ={bua’b/n>0}

Fijese que si n > 0, indicarfa {bUb}={b}, entonces podemos escribir

L= {a”b/n > 0} .

Finalmente, con la transicioén de qo a g4 con las cadenas: ab, abb, ab...bb. Y
el lenguaje aceptado seria:

L, = {ab"’/m > O}
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Por tanto, el lenguaje aceptado por el AFND, es:
L= {a”buabm/n,m > 0}
y su expresion regular es: a*b | ab”

b) Construir la tabla de trasicion de estados

A a b

9o {499, 14:}
% {a} {a,}
9 ) %)
‘8 ) %)
4, %) {4}

Ejemplo: Sea ¢l AFND M =(Q,%,A,q,,F), donde: Q=1{4,.9,.4,.9,}
Y ={a,b}, q,={q,}, F={q,} ylauncion A esta dada por la siguiente tabla:

A a b
4 {q17q2} (%)
a D Aana)
9> {qz} {q3}
4 {g:} %)

Determinar el lenguaje que reconoce, y dar su expresion regular.

El diagrama de transicion es el siguiente:
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El lenguaje aceptado es: L = {a(b"bua'”b)a”/n,m, p= 0}

y la expresion regular seria: a (b*b | a*b)a* 6 también a (b* |a* )ba*

Ejemplo: Disefie un AFND que considere el lenguaje L = {ab* ua*} sobre el
alfabeto X ={a,b}.
El AFND M =({q,.9,.4,}.{a.b}.A.{q,}.{¢\.9,}) satisface L(M)=L.

Ejemplo: Se tiene el alfabeto X ={0,1} y el lenguaje L={(010010)},

Disefie un AFND que acepte L.
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Ejemplo: Disefie AFND vy su respectiva tabla de transicion sobre el alfabeto

Y ={a,b}, que reconozca el lenguaje:

a) L=abuab

{9-9.} {a:}
% {‘13} {qz}
9 ) %)
‘8 ) %)
4 % (4.}

3
o

—(a) (=)
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b) L=(abuaba)

2.1. Lenguaje aceptado por un AFND

Intuitivamente, un AFND acepta todas las palabras para las que puede
transitar desde el estado inicial a un estado final.

Segtin (Diaz & Cafiete, 2007) define el lenguaje de un AFND, como:

Definicion. El lenguaje L(M ) aceptado por un AFND es el conjunto de
todas las cadenas de simbolos terminales que pueden hacer que el AFND

M = (Q,Z,A, q,.F ) llegue a un estado final de aceptacion y se define:
L(M)={weX [A(qw)NF =2}

donde A:QOxY" — ¢(Q) es la extension de & a cadenas definida:

A q,4)=1{q
A( ) {} VgeQ,wed' yae)
A(q’wa): peA(q,w)A(p’a)

Ejemplo: Se tiene M un AFND sobre el alfabeto X ={0,1} y cuyo

diagrama de trasnsicon es:
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108

Al o0 1

9o {qo,ql} {qo}
q, % {qz}
9, %) %)

b) Determine si se aceptan las siguientes cadenas: wi =01, w, =10,y w3 =

10101.

Para determinar si se aceptan las cadenas wi, w2 y w3 se muestra la

ejecucion formal a partir de la uncion de transicion extendida A :

) A(g,,01)

A(,,01) = 5(A(,,0),1) = 5(5(A(4,2),0).1)
Sustituuendo los estados se tiene:
A(‘]0’01) = 5(5({40}30)’1) = 5({%"11}’1)

Entonce: 5({q0,q1},1):5(q0,1)u5(q1,1)= {90} Vi) =140 02}

Ahora aceptamos la cadena wi = 01 porque, {g,,4,} " {q,} #D.
i)  A(g,,10)

A(,10) = 5(A(4,1),0) = 5(5(A(40,2)1)0)

Sustituyendo:
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A(g,,01)=5(5({g0}.1),0) = 5({g,}.0) = {40-4,}

Ahora no aceptamos la cadena w, = 10 porque, {q,,¢,} N {q,} =9 .
iii)  A(q,,10101)

A(g,,10101) = 5(A(g,,1010), 1)=5(5(A(q0 101),0).,1)
(4010).1).0), 1)=5(5(5(5(A(q0,1),0),1),0),1)

(o(
(5(5 1),0),1),0),1)

Sustituyendo se tiene:

5(5

Cual es el lenguaje aceptado.

Se analizamos el diagrama de transicion del AFND, se concluye que el
automata reconoce acepta cadenas binarias que terminan en 01, por
tanto, el lenguaje aceptado es:

L={(ou1)01/n>0}
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Ejemplo: Se tiene el siguiente diagrama de transicion correspondiente a un
AFND sobre el alfabeto ¥ ={0,1} :

Determine si se acepta la siguiente cadena: w = 01001.
Primeramente, construimos la tabla de transicion:

A 0 1
9 {qoa%} {%aqs}
4q, {qz} %)

% | Ha) {4}
Ahora determinamos A (g,,01001)
A(45,01001) = 5(A (g,,0100),1) = 5(5(A( q0,010),0),1)
(6(5(4(4-01).0).0).1) = 5(5(5(5(A(40,0).1).0).0).1)
5(5(5 Agy.2 ,o),l),o),o),lj

o
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Sustituyendo los estados se tiene:
A(q0,01001):5(5(5(5(5({%},0),1),0),0),1)=5(5(5(5({%,%},1),0),0),1)
5({q0,q1},1)=5({q0},1)u5({ql},1):{qo,q3}u®:{qo,q3}
:5(5(5({‘10"13"14}’0)’0)’1)’ 5({‘10"13}’0)=5({%}’0)U5({‘13}’0)

={QO’q1}U®={QO>Q1}
=5(6({40:41:4.}.0).1). 6({40:4,}.0) =5 ({40}.0) ({4, }.0)
{%aql} { } {CIO"IU%}
:5({%’%"12}’1):5({‘10}’ ) ( ,l)ué({ )

={q0,q3}u®u{q2} {qoanaqx}
Se acerpta porque, {q,,4,.4;} N {q,,9,} ={q,} #D

2.2. Equivalencias entre los AFD y AFND

Los AFD y los AFND pueden resolver los mismos problemas. Por lo tanto,
dado un AFND siempre es posible encontrar un AFD que sea equivalentea

él. Es decir, que un AFD M = (Q, 2,0,9,, F ) puede ser considerado como
un AFND M '=(0,%,A,q,,F) definiendo A(g,a)= {5(q,a)} para cada
geQ ycada ae. (De Castro, 2004)

Definicién. Dado un AFND M =(Q,%,A,q,,F) se pude construir un

AFD M’ equivalente a M, es decir,
L(M)=L(M")

Observacion: AFND vs. AFD
— Ambos permiten reconocer los mismos lenguajes.
— Unos son mas comodos para algunas cosas y otros para otras.

— Si algo puede hacerse con un AFD también puede hacerse con un AFND
y viceversa.
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2.3.

112

Conversion de un AFND a un AFD

El AFD tendra un estado por cada combinacion de estados posibles en el
AFND (Rubio & Rodriguez, 2019), denotamos:

AFND:M =(QN527AN7qO’FN)

AFD:M'=(0,,%,5,.{4,}.F,)

donde
e 0,=p(0y) :Conjunto de todos los subconjuntos de Q,, .

Si |QN| =n, entonces |QD| =2"

e F,= {S/(S c@(0y))A(SNF,) = @} : Conjunto de subconjuntos de
O, tales que alguno de los estados contenidos sea
de aceptacion. El subconjunto S de O, estd en
F, & (SNFy) =D

e 5,(S.a)= U Ay (p,a) : Miramos todos los estados p de S, vemos a

penS
qué estados del AFND pasan con la entrada a, y
tomamos la unién de todos estos estados.

Ejemplo: Determine el AFD equivalente al AFND que se muestra en el
siguiente diagrama de transicion.
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A partir del diagrama de transicion, se tiene la siguiente tabla de transicion:
A ‘ a b
O | {99} D
4, %) {a.}
q, {q 2 } %)

i) Describimos el conjunto de todos los subconjuntos de QOy.
QD :{Q,{qo},{611},{(12}:{Clo,ql},{6109612},{%,612},{61056117112}}

ii) Describimos el conjuto de los posibles estados de aceptacion de QOw.
FD = {{qz}a{qosqz}a{qpqz}’{qosqpqz}}

iil) Generamos J,, , iniciando con el estado de partida g, y Unicamente

con los nuevos estados que se van generado y dejando de lado los
estados ya existentes.

5({90}.a)=141,4,} 5({g,}.6)=2

5({‘11"12}’“) :5({‘11}"’)U5({‘12}’a):QU{%} ={4.}
5({‘11"12}’17) :5({‘11}’b)U5({‘12}’b) :{ql}UQ = {ql}

o(ia).a)=2 5({a} )=o)
5({‘12}"1):{‘]2} 5({q2},b):@

Resumimos en una nueva tabla de transicion definida por o,,, donde el

nuevo AFD M’ construido a partir de M tiene un estado mas, {q1 , qz} .
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o, a b
4 {%7‘]2} %)
q, %) {a,}

9, {9,} %)
94, {a.} {a.}

iv) Ahora construimos el diagrama de transicion de este automata:

Los estados de aceptacion son aquéllos en los que aparezcan ¢, ¢ ¢, ,
que son los estados de aceptacion del autdmata original.

Para mayor simplicidad, podemos cambiar los nombres de los estados
del nuevo automata:

a
a a .
—n ) ()
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Ejemplo: Encontrar el equivalente AFD del AFND cuyo diagrama de
transicion es:

Se tiene la siguiente tabla de transicion:

A a b
9% | {99} %)
4 %) %)
4, %) {4}
B {9,} %)

Generamos 0, , iniciando con el estado de partida g,, :
({90}-a) =19 4.} 5({q0}.6)=2

5({0-a.}.a)=6({a.}.a)ud(la,}.a) =BLD =0
5({‘11"12}’17) :5({41}’b)U5({q2}>b):QU{%} :'{%}

5({%}’“):{‘]2} 5({q3},b):@
5({%}"1):@ 5({q2},b):{q3}

Se tiene la tabla de transicion definida por o), :
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o, a b
4 {%7‘]2} %)
9, %) {4:}

qs {9,} %)
94, % {a:}

Entonces el diagrama de transicion de este automata es:

Y el lenguaje que acepta es: a U (ab)*

Ejemplo: Encontrar el AFD equivalente al siguiente AFND.

La tabla de transicion es:

116



INTRODUCCION A LA TEORIA COMPUTACIONAL

A a b
9 | {9-9,} %)
@ | a9 D
9> {ql} {q3,q4}
9 {ql} {‘13"]4}
9, ) %)

Generamos 0, :
5({90}.a)=141,4,} 5({g,}.6)=2

5({‘11"12}"1) :5({q1},a)u§({q2},a) ={a.0.}via ) ={a,.49}
5({%"12}’1’) 5({ql}=b)U5({q2}’b) =B014;.45} = {459,

5({‘13"14}’“) 5({‘13}’“)\)5({‘]4}’“):{ql}U® ={q,}
5({‘13"14}’[9) =5({q3},b)u5({q4},b):{q3,q4}u® ={4:.4.}

5({611},0):{%,6]2} 5({q1},b):®

Se tiene la tabla de transicion definida por o), :

5, a b
“© | f{a.0.) O
e} | {aa) {464
{q3,q4} {ql} {q3,q4}
{a} {424, %)

Entonces el diagrama de transicion de este automata es:
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Ejercicios
Disefiar AFD equivalentes a los siguientes AFND:
a)

b)
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3. AUTOMATAS CON TRANSICIONES A (AFND- 1)

Se puede ampliar la definicion de autdomata finito no determinista (AFND) para
incluir transiciones de un estado a otro que no dependan de ninguna entrada.
Tales transiciones se llaman transiciones-A porque al realizarse no consumen
ningun simbolo de la entrada. Se puede definir un AFND con transiciones-
épsilon (AFND-A4) como:

Definicion. Un automata finito no determinista con transiciones A (AFND-A) es

una quintupla M =(Q0,%,A,q,,F) en el que la funcién de transicion esta
definido como:

A: Qx(Zu{l}) - »(0)
donde, Q,2,q, y F estan definidos como en el caso de un AFND.

Observacion:
— Como ya sabemos, A representa una cadena vacia, es decir [w| = 0.

— La transicion A(q,&) = { Dis D } llamada también transicion A, transicion

nula o transicion espontanea.

Ejemplo: Se tiene el siguiente diagrama de transicion:
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Se tiene la siguiente tabla de transicion:

A A a

4o {4} {4:}

4 | 9 o} A
9, %) %) {
g, {9.} %) 14
2 %) {9,} %)

TR Qe
—_——

j

Algunoss ejemplos de cadenas aceptadas: aab, abaa, abbaa, ...

Los AFND-A permiten ain mas libertad en el disefio de autdomatas,
especialmente cuando hay numerosas concatenaciones.

Ejemplo: Para la maquina M, =({qo,ql,qz,%},{O,l},A,{qO},{ql,q3}) y A se

define por la siguiente tabla:
A A 0 1

9 140} 9:9,} <
9 {90} {4} 19545}
4 %) %) {4:)
4 %) {40} %)

A partir de la tabla se construye el siguiente diagrama de transicion para el
AFND-/ siguiente:
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A continuacion, se puede definir la A-Clausura.

Definicion. Se define la A-Clausura (A-cl) como un conjunto de todos los
estados a los que se puede acceder desde un estado ge(Q sin consumir

simbolos de la entrada.
A—cl= { p € Q] p es accesible desde g sin consumir simbolos de entrada}

Ejemplo: En el ejemplo anterior del diagrama de transicion de M.

A=cl(qy) ={q,}V{4:} ={4,-9.}
A=cl(q,)={aq,} V{490 0,} = {40 0., }
A—cl(q,)={q,} VD
A—cl(q,)={q,} WD

Observacion.
- gei-cl(q), Vq. Es decir, la A-cl nuenca puede ser vacia, contendra al

menos un estado sobre el que se aplica la A-cl.
- 2-d({9})={a}
— Como sse vio con los AFND para cada subconjunto 4 de estados escribimos:

A(A,a) = UA(r,a)

red

Ejemplo: Se tiene el diagrama de transicion de M.
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Determine los A-cl para los estados qo, g2 y {q1, g4}.

Z—cl(qo)
l_d(%):{qz

9} 91995} =190-90-45 }
l_Cl({ql’%}):;L_Cl(ql)u;t_d((h) :{ql}u{qo’ql’%sqw%} = {qosqpqpquqs}

{610:‘117‘]3’%} ={qoaqlaqza%aq5}

3.1. Extension de la funcion de transicion

Se define una funcion que describe qué estados son alcanzables desde un
estado ¢ si a continuacion en vez de entrar un solo simbolo, entrara una

palabra we X" .

Definicién. La funcion A:QOxY" — (Q), y definimoscomo siempre

A (q, w) por recurrencia sobre la longitud de la palabra w .

e Si|w=0 entonces w=A y definimos VgeQ, 5(¢q,4)=2-cl(q)
(desde g, sin entrada de ningin simbolo, se alcanza los estados de
A—cl(q)).

e Supongamos definido A(q,x) para cada x tal que |x|<n.

e Sea weX' tal que |w| <n+1,entonces w se puede escribir w= xa
con |x| =n.

Ahora definimos Vg € Q,

A(q,xa) =4 —cl(é‘(A(q,x),a))

3.2. Lenguaje aceptado por un AFND-A

Definicién. Sea we X" decimos que w es una palabra aceptada por el
AFND-1 si desde el estado inicial y leyendo la palabra completa alguno de
los estados ue se alcanzan es final, es decir si

A(qo,w)ﬁF;t@
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Es importante indicar que, los AFND son un caso particular de los AFND-

A donde toadas las imagenes de & (q, /1) son el conjunto vacio.

Definicion. Es el conjunto de todas las palabras aceptadas, es decir,
L(M)={weX'[A(g, W) F » 2}

Ejemplo: Sea M un AFND-/ sobre el alfabeto Y. ={a,b} y cuyo diagrama

de transicion es:

Determine si se aceptan las siguientes cadenas: wi = a, y ws = ab.
D) A(gpa)=2-cl(5(1-cl(q,),a))

Primeramente, hallamos A — Cl({qo}) ={q,-9,}

Luego, 5({q0,q1},a) :5({q0},a)u5({ql},a):{qz}UQ ={q,}

Finalmente, 4 —cl({q,})={4,.4,} "{4,.9;} =@ . no se acepta la cadena
i) A(gy,ab)

}“_Cl({ }):{‘109‘11}
5({90:9:}.a) =6 ({0 }.a) v ({a,}.a) ={a,} VD ={q,}

A=cl(q,)=14,-,}
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5({‘11"12}’[7) =5({q1},b)u5({q2},b):{q4}u{q3} =145+, }
A_Cl({%"h}) :’1_01({‘13})U’1_Cl({‘14}) =1{¢-95} V{494 } ={45-94-95}

{%,6]4,(]5} {q4,q5} # (J, se acepta la cadena

4. EQUIVALENCIAS ENTRE LOS AFND-A, AFND Y AFD

Primero observamos que cualquier AFND es obviamente también un AFND-A y
luego podemos construir a partir de un AFND un AFD equivalente.

Definicion. Dado un AFND-A M = (Q, 20,4, F ) se pude construir un AFND
M'=(0'X,A'q'),F") equivalente a M, es decir,
L(M)=L(M")

Para construir M ' a partir de M se requiere la nocion de A-Clausura de un
estado. Para un estado ge O, la A-Clausura de ¢, denotada A-cl(g), es el

conjunto de estados de M a los que se puede llegar desde ¢ por una, dos o mas
transiciones A.

4.1. Conversion de un AFND-1 a un AFND

Sea M :(Q,Z,A,qO,F ) un AFND-A. Un AFND equivalente es el
automata M'=(0Q"X,A',q',,F") donde:

.« 0-0

. A’(q,a)z U /l—cl(5(r,a))
re)rcl(q)

* q',=9,

e [ se define como:
o F si FnA—cl(q,)=2
| Fugq, si FRi-cl(q,) =@
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es decir, afladimos ¢, como estado final, si algiin estado final del AFND-A

pertenece a la A-Clausura del estado inicial. (Formella, 2014)

Ejemplo: Determine el AFND equivalente al AFND-A cuyo diagrama de
transicion es el siguiente:

Y
|
Q
~
—_

)
S
N

Il

{0} 91990, ={40.9,.9,}
A=cl(q)={a}v{a} ={a0.9.}
A=cl(q,)={q,} WD =1{q,}

A 2 a b ¢

9% | {9} 149:9} {40} %) @
a | {a)vie) %) la} @
9 {g,} WD %) ) {4}

a))=A=cl({g,})={d0. 49,4}

=A-cl{o {QO»qqu ’b))zﬂ'_d({ql})z{ql’cb}
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A | a b c

@ | {909.9) 19.9) 0.}
7 %) {94, } {9}
4, %) %) {4}

iv) Finalmente, el autdmata M’ obtenido es el siguiente:
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Los estados de aceptacién seran aquellos estados que lo fueron en el
AFND-/, y ademas todos aquellos cuya A-cl contenga algin estado de
aceptacion de AFND-/, en este caso los tres estados seran de aceptacion.

Tabla de transicion AFND-A.
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A A a b

4y {945} %) %)
% %) {a,} {a}
7 %) {a} {4,}
2 % {as} e
2 % {a.} e

Las transiciones A' serian:

A'(g,.1)=A—cl(5(A-cl(q,).1))

= a-c(5({g).1))=2—cl({a,}) = {a.}

Como se observa los estados ¢,,9,,4, y g, no tienen A-clausura, por tanto,

las transiciones son iguales a la tabla anterior.

A'(g,,0)={q,} A'(g,.1)={a,}
'(‘13’0):{93} ’(q3,1)={q4}
'(q4,0):{q4} ’(q4,1):{q3}

Resumiendo, se tiene la tabla de A':
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A' a b
9o {qz,q3} {ql,q4}
% {a,} {a}
9, {a.} {0}
% | 4} {a.}
% | {4} {as)

el autémata equivalente es:

Ejemplo: Construya un AFND equivalente al siguiente AFND-A:
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Tabla de transicion AFND-A.

A A 0 1

9 140} 19:9,} <
9 {90} ) 19545}
4 %) %) {4:)
4 %) 140} %)

Las transiciones A' serian:

A'(g,,0) = A=cl(5(A~cl(g,).0))
= 2=cl(5({40,4:},0)) = A=cl({4,:4:}) = {40-4-4 }

—01(5({%:‘12}’1)) = /1_01({%}) = {(]3}
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=A—cl(s(2—cl(q,) 1)

( ( q9-9,> qz )) A- Cl( q» qs}):{qosql’%’%}

.—,—\

Abhora, se tiene la tabla de A':

A’ 0 1

9% | {9099} {4}

4 | {49099} {90999}
4 %) {4}

4 90-9,} %)

el autdmata equivalente es:
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4.2. Conversion de un AFND-A a un AFD

Tenemos un AFND-4 M =(Q,X,A, g,,F) que puede tener A-transiciones.
Para cada g€ Q ya definimos l—cl(q), como el conjunto de estados

alcanzables desde ¢ mediante A-transiciones.

Sea M :(Q,Z,A, q,,F ) un AFND-A. Definimos el equivalente un AFD
M'=(0.%.,6'.q',,F') como sigue:

e (O'= go(Q), es decir, cada estado de M’ es un conjunto de estados de
M.
e 5'(g.a)= U l—cl(&(r,a)), Ygc O, Vae)

rslfcl(q)

o F'={q/qﬁF¢®}

* qy=A-d({a})
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Ejemplo: Determine el AFD equivalente al AFND-A cuyo diagrama de
transicion es el siguiente:

A A 0 1

9o {qzs%} {ql} %
4, %) %) 14}
4, %) {40} {4}
4 %) %) 14}

iii) Establecemos las A-transiciones.

Sea A—cl(qy)={qy} {424} ={20-92:95} = Py

Ahora marcamos este nuevo estado
5(]7090) = {qosql} con
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A=c({q0.0,}) ={490.0.} V{0. 0} ={40.9,. 0. 0:} = P,

5(py>1)=1{4;} con ﬂ,—cl({%}):{%}u@ =P

5(p:0)={g,-9,} con A—cl({qy.q,}) ={q0-0} V{2:-}

5(p1,1)={q3} con ﬂ,—cl({%}):{q}}u@

5(p,,0)=9 con A—cl(D)=D

§(p,.1)=1g;} con ’1_61({%}) ={a:}vo

Se ha terminado, ya que todos los estados estan identificados.

Los estados p,,p, yp, seran estados de aceptacion ya que continen al

estado ¢, , el cual era el estado de aceptacion del AFND-A.

Resumimos en la siguiente tabla de funcion de distribucion A':
o' 0 1

R U A U B IR U UL B TR B

RN U A U B U SR UAU B U

Py {4} % {g:}v@

iv) Constriuimos el diagrama de transiciones equivalente.

190,91:92:95}

[

Tambien puede ser:
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Determinamos los A-Clausura.

jud=1{q}
—cl(q;)= q3}u®:{q3}
ju

{qoaqp%} ={q07q1:%aq4}

La tabla de transicion AFND-A es:
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A A a b

9% | {af  Ha) o
% {4:} {0} {a.}
9 ) %) %)
45 %) %) {q,}
44 {a.}) %) {9,}

Establecemos las A-transiciones.

Sea ﬁ*_Cl(qo) = {%,ql,qs} =P
Ahora marcamos este nuevo estado

5(170’“):{%5512} con
i—Cl({qlan}):{qqulaq3}u{q2} :{(]O,ql,qz,%} :pl
5(p0’b)={Q15q3,q4} con

1_61({q1’q3’q4}):{qo’ql’q3}u{q3}U{qo’ql’q3’q4} :{qo,(]p%,%} =pD,

5(p-a)=1{4,-4,} con
A—cl({%,%}):{qwa,q}}u{qz}:{qo,qpqz’%}
5(p1’b):{q1,6]3,q4} con

A_Cl({qlaqqul}):{q07q17q3}U{q3}u{q0’q1,q3,q4} = {q0>q19q35q4}

5(py.a)=14,,9,} con
l—cl({ql,%})Z{qo,ql,%}u{qz} :{qmqnqz,‘h}
5(!’2517):{%76]2,4]3,%} con

A=l ({61:92:95:44}) = 020104} DA} {0} 404109544
={q0:%7%»q3544} =D
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5(ps.a)=1{4,4,} con

A=c({q,.9,})={40.9:.4:} V{0, } = {40. 92 0:. 4 }

8(p;.b)=1{4,.49,.4.q,} con

A=cl({4,,4,,95-9.}) = {40-91- 05 } V{ @, } 0 {as 919009005094}
={G0-9-49,-05-9.}

Los estados p, y p, seran estados de aceptacion ya que continen al estado

q, , €l cual era el estado de aceptacion del AFND-A.
Obtenemos la tabla de funcion de distribucién §' y el diagrama:

o' a b
Q:0:9-q5} 1402919594}
{90.9,-9:.4,}

Po {490:9,:9:}

Qo:0:95-95 }
qoaquqz’qs} {qo’ql’qz’qss%}
Vo400 91492- 9544}

P 40:959504 )
P {40-9,-95-9. )

~— A A e

P 90:959209000 ) | {90:91-92-45

Ejemplo: Determine el AFD equivalente del siguiente AFND-A:
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Calculamos

A=cl(gy) =140} V14:} ={40-45}

A=cl(q,)={aq,} v D ={q}

A=cl(q,)={a.} v D ={q,}

A=cl(qy)={g;} D ={q;}

Entonces:
A A 0 1
9 | 1909} {4} <
7 @ S 44
4 %) {a,} %)
qs % %) %

las A-transiciones son:

l_d(%) ={qo,q3} = Do
(Py:0)={q,} con A-cl({g,})={a,} = p,
-2

)
) con l—cl({@})z@

(Pys

5(p,0)=D con A-cl({D})=0

5(pis1)={4,.q5} con A—cl({q,.9,})={a,} Vi{a;} ={a,-9;} = P>
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§(p,,0)=1{q,} con ’1_01({‘11}):{‘11}
5(p,1)=@ con A-cl({@})=2

Los estados p, y p, seran estados de aceptacion.

Por tanto, la tabla de funcién de distribucion 6' y el diagrama son:

5 0 1
Po: {40:95) {q,} %)
p:{a) %) {9,.45}
P {a.9:} {q,} %)
!
(o2l
0

Ejemplo: Determine el AFD equivalente del siguiente AFND-A:

(wy—tsla )=

b b
Calculamos Q
A=cl(qy)={q,} V{¢-0,} ={90-9-9, }
A=cl(q)=1q} A%} =199}
A=cl(q,)=14,} VD ={q,}
A=cl(q;)={a:} v D ={q,}
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Tenemos:
A A a b c
4o {a} {4} % %)
9 {a,} %) {a:} {a,}
9 %, %) % %)
4, %) %) {a,} %)

las A-transiciones son:

A=cl(q,)=1{40>91:9:} = Py
5(pysa)=1{q,} con A—cl(

8(pysb)={q;} con A- ({‘13}):{‘13}:1’3
)={ e

5(pysc)={q,} con 1—

5(pi,b)={q;} con A—cl

5(p.c)={q,} con A—cl

5(p,.a)=D con A—cl({D})=2
5(p,b)=D con A-cl({D})=0
5(p,.c)=D con A-cl({@})=D

5(ps,a)=D con A-cl({D})=2

5(p3’b):{ql} con j’_d({ql ) {qpqz}
5(py.c)=@ con A-cl({D})=2
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Los estados p,, p, y p, seran estados de aceptacion. Por tanto, se tiene:

5 a b c

Do {qo,ql,qz} {ql,qz} {q3} {qz}
P a0} %) {9, {a,}
Py ey} %) % %
Pyt {as % {90, %
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Ejercicios
1. Considere el siguiente AFND-4, con: ¢, ={q,}, F ={q,} y

A A a b c

o %) {90} {a} {a,}
% {90} {a} {a,} %)
72 {a} {a,} %) {90}

a) Calcula las A-closura para cada estado.

b) Cuales son todas las cadenas de 3 o menos caracteres aceptadas por el
automata.

¢) Convertirlo a un DFA

2. Contruya los AFD’s euivalentes a los siguientes AFND-A:
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5. CONVERSION DE EXPRESIONES REGULARES (ER)
A AUTOMATAS FINITOS

Dada una expresion regular existe un automata finito capaz de reconocer el
lenguaje que ésta define. Reciprocamente, dado un autémata finito, se puede
expresar mediante una expresion regular el lenguaje que reconoce.

Para la transformacion de una expresion regular en un autéomata finito, se
definiran en un principio las equivalencias entre las expresiones regulares
basicas y sus automatas finitos. Posteriormente se mostrara la construccion de
Thompson que genera automaticamente un autémata finito a partir de una o
varias expresiones regulares de cualquier complejidad. (Cueva, 2001)

Las expresiones regulares puden definirse como un equivalente algebraico para
un autémata, es utilizado en muchos lugares como un lenguaje para describir
patrones en textos que son sencillos pero muy utiles.

5.1. Conversion de ER a AFND-A

Existen distintas formas de convertir una expresion regular en un AFND-A,
de modo que L(E) = L(M). La construccion de Thompson es el métos mas
utilizado y sencillo.

Definicion. Sea una expresion regular £ se recorre la misma segun el
orden de precedencia operacional (*, ., |) y los agrupadores para obtener un
AFND-A M definido por su diagrama de estado seglin los siguientes reglas:
Entrada: Una expresion regular £ en un alabeto .
Salida: un AFND-A que acepte L(E)

Sean a'y fexpresiones regulares:
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Expresion regular (ER) Automata finito (AF)

VaeX:5(q,.a)=0, F=0

g -0 O

VaeX:6(qy,a)=D, F={q,}=0

alp
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Ejemplo: Construya el AFND-A que representa la ER: « = a’b
Tenemos los siguientes pasos:

i) Paraa:

ii) Para b:

iii) Para a*:

y numeramos los estados de ¢, a ¢; .

Formalizando el automata se tiene: AFND-A M = (Q,Z,A, qo.F ) , donde:

0={4y49,-9,-95-494-95 }

Y ={a,b}
9 2{%}
F={q;}
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y la funcioén A esta dada por la siguiente tabla:

A A a b
9 | {49} %) %)
7 %) 19} %)
% | {a.4:} %) %
4, {9.} %) %)
4, %) %) {45}
gs %) %) %)

Ejemplo: Construya el AFND-A de la expresion regular: (a | b)* a

Tenemos los siguientes pasos:

Para a:

Para b:

Ahora se puede combinar @ y b utilizando la regla de la unién para obtener

alb.

Para (a|D)* es:
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Finalmente agregamos la segunda a:

e
nos queda de la siguiente forma:
A

Ejemplo: Sea la expresion regular: 01|1° se pide construir el AFND-A.

Tambien podemos construir numerando los estados desde el inicio como se
muestra a continuacion:

Para 01:
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1*:

Se tiene 01|1%*:

Ejemplo: Sea tiene (a* | b*)c* se pide construir el AFND-A.

Para a*:

b*:
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c*:

—

Se tiene (a* | b*)c* :

Ejemplo: Seatiene (b|(b'a)’) se pide construir el AFND-/.

Para b*:

(b*a)*:
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Finalmente (b | (b*a)*):

Ejercicio Propuesto

1. Construya el diagrama de transicion de los AFND-A para las siguientes
expresiones regulares utilizando las reglas de Thompson:

a) (ab)*

b) (bjbe)*

c) (abla)*

e) (c(a*b)*)*
) (a*b’)”

g) abcdle
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5.2. Conversion de AFD a ER

Como ya se vio, dada una expresion regular existe un autémata finito
capaz de reconocer el lenguaje que ésta define. Reciprocamente, dado un
autoémata finito, se puede expresar mediante una expresion regular el
lenguaje que reconoce, es decir, se pasar de AFD a una Expresion Regular.

Si se tiene un AFD M =(Q,%,8,9,,F) y se desea saber la expresion

regular que este acepte, puede aplicarse un método de construccion muy
sencillo descrito inormalmente como sigue:

i) Agregar un nuevo estado inicial i conectado con una transicion A a q.

ii) Agregar un nuevo estado final /'y agregar transiciones A desde todos
los p € F hastaf.

iii) Seleccione cualquier estado g del AFD extendido, salvo i o f, y
eliminarlo del autémata. Al eliminarlo deben preservarse los caminos
anteriores, solo que las transiciones seran consideradas expresiones
regulares.

iv) Repetir el paso anterior hasta que solamente quede una transicion entre
iy f. La expresion asociada a esa transicion es la Expresion Regular
(ER) reconocida por el AFD.

A continuacion, se muestran ejemplos de eliminacion de estados.
ee
(4] / \ €2
2.
% ees
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eie
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