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RESUMEN

El presente trabajo de investigacion denominado “Implementacién del teorema
del residuo de Cauchy usando algoritmos de Matlab para la solucion de integrales de
contorno y problemas con valor inicial”, esta relacionado con la teoria del analisis
complejo, basicamente en calculo integral complejo. Donde se presenta, la solucién a
integrales de contorno, para funciones analiticas sobre curvas cerradas y problemas
lineales con valor inicial a partir de su funcion analitica. Esto debido a que el teorema del
residuo de Cauchy no es muy difundido, en las escuelas profesionales de las
universidades. En ese entender es necesario profundizar el teorema del residuo de Cauchy
y buscar sus aplicaciones para un area especifico, para ello usamos una herramienta de
las tecnologias de informacion y comunicacion como es el Matlab. El objetivo de la
investigacion es implementar el teorema del residuo de Cauchy para la solucion de
integrales de contorno sobre curvas cerradas, y problemas lineales con valor inicial
usando algoritmos de Matlab. EI método es logico deductivo, porque se ha analizado,
teoremas, proposiciones, corolarios y definiciones del calculo integral complejo y
conceptos basicos de ecuaciones diferenciales ordinarias. Finalmente, se logro
implementar el teorema del residuo de Cauchy para la solucion de integrales de contorno

y problemas lineales con valor inicial, usado algoritmos de Matlab.

Palabras Clave: Funciones analiticas, teorema del residuo de Cauchy, algoritmos en

Matlab.
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ABSTRACT

The present research work called " Implementation of the Cauchy residual
theorem using Matlab algorithms for the solution of contour integrals and problems with
initial value ", is related to the theory of complex analysis, basically in complex integral
calculus. Where it is presented, the solution to contour integrals, for analytical functions
on closed curves and linear problems with initial value from its analytical function. This
is because the Cauchy remainder theorem is not very widespread in professional schools
at universities. In this understanding, it is necessary to deepen the Cauchy residue theorem
and find its applications for a specific area, for this we use an information and
communication technology tool such as Matlab. The objective of the research is to
implement the Cauchy residue theorem for the solution of contour integrals on closed
curves, and linear problems with initial value using Matlab algorithms. The method is
logical deductive, because it has been analyzed, theorems, propositions, corollaries and
definitions of complex integral calculus and basic concepts of ordinary differential
equations. Finally, it was possible to implement the Cauchy residue theorem for the
solution of contour integrals and linear problems with initial value, using Matlab

algorithms.

Keywords: Analytical functions, Cauchy's residue theorem, Matlab algorithms.
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CAPITULO |

INTRODUCCION

Por la reducida difusion del teorema de residuo de Cauchy en el area de
ingenierias, el presente trabajo de investigacion; realiza una implementacion del teorema
en mencidn usando el software Matlab como herramienta para la resolucion de integrales

de funciones analiticas sobre curvas cerradas y a problemas lineales con valores inicial.
Ejemplo 1.

Sea f analitica en Q excepto en las singularidades aisladas z;,....,z,,. Si y una
curva cerrada suave por partes en Q — {z,....,z,}, Y Si y €s homotopica a un punto en Q

lo cual implica que

f F(Ddz = 2miln(y; z)Res(f; 21) + ot n(yi z)Res(f; 2]
Y

cos (2z)

.2 unafuncion analitica'y con

Consideremos, por ejemplo f(z) =
singularidades aisladasen z; =iy z; = —i , siendo las parametrizaciones

correspondientes y;: z(t) = 2e' parat € [0,m]yImz >0, y,=[-R,R];asiy =

Y1+ 72

Figura 1: Contorno de integracién
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f°° cos(2x) dy —

el?z
i = f T3 ,2%2= 2ni(Res(f,z,)) = me™2
0 ¥

Es una aplicacion inmediata del teorema del residuo.

Ejemplo 2.
Considere el siguiente problema con valor inicial

y" —=2y"+ 2y = cos(t),y(0) =1, y'(0) = 0.
Puede obtenerse la solucion usando el teorema de residuo a

s3 —2s2425—2
[(s —1)%+1](1 +s2)

F(s) =

y = Res(eS'F(s); 1+ i) + Res(eF(s); 1 — i) + Res(eS'F(s); —i) + Res(eStF(s); )
y realizando un calculo inmediato de residuos en puntos singulares obtenemos

_ cos(t) —SZSen(t) + %t (4 cos(t) — 2sen(t))

De este modo, podemos realizar operaciones en calculo integral complejo y en
problemas lineales con valor inicial de un modo préactico, tanto en el ejemplo 1y en el
ejemplo 2 se ha aplicado el teorema del residuo de Cauchy para su solucion rapida y

eficiente.
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I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA, OBJETIVOS Y JUSTIFICACION DE

LA INVESTIGACION

1.1. PROBLEMA DE LA INVESTIGACION

1.1.1. Descripcion del problema

El teorema del residuo de Cauchy, es consecuencia directa del teorema integral de
Cauchy y forma parte fundamental de la teoria matematica de calculo integral complejo.
Su utilidad basica se fundamenta en la solucién practica, para resolver integrales reales e
impropias y en problemas con valor inicial dentro de problemas fisicos y de ingenieria

como una herramienta mas util para estos efectos.

Esto debido a que el teorema del residuo de Cauchy, no es muy difundido en el
area de ciencias e ingenierias. En ese entender es necesario profundizar el teorema del
residuo y buscar sus aplicaciones en ciencias e ingenierias, para ello usamos bases de
calculo integral complejo y una herramienta de las tecnologias de informacién y
comunicacion como es el software Matlab, para el desarrollo de algoritmos; que sean una

alternativa para solucion de integrales de contorno y problemas lineales con valor inicial.

¢Serd posible implementar algoritmos en Matlab para resolver integrales de
contorno y soluciones a problemas con valor inicial?

El objetivo es analizar y demostrar el teorema del residuo de Cauchy e
implementar algoritmos en Matlab para la aplicacion del teorema de residuo en la
resolucion de integrales de contorno de funciones analiticas sobre curvas cerradas y

problemas lineales con valor inicial.

17
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1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

1.2.1. Problema general
En la presente investigacion se plantea, responder la siguiente interrogante:

¢Serd posible la implementacion del teorema del residuo de Cauchy usando
algoritmos de Matlab para la solucion de integrales de contorno y problemas con valor
inicial?

1.2.2. Problema especifico

- ¢Queé alternativa presenta el teorema del residuo de Cauchy, para la solucion a los
problemas de calculo integral complejo y problemas lineales con valor inicial de
funciones analiticas?

- ¢Cudles son las sentencias de Matlab que permiten la implementacion de un
algoritmo para el teorema del residuo de Cauchy, que pueda ser una alternativa de
solucion, a los problemas de calculo integral complejo y problemas lineales con
valor inicial de funciones analiticas?

1.3. HIPOTESIS

1.3.1. Hipotesis general

La aplicacion del algoritmo, es efectivamente una alternativa para la solucion de

integrales de contorno y problemas lineales con valor inicial.

1.3.2. Hipotesis especifica
- Laaplicacién del teorema del residuo de Cauchy, es una alternativa de solucién, a
los problemas de célculo integral complejo y problemas lineales con valor inicial de

funciones analiticas.

18
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- Las sentencias permiten el desarrollo de un algoritmo, para el teorema del residuo
de Cauchy, que pueda ser una alternativa de solucién, a los problemas de calculo
integral complejo y problemas lineales con valor inicial de funciones analiticas.

1.4. JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

En la actualidad los TIC’s es una herramienta que nos sirve para resolver
problemas matematicos de ingenieria, fisica, matematica, estadistica, astrofisica y entre
otras, para lo cual es necesario modelar o plantear un algoritmo que permita dar solucién
al problema. Por eso, formulamos una aplicacion del teorema del residuo de Cauchy
usando el software Matlab; los resultados que se obtendra seran de mucha utilidad para
los investigadores que deseen profundizar programacion en el area de andlisis complejo.

La obtencion del resultado por medio de la aplicacion del teorema del residuo para
evaluar integrales de contorno y problemas lineales con valor inicial, por medio de la
solucion analitica puede ser muy tediosa. Para una solucién alternativa y efectiva
presentamos un algoritmo desarrollado en el software Matlab.

La investigacion computacional, en ciencias e ingenierias es primordial para una
visualizacion grafica de los resultados. La presente investigacion sera de mucha utilidad
para estudiantes e investigadores que deseen ampliar su conocimiento; también para
incentivar la investigacion en computacién matematica ya sea, modelando resultados

abstractos de alguna teoria en ciencias e ingenierias.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
1.5.1. Objetivo general

Analizar e implementar el teorema del residuo de Cauchy para resolver
integrales de contorno de funciones analiticas complejas y problemas con valor inicial

usando algoritmos de Matlab
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1.5.2. Objetivo especifico

- Demostrar el teorema del residuo de Cauchy, el cual es una alternativa de solucién,
a los problemas de célculo integral complejo y problemas lineales con valor inicial
de funciones analiticas.

- Analizar las sentencias de Matlab que permiten un desarrollo de un algoritmo, que
pueda ser una alternativa de solucion, a los problemas de calculo integral complejo

y problemas lineales con valor inicial de funciones analiticas.
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CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Considero los siguientes trabajos, relacionados a la presente investigacion:
- H. M. TIWARI, VINAY KUMAR PATEL, ANIL MISHRA (2017). Application
of Cauchy’s Residuo Theorem to Solve Complex Integral using MATLB.
En este trabajo presenta, un nuevo enfoque de tecnologia para calcular residuos,
implementando Matlab sobre una curva cerrada circulo. En cual incluye célculos de
integrales, limites, series de Taylor y graficos de funciones. Realizado en Dept. of

Mathematics, Bhilai Institute of Technology, Raipur, Chhattisgarh, India.

- OKO, NLIA, SAMBO, DACHOLLOM (2015). Applications of Residue Inversion
Formula for Laplace Transform to Initial VValue Problem of Linear ODE’s.

En este articulo, aplica inversa transformaciones de Laplace en las resoluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n, mediante el método tradicional es decir
resolviendo en fraccion parcial y el uso de tabla de transformada de Laplace. También da
a conocer un ejemplo, que es posible calcular mediante el teorema de residuo. Realizado
en Department Of Mathematics/Statistics, Akanu Ibiam Federal Polytechnic, Unwana
Afikpo, Ebonyi State, Nigeria.

- EFRACIO HERMINO ASIS LOPEZ (2013). Aplicacién del Software Matlab
como instrumento de ensefianza de matematica | en los estudiantes del | ciclo de la

carrera de ingenierias de sistemas de la universidad de ciencias y humanidades.

En esta tesis de maestria, se vio como influye la aplicacion del software Matlab

como instrumento de ensefianza en el rendimiento académico en Matematica, en los
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alumnos del I Ciclo de Ingenieria de Sistemas, de la Universidad Ciencias Humanidades
Lima-Perd, en el periodo 2013-11 y el objetivo general fue demostrar la influencia de la
aplicacion del software Matlab como instrumento de ensefianza en el rendimiento
académico de matematica, en estos alumnos.

- RAMOS FLORES SANTIAGO IGNACIO (2012). Aplicacion del programa

Matlab en la resolucion de ecuaciones diferenciales aplicado a la materia de Célculo

Tres.

Es una tesis de pregrado que ofrece una orientacion tedrica comprensible sobre
ecuaciones diferenciales y su implementacion en el software Matlab, estableciendo una
comparacion entre la resolucién usual de las ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir,
la resolucion utilizando algebra y calculo; y, la resolucion operando los comandos del

programa de célculo técnico cientifico Matlab. Realizada en la universidad catélica

de Santiago de guayaquil-Ecuador

- VENTURA DE JESUS DAYNITTI (2007). Aplicaciones del teorema del residuo.

En este articulo, estudia las funciones complejas para integrales complejas y la
serie Laurent con el objetivo de demostrar el teorema residual con un objetivo especifico,
lo aplicé al calculo de integrales impropias de funciones racionales e integrales, que
implican funciones trigonométricas. Realizado en Universidade Federal de Santa
Catarina-Brasil
- GARCIA ANDRADE DAMARIS, VASQUEZ VASQUEZ RUDIS (2014).

Teorema del residuo y algunas de sus aplicaciones.

Esta investigacion indica que teorema del residuo nos permitird hacer uso del
calculo de residuos para evaluar integrales de funciones cuyas trayectorias encierran
varias singularidades independientemente de cualquier tipo de singularidad ya sea polo,
removibles o esenciales. Realizado en universidad de el salvador de centro américa.
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-  CASADO GARCIA ANGELA (2016). Aplicacion del Teorema de Residuos.

Esta investigacion estudia y profundiza en algunas de las aplicaciones practicas
del teorema de residuos y otro resultado clave que profundiza para llegar a las
formulaciones actuales del concepto de residuo y del teorema de los residuos es el
Illamando el teorema de Laurent. Realizado en la Universidad de la Rioja Logrofio-

Espania.

-  RAINWATER GREG. (2007) Residue Theorems and their Applications Computing
integrals once thought impossible to evaluate analytically.

En este trabajo introducen técnicas que pueden hacer posible lo imposible. En este
presenta el teorema de residuo y aplico técnicas a integrales de ciertas formas que no
pueden calcularse usando metodos en el calculo de variables reales. Los teoremas de
residuos no solo permiten llegar a una solucion cerrada, sino que también pueden hacer
que la evaluacidn de integrales sea mucho mas facil que antes. Realizado en California
State University, Monterey Bay.

2.2. MARCO TEORICO

2.2.1. Numeros complejos (C)

Definicion 2.2.1.1. (Numeros complejos) Es el conjunto de pares ordenados de nimeros

reales, simbdlicamente tenemos:
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C={(a,b) ER?/a€R,beER}

Im|z]

Figura 2: Representacion de un nimero complejo

Definicion 2.2.1.2. (Cuerpo complejo) Siendo z = (a,b),w = (c¢,d) dos ndmeros

complejos, adicion y multiplicacion definidos por:

(a,b) + (c,b)= (a+c,b+d)

(a,b)(c,d)= (ac — bd,ad + bc)

Estas dos operaciones dotan a C una estructura de cuerpo.

Definicién 2.2.1.3. (NUmeros puros e imaginarios) Siendo z = (a,b) un ndmero
complejo, con b = 0, se tiene z = (a, 0) el cual es llamado reales purosy con a = 0, se

tiene z = (0, b) es llamado nimero imaginario puro.

Definicién 2.2.1.4. (Real puro) Siendo z = (a, 0), con z = a tenemos

a=(a0)

Definicion 2.2.1.5. (Imaginario puro) Siendo z = (0, b), con z = i tenemos

i =(0,1)

Teorema 2.2.1.6. (Forma binédmica) Si i = (0,1) y a = (a, 0), entonces
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z=(ab)=a+ib

Es llamada la forma binémica de un nimero complejo

Demostracion: Sea (a, b) € C.

(a,b) = (a,0)+ (b,0)

= a+(0,b) Definicion 2.2.1.4.
= a+b(0,1) Definicion 2.2.1.5.
= a+ bi

Finalmente concluimos con un resultado muy importante el cual es:
i?=ixi=(0,1) *(0,1) = -1
Definicion 2.2.1.7. (Conjugado, modulo) Dado z = a + ib € C, se define:

a= Re(z),b=Im(z)
Z = a—ibesel conjugado de z

|z = +/aZ + b2 es el modulo de z

2.2.2. Topologia en el plano complejo
Lopez (2002) afirma:

“En lo sucesivo, al plano C lo supondremos dotado de la topologia inducida por la norma

euclidea de R?” (p.35).
Pues bien consideremos la topologia usual de R? en C

Siz € C |z| = Vzz (norma euclidea)
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Seaz,weC d(z,w) = |z — w| (distancia euclidea)

Definicion 2.2.2.1. (Punto interior) Sea 2 un subconjunto abierto de Cy z, un punto
en (2, z, es un punto interior de {2 si existe una vecindad de centro z, y radio r > 0

totalmente contenida en £2. (Mosquera; Soto, 2016, p.11).

N
Im|z]
"_-::‘—.l.-.. ( !
e £ A
’ ’ Y
+ ’ A
&, I} L)
L4 1 L)
't H .—: \‘
1
5 [y Zo T i
A3 4 g
n ‘. ’ 1
1 h " ]
3 O TSP 5
A) 4
' r
N K
. K N
-,
- 04
o .~~~ Re|z]
--------

Figura 3: Punto interior

Definicion 2.2.2.2. (Conjunto cerrado) Sea 2 c C, 2 es un conjunto cerrado en C si su

complemento es abierto. (Mosquera; Soto, 2016, p.11).

Im|z]

Re [Z]>

Figura 4: Conjunto cerrado

Definicion 2.2.2.3. (Conjunto frontera) Sea 2 un subconjunto de C y z, un punto en C. z,
es un punto frontera de £2 si toda vecindad de centro en z, y radio r > 0 contiene puntos que

estan en 2 y puntos que no estan en 2. (Mosquera; Soto, 2016, p.11).
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Figura 5: Conjunto frontera

Definicién 2.2.2.4. (Conjunto abierto) Sea 2 c C, 0 es abierto en C si y so6lo si todo

punto de 2 es interior. (Mosquera; Soto, 2016, p.11).

-
-----
- -~

3

~~~~~
~ -
-------

Figura 6: Conjunto abierto

Definicion 2.2.2.5. (Acotado) Un conjunto 2 c C es acotado, si existe R > 0 tal que

0 c Dg(0) . (L6pez, 2002, p.35).

Definicion 2.2.2.6. (Compacto) Un conjunto 2 c C es compacto cuando es cerrado y

acotado. (Lopez, 2002, p.35).

Definicion 2.2.2.7. (Conjunto conexo) Sea £ un conjunto abierto en C, {2 es conexo Si
todo par de puntos de {2 se puede unir por una poligonal contenida en el conjunto.
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Figura 7: Conjunto conexo

Definicion 2.2.2.8. (Dominio) Se dice que £ es dominio, si es abierto y conexo en C.

(Mosquera; Soto, 2016, p.13).

v

Re[z]

Figura 8: Dominio arbitrario en C

Definicion 2.2.2.9. (Simplemente conexo) Sea 2 un dominio de C. {2 es simplemente

conexo si cualquier camino cerrado y € #£([0,1]; 2) es homotdpico a un punto.

(Aparicio; Paya, 1985, p.193).

Intuitivamente un dominio es simplemente conexo cuando no tiene agujeros y y puede

deformarse continuamente en un punto. (Krantz, 2007, p.77)
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Figura 9: Dominio simplemente conexo

Observacion: Si un dominio conexo, no es simplemente conexo, se dice que es

multiplemente conexo. (Aparicio; Paya, 1985. p.193).

Una interpretacion gréfica se muestra en la siguiente figura.

e’

Figura 10: Dominio multiplemente conexa

Observacion: (Punto interior a una curva) Un punto z, € C es un punto interior a una

curva cerrada simple y, si existe, r > 0 tal que D(z,,7) C y, esta observacién puede ver
en (Aparicio; Pay4, 1985, p.44).
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D(zg 7

Figura 11: Punto interior a y

Observacion: (Punto exterior a curva) Un punto z, € C es un punto exterior a una curva

cerrada simple v, si existe, r > 0 tal que D(z,,7) Ny = @, esta observacion puede ver
en (Aparicio; Paya, 1985, p.44).

-
-
-

’ “‘
: 79— 5
1 0 ’ 1
VN L ’
i Semar® 1
’
i D(z1) ‘S
Z]

Figura 12: Punto exterior ay

2.2.3. Funciones holomorfas

Definicion 2.2.3.1. (Funcion compleja) Dado 2 c C, 2 es un dominio. Se denomina

funcion compleja de una variable compleja f(z) a una aplicaciéon f:Q — C tal que a cada

valor z le corresponde un Gnico nimerow = f(z) € C.

(Aparicio; Paya, 1985, p.59).
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Las funciones complejas no son mas que las funciones definidas en subconjuntos de R?
con valores en R?.

-
e
e

Figura 13: Funcion compleja

z=x+iy=(x,y) ER?cC
w=u+iv=(uv)ER?>cC

z-f@)=u+iv=ulx,y)+ivix,y)=Ref+Imf

También u, v: R? - R estan definidas en R? con valores en R, son dos funciones de dos

variables reales que representan la parte real y la parte imaginaria de f(z).

Ejemplo 1.

Sea 2 c C, siendo 2 un dominio, f:2 - C una funcién definida por f(z) = z2.

Comoz=(xy)=x+iy->f(z2)= f(xy)

= (x+iy)?

x%2 —y?+ 2ixy

= ulx,y)+iv(x,y)
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2.2.4. Funciones elementales

Definicion 2.2.4.1. (Constante, identidad) Sea 2 c C, siendo £ un dominio,
f:02 — C una funcion constante. identidad definida por:

f(z) = ¢,Vz € C con una asignacion constante ¢ € C.

f(z) =zVvzecC.

Definicion. 2.2.4.2. (Funcion racional) Se denomina funcion racional a una funcion

definida como cociente de dos polinomios p(z) y q(z).

f(z) = % esta funcidn estd definida en todo C, excepto en puntos donde anulen el
denominador Q(z), es decir, en las raices de Q (z).

Ejemplo 1. Sea f:2 < C — C, siendo £ un dominio, una funcion definida por:

()_zz+4z—2
fl2) = z2+1

es definida para todo valor de C excepto paraz =iy z = —i.

Definicion 2.2.4.3. (Funcion exponencial) Se llama funcién exponencial a la funcion

definida en un dominio 02, f: 2 € C - C como

f(2) = e? = XY = e¥eW = e*(cos y + isen y)

Definicion 2.2.4.4. (Funciones trigonométricas) Una funcion trigonométrica compleja
f:0 c C - C, siendo £ un dominio y es definida por:

iz —iz

—e

f(z) =senz = 57
eiZ+e—iZ
f(z) =cosz= —
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Estas funciones elementales estan definidas en un dominio 2.
(Aparicio; Paya, 1985, p.61).
2.2.5. Limites en el plano complejo

Definicién 2.2.5.1. (Limites) Sean 2 c C un conjunto abierto, f: 2 — Cuna funcion
complejay z, € 0. Decimos que el numero w, € C es el limite de f cuando z — z, Si

paratodoe > 0,35 > 0tal quecuando z € 2y 0 < |z — z,| < &, entonces

|f(z) — wy| < €. (Bernardo, 2006, p.65) y (Mosquera; Soto, 2016, p.27)

Simbolicamente tenemos:

lim f(z) =wy & Ve> 0,36 >0 talque 0 < |z — 25| <6 = |f(2) —wy| < e.

Z—>Zo

-
-~ -
L DN 2

Figural4d: Limites complejos

Nota: La interpretacién geométrica de limites es en base a vecindad, es decir, para un

disco dado tenemos:

De(wo) = {f(z) € C talque |f(2) —wol| <€}

existe otra vecindad

D5(zg) = De(wg) —{zo} ={z€C talque 0<|z—12z5| <6}
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Proposicion 2.2.5.2. (Propiedades) Sea f,g:2 c C - Cuna funcion de variable

compleja definida en un abierto 2.

Si lim f(z) =w, y ler? g(z) = w,, entonces:
—Zo

Z>Zg
- lim ¢f(z) = cw,, donde c es cualquier nimero complejo;
zZ—Zg

- Im(f@) +9@) = wi +w,

- lim (F@g(@) = waw,

Ejemplo: Demostrar que lin&g no existe
VAd

.z . x + iy ) x + iy
lim—-= im ——= Ilim
z-0Z  (xy)=00)x +1y (xy)->00Xx —1y

Solucién. Debido a que un punto complejo tiene infinidad de caminos convergentes para

ese punto, para este caso tomamos C1: z = (x,0) = x + i0:

.z ) x +i0 X .
lim—-= im — = im —=Iliml=1
z-0Z (x.0)-0,0)x —i0 (*x0)~(00)x x-0

para este caso tomamos C2:z = (0,y) = 0 + iy:

. Z . 0+1iy Ly .
lim—- = im — = im ——=-liml=-1
z-0Z  (0y)-(000 —1iy (0y)-(00) iy y—0

Puesto que el limite para el camino C1 y C2 son diferentes, por lo tanto, el limite no

existe.
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Im|z]

c2

(0,0 Re[z] >

Figura 15: No existe limite
2.2.6. Continuidad en plano complejo

Definicion 2.2.6.1. (Continuidad) Sea f: 2 c C — C una funcién de variable compleja

y zo € . Lafuncion f escontinuaen z, € £, siy solosi
lim f(z) = f(z,)
Z-2Zg

(Mosquera; Soto, 2016, p.29)
2.2.7. Derivada en el plano complejo

Definicion 2.2.7.1. (Derivada) Sea f una funcion cuyo dominio de definicion contiene

unavecindad | z — z, | < edeunpunto z,. Diremos que f es derivable en z, si existe

i 28~ f(20)
m-—————--

z-z Z — Z

=f'(z)) €C

que se llama derivada de f en el punto z, Yy denotado por f'(z,). En este caso, decimos
que f es derivable en z,. (Churchill, 2009, p.56)

Teorema 2.2.7.2. Si f es derivable en z,, entonces f es continua en z,.

Prueba.

por hipotesis tenemos que tenemos f es derivable.
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Mm@ =fCN =y LA S,y
z-2Zg Zo
= li_) [M] zl—>Z( — Zp)]

= (f'(20))(0)=0
lim f(z) = f(zo)

Z—Zg

Finalmente concluimos esta seccion con todas las definiciones anteriores, pasamos a

definir una funcion holomorfa.

Definicién 2.2.7.3. (Funcién holomorfa) Sean 2 c C abierto y f: 2 — C una funcion
compleja. Decimos que f es holomorfa en 2 si f'(z) existe para todo punto z € 0.

(Aparicio; Paya, 1985, p.94).

El teorema siguiente es idéntico a la que se emplea en el calculo para evaluar funciones
indeterminadas con funciones de variable real.

Teorema 2.2.7.4. (L.’Hospital)

Si f(z) = g(z9) = 0,y5si f(2) y g(2) son derivables en z, con g'(z,) # 0, entonces

o f@ L @
G TIONEYIO

(Acevedo, 2006, p.86).

36

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

2.2.8. Integrales en el plano complejo

2.2.8.1. Integral de contorno

La integral de una funcién de valor complejo en una ruta o camino, en el plano
complejo se introducira a través de la integral de una funcién de valor complejo de una

variable real, que a su vez se expresa en términos de una integral de Riemann ordinaria.
Definicion 2.2.8.1.1. Una funcion de valor complejo
f:la,b] - C (a,b €R, a<b)

en un intervalo real se llama integrable, si Re f,Im f:[a,b] — Rson funciones
integrables en el sentido del analisis real. (por ejemplo, en el sentido Riemann o en el
sentido de funcion regulada. Qué nocidn de integral se va a utilizar no es importante, es

esencial que todas las funciones continuas sean integrables)

Im|z i
T~ [ /®
f
fG) = (o) +iv(x)
f(@
c:"hx_gl R Re[z]>

Figura 16: Representacion grafica de una funcion de valor complejo
La Integral de Riemann de f es definido en términos de su parte real e imaginario de f
por

b b b
f f(x)dx =f Re f (x)dx + if Im f(x)dx

a a a
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- La linealidad es definida para Ayu € R y f,g:la, b] - C funciones continuas,

entonces se cumple:

b

b b
[ Gre) +ng@)ax =1 feoax+u [ guoax

a

(Busam, 2009, p. 70).

Las siguientes definiciones de curva y caminos, seran citadas para su entendimiento,

respecto a las definiciones de curva y camino.

Definicion 2.2.8.1.2. (Curva) Sean x = x(t) e y = y(t) funciones continuas de una
variable real t, definida para t € [a, b]. Llamaremos curva al conjunto de puntos (x,y)

determinado por estas ecuaciones. (Daynitti, 2007, p.25)

Definicion 2.2.8.1.3. (Curva) Se define una curva como el rango de una funcién continua
z:[a, b] - Cde valores complejos z (t) definidaen el intervalo [a, b]. esdecir, unacurva

y es el rango de una funcién dada por:

z(t) = (x(£),y(®)) = x(t) + iy(t), para a < t < b, donde x(t) y y(t) son funciones

continuas de valor real. (Mathews, 1997, p.30).

A
Im|z
z z(t)
~ ~
Z(b)l 7 z(a)
7 >
a t b R Re[Z]

Figura 17: Representacion gréafica de una curva en C
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De la primera definicion tenemos las siguientes observaciones.

Observaciéon: Las ecuaciones x =x(t)e y =y(t) son llamadas ecuaciones

paramétricas y t s un parametro.

Observacioén: Si las ecuaciones x = x(t) e y = y(t) son diferenciables no nulas,

decimos que la curva es suave.

Observacion: De la observacién anterior, siendo x e y diferenciables, entonces z es

diferenciable.

Observacion: Si z es diferenciable en [a, b], entonces z’ define una funcién z': [a, b] —

C.

Observacion: Si z':[a,b] - C es continua, entonces decimos que la curva es

continuamente diferenciable.
Las observaciones anteriores se pueden ver en. (Conway. 1978. p.33)
Definicion 2.2.8.1.4. Una curva se llama suave por partes, si hay una particion
a=aq,<a; < ..<a,=»>b
tal que las restricciones
Yi =Y Vj,0 <j <n, sonsuaves.
[vj, Vil
(Busam, 2005, p.71)
De la segunda definicién tenemos las siguientes observaciones.

Nosotros especificamos una curva y como

y:z(t) = x(t) + iy(t) paraa <t < by decimos que z(t) es una parametrizacion de la

curva y.
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- Una curva parametrizada suave (y) se llama curva cerrada si su punto inicial y
final coinciden, es decir, y(a) = y(b).

- Una curva parametrizada suave (y) se llama curva simple, si parat, # t, en
[a, b], entonces y(t;) # y(t,), con la posible excepcion del caso y(a) = y(b).
En este caso excepcional, y es una curva cerrada simple.

- Una curva parametrizada suave (y) es de Jordan si es cerrada y simple excepto

en sus extremos.

N e

Curva simple y suave

Curva suave por partes .
Curva no simple

\ 4

Curva de Jordan
Curva cerrado simple

Figura 18: Tipos de curvas

Este altimo gréfico se puede ver en (Mosquera, 2016, p.71).

Observacion: Una ecuacion  z(t) = x(t) + iy(t),t € [a,b] es llamada ecuacion

parametrica de la curva y.

Definicion 2.2.8.1.5. Supongamos que una curva y se representada por x = x(t) ey =
y(t), t € [a, b]. LIamaremos de sentido positivo sobre y, el sentido en el cual una curva
es trazada cuando el parametro t crece de a para b. El sentido opuesto es llamado

negativo. Usaremos la notacién —y para representar una curva y de orientacion negativa.
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R Re[z]”

T~ 4 =)

V4

Figura 19: Sentido positivo (+) y sentido negativo (-) de la curva

Definicion 2.2.8.1.6. Una parametrizacion z(t) se dice regular si la derivada z'(t) existe

y es continua en [a, b], con z'(t) # 0 paraa < t < b. (Varelly, 2012, p. 32).
Ejemplo.

La parametrizacion z(t) = Re%, 0 <t < 2m cony R > 0 representa la circunferencia
(x)? + (y)? = R? recorrida en sentido positivo. La parametrizacion z(t) es regular ya
que z'(t) = iRe®, 0 <t < 2m con el mismo punto inicial y final ya que z(0) =

z(2mw) = R.

z(0) = R(e!®)
= R(cos(0) —isen(0))
= R(1-0)
= R
Esto nos indica que para 0 # 2m se tiene z(0) = z(2m) la curva es cerrada pero no

simple.
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N
Im[z]
Z
/_\ z(t) = R(cost + isent)
R
t
0 o R Re|z]

Figura 20: Parametrizacion z(t)

Seguidamente pasamos a definir caminos.

Definicion 2.2.8.1.7. Una curva es una aplicacion continua y: [a, b] — C. Si, ademas, y es
continuamente diferenciable, entonces y es llamado un camino. El rango (o imagen o

traza) de y sera denotado por y*. (Ash, Novinger, 2007, p.12).

Re|z] ’

Figura 21: Traza de curva y

Observacion: La traza o soporte es denotado por:
y* =v(lab],
que es un subconjunto compacto de C.

Ash (2007). Afirma:
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Si y* esté contenido en un £2, se dice que y es una curva (o camino) en 2. (p.12)

Definicion 2.2.8.1.8. Un camino en un dominio 2 c C es una funciéon continua
v:[a, b] = C.(a < b).Un camino es suave si y' existe y ademas continua en [a, b]. Sea
a=ty,<t; < ..<t,=bunaparticionen [a, b], entonces una caminoy: [a, b] = 2 es

suave por partes si es suave en cada subintervalo [t;_4,t;],i =1, ....,n.
(Chiang, 2017, p.3).

Definicién 2.2.8.1.9. Una curva y:[a,b] - C es suave por partes, que también la

Ilamaremos camino, si existe una particion una particion de [a, b],

a=ty<t; < ..<t,=hbdemaneraquey* = y([tx_1, tx]), essuave paral < k < n.
(Garcia; Vasquez, 2014, p.19).

Observacion: Se puede notar en las definiciones anteriores que una curva y: [a, b] - C
pasa a llamarse camino si existe una particion en [a, b].

Definicion 2.2.8.1.10. Una funcion y: I € R — R™ continua, definida en el intervalo

I de R, se llama camino o trayectoria en el espacio R™. (Ruiz, 1995, p. 432)

Definicion 2.2.8.1.11. Se llama traza del camino y:I1 € R— R™, al conjunto

(subconjunto deR ™) de las imagenes de y; es decir,
tr(y) ={y(t) eR™: tel}cR"
(Ruiz, 1995, p. 432).
Mathews (1997) Afirma:
Una curva y que se construye uniendo muchas curvas suaves de extremo a

extremo se llama contorno. Sea y4, v, ... ... ., ¥, Que denota n curvas suaves de modo que
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el punto terminal de y;, coincida con el punto inicial de y4,,, parak = 1,2, ... ... ... ,n—1.
Entonces el contorno y es expresado por la ecuacion

Y :)/1+]/2 + +yn

Un sin6nimo de contorno es camino. (p.162)

Ruiz (1995) afirma:

Designaremos con la palabra curva (en R™ ) la traza de un camino y: I € R —
R ™. Esta palabra tiene un contenido geométrico mas fuerte que camino o trayectoria, lo
cual resulta muy conveniente para nuestro propdsito, pues en ocasiones debemos
distinguir al camino en si, el cual es una funcion continua y:1 € R — R", del aspecto

visual que presentan sus imagenes en conjunto, es decir, de la curva asociada a y. (p.443)
Finalmente concluimos que una curva es la imagen de y, y* = y(I)
Ash (2007). Afirma:

Intuitivamente, si z = y(t) y t cambia una pequefia cantidad dt , entonces z cambia por

dz = y'(t)dt. Esto motiva la definicion de la longitud L de un camino y: (p.12)

b
Mw=fh«mm

a

Ahora estamos preparados para definir la integral de una funcién de variable compleja.

Definicion 2.2.8.1.12. Sea y: [a, b] = C un camino, y sea f:2 c C — C una funcién de
variable compleja continla y, es decir, f:y* — C es continua. La integral de linea de la

funcion f a lo largo de la curva y se define por:

b
j'ﬂ@u=ff@vaMt
y a
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Esta definicion de integral puede ser expandido a curvas que sean suave por partes.
Teorema 2.2.8.1.13. Sean f y g funciones continuas sobre una curva suave y descrito

por la parametrizacion y: z(t) = x(t) + i y(t) cona < t < b. entonces

- fllf(z)dz=/1f f(z)dz paratodo A€ C
Y Y
- [ @ +g@a = @z [ g
Y Y

— f_yf(z)dzz—fy f(z)dz

Teorema 2.2.8.1.14. Sean f una funcion continua sobre una curva suave y definido por

la parametrizacion y: z(t) = x(t) + i y(t) cona < t < b. entonces

f_y f(2)dz = —fy f(2)dz

Prueba:
Si v:z(t) = x(t) +iy(t) cona <t < by unareparametrizacion de

orientacion opuesta es:

—yv:zla+b—t)= x(a+b—-t)+iyla+b—-t)cona<t<bh

b
j f(2)dz = j f(z(a+b—1t)z'(a+b—t)d(a+b—t)
_y a

b
j f(za+b—1)z'(a+b—t)(—d(t))
a
Hacemos un cambio de variable seas = a + b — t entonces ds =. —dtysit =a, s =
bysit=b,s=a

[ @)@
b
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b
S RICOZOIS
= —f f(z)dz
Y

Teorema 2.2.8.1.15. Supongamos que f es continua en y. Si f(z) es acotada, es decir,

existe M > 0 tal que |f(z)| <M paratodoz € y.

<ML

'[y f(z)dz

donde L es la longitud de y. (Mosquera, 2016, p.74).

Prueba.

Sea z(t), a < t < b una parametrizacion de y y escribamos fy f(z)dz en forma polar,

[, f@az]
p=r - - 1
J, f(2)dz

con|A|l=1= i

es decir fy f(2)dz = e'® |fy f(z)dz| para algtn @ en R, entonces

f f(2)dz|= e f f(2)dz
Y Y
b
= f e Of(z(t)z'(t)dt

b
= Re(f e O f(z(t)z'(t)dt)
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b

- [ Ree @ @)
b

< [ ez ol

_ [ rela
Y

s ML 1.9.9.p

2.2.9. Teorema fundamental del calculo en el plano complejo

Teorema 2.2.9.1. Sea f(z) una funcion de variable compleja continua en una region
£ < C. Una funcioén F(z) holomorfa en 2 es una primitiva de f(2) si F'(z) = f(2)

para todo z € Q2. (Mosquera, 2016, p.74).

Teorema 2.2.9.2. Sea f una funcion continua en una region 2 y F una primitiva
holomorfa de f en £2. Si y es una curva suave por partes contenida en {2 con

parametrizacion z(t),a < t < b entonces

| 1@z = F®) - Fa@)

14

en particular si y es una curva cerrada simple entonces fy f(z)dz = 0.

(Mosquera, 2016, p.74).
2.2.10. Teorema integral de Cauchy

Teorema 2.2.10.1. (T.1.C.) Sea f(z) una funcion analitica en un dominio simplemente

conexo {2, entonces fy f(z)dz = 0 para una curva cerrada simple y c 1.
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-
RCTSIY L

Y

~
e
-
______

Figura 22: Teorema integral de Cauchy

Nota: La demostracion de la integral de Cauchy para un disco puede ver en.
(Aparicio; Paya, 1985, p.206).
Nota: Usaremos (T.1.C.) por Teorema integral de Cauchy.

Teorema 2.2.10.2. (T.1.C. para dominio multiplemente conexo) Si f(z) es analitica

en {2, que contiene y y las curvas cerradas simples y; contenidas en y, entonces la
integral a lo largo de y es igual a la suma de todas las integrales a lo largo de y; y donde
losy;ny; # @parai,j=1,...,n.

.f(z)dz+ +f

Y

Jy f(2)dz = fh f(z)dz+jy2 f(z)dz + +f

Yj

f(z)dz

Figura 23: T.I.C. para dominio multiplemente conexo.

Teorema 2.2.10.3. (Teorema de la deformacion) Sea y; y y, trayectorias cerradas en
el plano, y; en el interior de y,. Sea f diferenciable en un conjunto abierto que

contiene ambas trayectorias y todos los puntos entre ellas. Entonces,
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fy f(2)dz = f

141

f(z)dz

Figura 24: Teorema de la deformacion.

Teorema 2.2.10.4. (F.1.C) Sea f analitica en una region simplemente conexa 2 , y una

curva cerrada simple con orientacion en sentido contrario a las manecillas del reloj en 2
y z contenido en y. Entonces

_ f(w)
f@) = Znij;, w—zdw
Tomada de (Aguilar; Monsivais, 2004, p.218).

L.
...................
.........
~..
~
e

~— -

----------

Figura 25: Formula integral de Cauchy.
2.2.11. Serie de Potencias

Definicion 2.2.11.1. Se llama serie de potencias de centro z, y coeficientes complejos
ag, 4, Ay, ... a UNa serie de la forma
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[o9)

Z ar(z—z)f =ag+a,(z—2zy) + a,(z —2p)?> + ...+ ©
k=0

Como una ilustracion inicial consideremos la serie geométrica.

o)

sz=1+z+zz+z3+ I e
k=0

- Laserie geométrica converge para todo z en el interior del circulo |z| < 1.
Si z esta en este disco es posible calcular su suma, esta es

1

1+z+2%4 .=
1—2z

- Laserie diverge para todo z talque |z| = 1.

Teorema 2.2.11.2. Si la serie de potencias Y5>, ax(z — z,)* converge para algin valor
de z en C entonces existe un nimero real R > 0 tal que

La serie converge absolutamente para todo z tal que [z — zy| < R

La serie diverge paratodo z tal que |z — z,|] > R. (Mosquera, 2016, p.96).

N

Im|z]

Re[z]”

Figura 26: Disco de convergencia en C

Definicién 2.2.11.5. (Analitica) Sea 2 # @ < C. Una funcion f: 2 — C se dice analitica

en z, € £, si existe una serie de potencias centrada en z, con radio r > 0 tal que

[o0]

F@) =) anz -z

k=0
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2.2.12. Serie de Laurent

Definicion 2.2.12.1. Se llama la serie de Laurent, o serie doble, a una serie definida de la

forma

(o]

> @ -z) =) bz —z)*+ ) an(z—7)"
k=1 k=0

k=—o0
La primera conformada por la suma de potencias negativas llamadas la parte

principal y la segunda consta de sumas de potencias positivas llamada parte analitica.

En esta parte veremos como un punto aislado de un disco posee una expansion en serie

llamada de Laurent

e

)

[
i
E Y ]
.\""ZO :
3

7

’

--------

Figura 27: Disco perforado en C

Si f: 02 —{z,} — C es analitica, entonces posee una expansion de Laurent
Teorema 2.2.12.2. (Laurent) Si f(z) es una funcion analitica en una region anular

R, < |z — zy| < R,, centrado en z,, entonces f(z) se puede expresar como

oo b_ oo
f(z)=z(z_—§0)k+2ak(z—zo)k VzEA
n=1 n=0

Esta expansion de Laurent es Unica, sus coeficientes estan dados por

ap =

2w

1 fw)dw
f (W—Zo)k"'l' Z_Zol<R2, VkEZ
Y2
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b_, = f fwW)w —zo)¥tdw, R <|z—2z, VEKEL
2mi ),

1

La prueba de este teorema se puede ver en (Mosquera, 2016. p. 106). y

(Conway, 1978, p.108). la construccién de la funcion analitica.

Prueba.

Donde y,(8) = zy + 11%%,y,(8) = 2o + 1,"; 0 <0 < 2m y R, <1, <1, <Ry, los

nameros a; Y b_; son llamados coeficientes de Cauchy.

Por tanto, f estara definida y serd analitica en la corona circular

A=C(zpr,1) ={z:1y < |z — 20| <13}

Y2(0) = zo + rye®

—"'
il T P

Ve

Figura 28: Corona circular de la serie de Laurent

Sea f(z) analitica en una region anular o corona circular A = C(zy; 14, 12).

Si A es una region de convergencia con Ry < r; < r, < R,, de modo que la corona

cerrada A esta contenida en C(zy; Ry, R,), tomemos una curva cerrada
Sl + Y2 — V1 — 52 aun puntO en C(ZO; Rl‘ Rz)
Por el formula integral de Cauchy tenemos:
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1 fw)

f(z) = i s W — Zdz
1 fw) 1 fw)
= i), W_de‘z—m-fh w—z%
= file)—fo(z) VzeA
Pasamos a construir f;(2)
_ 1 fw) 1 f(w)
fl(z)_Z_niwa—ZdW_ Znifyzw—zo+zo—zdw
1 fw)
- Znifyzw—zo—(z—zo)dw
1 fw)
= - — dw
2mi fy W= 20)(1 = =)
_ 1 fw) 1
- 2mi _’;,2 (w — zp) (1 _ ﬂ) dw

W — Zj

_ 1 W N z-z
- Znij;, (W—ZO)(kZO(W—ZO)k)dW

La serie geométrica Y52 ,(—=>)k converge en |ﬂ <1 ()
wW—2Zo wW—2Zo
En (*) hacemos lo siguiente:
Siw=w, Eyy, W, — 25|l =1, = |z— 25| <1y
1 fw) S
- dw ) (z = 70)" 1
D= 5] g DYGES ®
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Pasamos a construir f,(z).

_ 1 fw) . _ 1 fw)
f(2) = Znify rw ™= Zm'_[;,l —z+zo+w—zodw
1 fw)
2i f —(z—20) + (W —2p) dw
1 f f(W)
2y - - T
_ fw) 1
 2mi v, (Z—2) 1_;20)dw
Z— Zy
_ 1 fw) N Zo
T 2mi -[)'1 (z—zy) (;)(z -z ))d
La serie geométrica ),;- 0( )" converge en | <1 (%)

En (**) hacemos lo siguiente:

siw=w; Eyy,|lwy — 2ol =1y = 1y < |z — 7

S iC) (Z( 255 d

2ri ), (z = zo)

2mi ), (z —zp)**?

_ 1 fw)
= _anf W= z0)" deZ(Z—zo) k-1

1 f(w) > o
_meh (W—zo)—k+1dw z (z — 7o) ~k-1+1

k=0+1

= — ! fw) dWZ(W—ZO)k
k=0
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_ 1 fw) N _
PO = 5| Gyt Y Gt @

k=0+1

Finalmente sumando (1) y (2) obtenemos la serie de Laurent.

f)s f@-f(2) vzeA

fw)
T = 27Tlf (w—zv)"+1 de 1(2)

1 fw)

- —dw de ,(z
2mi ), (W —zp)7k*H1 f2(2)

b—k:_

f(z)= b_ Z( +ak2(z—zo)k

k=0

Ejemplo.

La funcién

f(z)=—z z#0

Se puede expresar como serie de Laurent con z, = 0 un polo de orden 3.

2 2 2

Z VA
l+z+57+57+57+ .+
f(2) = 2! 22.3 2!
2 Z3 Z4
1+Z+ +57+545+ ..+ @
— 21 73141
f(2) = =

1 1 11 1 1 1
= Z_3+Z_2+ZE+§+ Z+§Z + ..+

- 1(3)+h@
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Luego pasamos a ver el coeficiente usando un teorema que no mencionamos, segun la

investigacion no fue necesario el cual es (F.1.C para derivadas)

12mi 1
_'Tf (0)=z

b, = 1f (W)dw =
_I_Zniy flw W_Zm

2.2.13. Singularidades

Definicion 2.2.13.1. (Singularidad) Se dice que una funcion tiene una singularidad en
z = z, Si f no es analitica en z,, y en todo entorno de z, existen puntos donde la
funcion es analitica.

Definicion 2.2.13.2. (Singularidad aislada) Se dice que una funcion f tiene una
singularidad aislada en z = z, si f no es analitica en z,, y existe un nimero R > 0 tal
que f es analiticaen {z; 0 < |z — zy| < R.}. (Aparicio, 1987, p.245).

Definicién 2.2.13.3. Sea z, € C una singularidad aislada de una funcion f. Recibe el

1 .
en el desarrollo en serie de Laurent

nombre de residuo de f en z, el coeficiente de

Z—2Zgy
de f en el punto z,, de manera que si
f)= ) alz—2), z€D(;0R),
k=—o00

y denotamos con Res(f,z,) = a_;

2.2.14. Clasificacion de singularidades.

- Si z, esun polo de orden 1, decimos que es un polo simple o polo de f.
Res(f,zy) = lim (z — zy)f(2)
Z—2Z

- Si z, esun polo de orden k, de una funcion un valuada de f(z).
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k-1

Res(f,zy) = T lim ( (z = z0)*f (2))

1
(k = 1! g0z, dzk1

- Siz = aesunasingularidad evitable, se puede demostrar que su residuo es 0
- Si un numero infinito de b,, diferentes de cero, decimos que z, es una singularidad

esencial o un polo de orden infinito de f.

Sea f una funcién analitica dentro de y y sobre ella, excepto en z,, el cual es un punto

singular aislado de orden 1, entonces la serie de Laurent en ese punto seria

fo)= ) abz—z)"

k=—o00

y dado que f(z) es analitico en todos partes, y no en z,, entonces f(z) puede escribirse

como

f(2) = +9(2)

=1
(z — zo)
donde g(z) es analitico en el punto z,

(z—20)f(2) = b_1 + g(2)(z — z5) aplicamos limite a ambos lados y tenemos asi:

lim (z — z)f(z) = b_; + lim g(2)(z — z,) donde lim g(z)(z —z,) — 0
zZ-2Zgy Z-Zg Z—2Zg
= lim (z — 2o)f (2) = b_; = Res(f,z,)
zZ-2Z

Teorema 2.2.13.2. Si f(z) tiene un polo de orden k en z = z,, entonces

1 . dk—l .
Res(f' ZO) = (k — 1)| Zh—glo dzk-1 [(Z - ZO) f(Z)]

Prueba.
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Teniendo z, como el polo de f de orden k, para un disco perforado de z, podemos

expresar cualquier z - f(z) como sigue

b_ b_g—1 4 b_y
(z—2z0)¢ (z—2zp)t 7 (z—2zp)

f(2) = +¢(2)

Donde ¢(z) es analiticaen z = z, y b, # 0. En la ecuacion anterior tenemos:

b_y_1(z— Zo)k b,(z — Zo)k

(z—=z)kf(2) = b_) + (2= 2k p——

+ @(2)(z = 29)"

(z=20)*f(2) = b_j + b_y_1(z = 2)* "D+ .+ b_1(z — 20)*"

+@(2)(z — 20)*

(2= 20)*f(2) = b_y + b_y_1(z — 20)" + b_1(z = 2))* " + @(2)(z — 2)"

k-1 k-1

[ = 2) D] = = by (k= D+ 9() (7 = 20)"]

dk—l
= ZILTOW [b_1(k — D!+ ¢(2)(z — 20)"]
k-1 dk—l
_ Zli_glo(mbq(k - D'+ qu(z)(z —2¢)")

dk—l
— —_ i - _ k
= b_y(k 1)!+Zlg§0(dzk_1<p(2)(z 79)")

k-1
. el _ k —
Zlggo Gy 0(2)(z—20)"=0

Finalmente se obtiene la prueba

k-1

lim (=——
m (%=

[(z - Zo)kf(Z)]) =b_y(k—1)!

k-1

Res(f, z0) = by = g lim (G [(z — 20)*f(2))
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2.2.15. Teorema de residuos de Cauchy

Para cualquier curva cerrada simple y por partes y en 2, y cualquier funcion analitica

f:0 - C setiene:

fy f(z)dz=0

Una pregunta natural en este contexto es la siguiente: Sea 2 < C es un dominio

simplemente conexo arbitrario. ; Como podemos caracterizar todas las curvas cerradas
simple y por partes y en {2, que satisfacen fy f(z)dz = 0 para cualquier funcion

analitica f: 2 - C?

Si nos aislamos de ese punto singular de la siguiente forma:

Figura 29: Punto singular aislado en C

De la figura tenemos

Jc f(z)dz=JC1f(z)dz+.[C2f(z)dz+fy f(z)dz

por el (T.1.C.) tenemos que:

ch(z)dz=.[yf(z)dz
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Este es exactamente el caso para aquellas curvas cerradas y en £ que no “rodean”
ningun punto del complemento C — 2. Especialmente, los dominios elementales se

caracterizan por la propiedad de que el “el interior de £2” se encuentra completamente en

£. Intuitivamente, esto significa que 2 no tiene “agujeros”.

-
.
-
-
-~
-

———
P e

~
------------------------
~—

~ -
~ -
Ctmnmmm=

~—
e -
----------

Figura 30: Complemento C — 2

2.2.16. Indice y curva de Jordan

Teorema 2.2.15.1. (indice) Sea y una curva cerrada simple y orientado positivamente

en C, cuya imagen no contiene el punto z; € C. La férmula que define el indice del punto
z, con respecto a y al nimero:
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Re|z]

Figura 31: indice z, respecto de y

Se puede demostrar que la integral involucrada en la definicion del indice de un
nimero z; para la curva y mide la variacion total del argumento de y(t), mientras t

recorre el intervalo de parametros de y.

Im|z

<= D

Re[z]

Figura 32: Representacion de indices con respecto a y

Usando el indice de un nimero, podemos definir lo que debe entenderse bajo “el interior"

y "el exterior" de una curva.
Si y:[a, b] = C es una curva cerrada simple, entonces definimos
Int(y) ={z€ C—y"; Ind,(2) # 0}
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Ext(y) ={z€ C—y"; Ind,(z) = 0}

Nosotros siempre tenemos

C—vy* = Int(y) U Ext(y) (union disjunta)

Si y es una curva cerrada en 2, entonces Int (y) < 1.
Teorema 2.2.15.2. Sea y € C una curva de Jordan. EI complemento C—y es

exactamente la union de dos regiones €; , Q, de manera que €; es acotada y simplemente
conexa, mientras que Qg es no acotada.

-
___________
______
-

-
-
- -
-------------------

Figura 33: Curva de Jordan

Teorema 2.2.15.3. (Teorema de residuo de Cauchy) Suponga que la funcion

f:0 c C — C esanalitica en todas partes en un dominio {2 simplemente conexo, excepto
en singularidades aisladas en z;; z,;

; Zn. Seay un contorno de Jordan orientado
positivamente que no pase por ninguna singularidad. Luego

f(2)dz = 2mi ) Res(f,z;)

Prueba.

Supongamos que tiene z, singularidades aisladas encerradas en una curva de Jordan v,

expandimos f alrededor de cada una de sus singularidades z; una serie Laurent,
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f(z) = Z a,;(z—zj)k, 1<j<n (D
k=—o0

Por definicién Res(f,z;) = b’,, paral < j <n.

Por el teorema integral de Cauchy para dominio multiplemente conexo tenemos:

Jy f(z)dz=f f(z)dz+j f(z)dz + +f f(z)dz + +f f(z)dz

Y1 Y2 Yj Yn

=Jy1 kiooa}{(z—zl)k+Jy2 kiwa,%(z—zz)k+ ...+Jyn kiooaﬁ(z—zn)k
=R=Zooa}<j (2 z)* + Z akj (z—2)F+ . +kaakj (2 - z2)*
= i aiijy(z—zj)"dz—z ). akf (z = 2)" dz

k=—c0  j=1"7YJ j=lk=-o

La suma de la variable j hace referencia a cada una de las y; y la suma sera y. Por lo tanto
f f(2)dz —Z Z akf (z—z)kdz
Jj=1k=—

luego usando la definicion del contorno de integracion tenemos:

2T
| 9@dz= | go@w@a

Y 0

donde g(y(t)) es continua y diferenciable en [a, b]. Sabemos que la forma polar de un

namero complejo z = (x, y) para un disco de radio R y cada punto del disco se expresa
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de la siguiente forma (Rsen(6), Rcos(0)) para 6 € [0,2] 'y sea este punto igual a z,

es decir:
z= (Rsen(B),Rcos(B)) = Rsen(0) + iRcos(0) = R(sen(@) + icos(e)) = Re'®

podemos hacer que (z — zj)" =g(@) y v =z+ Re™fy esta Gltima un circulo para

el punto singular aislado e integramos a ambos lados y teniendo:y’(68) = iRe®

j;/j (z—z)kdz = fy g(2)dz

J

2m 21
= f g(r(@)y'(0)d6 = f (¥(0) — z)* iRe* do
0 0
2T ' ) 27T ' '
=f (zj + Re'® — z))*iRe'®do =f (Re'®)*iRe'®do
0 0
2m
=.[ iRk+lei9(k+1)d9
0

Sabemos que k = —oo hasta + oo y por eso el siguiente paso sera integrar a lo largo de

cada una y; para obtener.
21
— l-Rk+1f eiG(k+1)d9
0

Asi que, si k = —1, entonces lo siguiente es valido.

fy f(Z)dz=Zn: i aifyj (Z_Zj)kdzzi 21: a{l(Zni)=2ni]Z;a{1

j=1k=-c0 j=1k=-1

Sabemos que la parte principal toma valor sobre bfl = a{l = Res(f, zj)

(z)dz =2mi ) R , Z
Jyfz z m; es(f,zj)
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2.2.17. Aplicaciones del teorema del residuo de Cauchy
2.2.18. Integrales trigonomeétricas.

Para integrales de la forma:

21
J F(cos(t),sen (t))dt
0

puede evaluarse usando el teorema de residuos haciendo las sustituciones siguientes
primero consideramos la nueva variable z = e’ para0 < t < 2m. Aqui, uno observa

que z esta en el circulo unitario y (0, 1).

z—z71
20

. -1
dz = iettdt = dt = %, ademas cos(t) = % y sen(t) =

Finalmente, la integral anterior en la nueva variable z se tiene:

J‘ Fz+z‘1 z—z1 dz
v ( 2 2 )iz

2.2.19. Integrales impropias.

Este teorema también tiene aplicaciones cuando se integra a lo largo de la linea
real. Algunas integrales reales no pueden ser evaluadas por el calculo normal, esto se
debe a que el integrando no tiene una antiderivada "simple"” (ver el teorema fundamental
del célculo). Sin embargo, podemos evaluarlos usando variables complejas y el teorema

del residuo. Esta es una de las aplicaciones méas importantes de la teoria de los residuos.
Notaciones.

C;(0): un semicirculo de radio r centrado en el origen en la mitad superior del plano

complejo, sin incluir el didmetro.

Proceso de 3 pasos

65

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Aqui hemos dividido el proceso en 3 pasos, para que pueda seguir lo que esté haciendo

y no perder resultados importantes.

- El paso 1: Asignar la funcién real en la integral original a una funcién compleja en
el plano, y también identificar las singularidades de esta funcion.

- El paso 2: Verificar que la integral a lo largo del contorno C;+(0) converjaa 0
cuando r — oo, Esto significara que la integral a lo largo de la linea real (—r, 1)

cuando r - oo es igual a la integral a lo largo del contorno cerrado C* menos
lim Jo ) f(2)dz

Simbolicamente tenemos

T—00

f f(2)dz = lim f f(2)dz + lim frf(x) dx
ct ¢ (0) =)y

I = Tll_)ngo Jrf(x) dx = f f(z)dz — lim f(2)dz

r—00 C+(0)

Si

Tr—00

-
lim j f(z)dz - 0= 1= lim f f(x)dx =] f(z)dz
¢ (0) =% ) r ct
Finalmente
lim f (x)dx = f(2)dz
T—00 C+=]/
- El paso 3: Utilizando el teorema de residuos para evaluar la integral y* = C*

calculando los residuos en las singularidades encontradas en el paso uno que se

encuentran por encima del eje real
Ejemplo: evaluar
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Solucion.

Paso 1. Asignar una funcion real en la integral a una funcion compleja

1 . . ’ . .
I+ = fy+ f(2)dz = fy+ —;dz pasamos a identificar las raices z, = =iy z, = i

Paso 2. Analizando la convergencia de la integral en el semicirculo C;F(0): |z| = r,

podemos usar la desigualdad triangular para obtener |f(z)| < M del teorema (2.2.4.11).
Recordar: Sabemos que desigualdad triangular nos dice que:

22 + 1] < |22 + 1], |22 = (=D] = |Iz%| = |-1l],

y por otro lado de tiene una propiedad de |z|? = z2 por lo que

|z2 — (D) =z2-1|=|z*?-1=r?-1

1 < 1
|z2+1| " r2 -1

=|z2+1>2r’-1

1 1
< =M
|z2+1] — r2-1

Ast |f(2)] =

Usando el limite en teorema integral podemos mostrar

f@ds| = [ f@lidel = If @ [ ldal < ML < o >0

¢ () ¢ () ¢t ) re—-1
Tenga en cuenta que, cOMo r — oo, (r—11)zm — 0, asi que, mediante el proceso anterior
la integral también debe tender a 0.

T
f(2)dz= f@dz+ | f(x)dx (*)
ct ¢ (o) -r
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Aplicamos limite para r — oo en la ecuacion (*)

I = lim ﬁﬁ f(2)dz = rh_)rg frf(x) dx + lim f(z)dz

T—00 T—00 C.’;'—(O)

l—f ()d—fc i [ feod —J !
—ny Z= _mx2+1_rl—>r2> _rfx x= y Z27+1

Paso 3. Encontrar el residuo para el polo z; =i que se encuentra dentro y

zZ—1i 1 1

= li =i
+1 2 (z—Dz+i) solz+i 2

Res(f,z) = lim(z — i)Z2

Luego el teorema de los residuos

2.2.20. Transformada de Laplace

Definicion 2.2.17.1. Sea f(t) una funcion definida para t € [0, >. La transformada

de Laplace de f(t) es la funcion F (s) definida por la integral

o

F(s) =J e Stf(t)dt
0

El dominio de F(s) es el conjunto de todos los valores de s para los cuales la integral

converge. (Brannan, 2007, p.311).

Una de sus principales aplicaciones es convertir el problema de resolver una
ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes en el dominio t en un problema

que implica operaciones algebraicas en el dominio de s.
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E.D.O. en transformada de laplace | ecuacion algebraica en
dominio t dominio s
resolver

metodos tradicionales

soluciébnen s
Solucion de E.D. 0.

uso del teorema de residuos de cauchy

Figura 34: Proceso de la transformada de Laplace

Observacion: Una integral impropia sobre un intervalo abierto de la forma

f;f(t)dt

Se define como un limite de integrales sobre intervalos finitos de la siguiente forma

[ee) X
f f(t)dt = lim f f(t)dt
a X—o a
Si laintegral existe para x > a, Yy si existe el limite cuando x — oo , se dice que
la integral impropia converge hacia el valor del limite. (Brannan, 2007, p.310).
Definicién 2.2.17.2. Se dice que una funcion f es continua por tramos en un intervalo
a <t < b si el intervalo se puede dividir mediante una cantidad finita de puntos
a=ty,<t; < ..<t,=>bdemodo que:
- f escontinua en cada subintervalo abierto t;_; <t <t;y
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- f tiende a un limite finito al acercarse a los extremos de cada subintervalo, desde el

interior de cada subintervalo. (Brannan, 2007, p.314).
Definicién 2.2.17.3. Una funcién f(t) es de orden exponencial si existe s € R tal
que tlim f®est=0

2.2.21. Transformada de la derivada
Teorema 2.2.18.1. Sea f(t) una funcidn de orden exponencial, continua para todo

t = 0. Si f'(t) es continua a trozos para t = 0, entonces:

L)} = sLUf ()} - f(0)
LI (O} = s2L{F O} = sf(0) — £(0)
L0} = sPL{FO)} - s2f(0) —sf'(0) - f"(0)

Prueba:

Sabemos f(t) tiene una derivada de la forma f'(t), y teniendo la definicion de
transformada de Laplace L{f(t)} = [ 0°° e Stf(t) dt, definimos la transformada de

Laplace de la derivada de la siguiente forma:

LI (D)} = f0°° e S’ (t)dt vista asi es una integral por partes que tiene la siguiente
forma: [udv = uv — [vdudonde u = et = du = —se~Stdt y dv = f'(t) =

Jdv=[f'{t)dt v =f().
L{f'(t)} =J e_Stf’(t)dt = |e_Stf(t)|8° _f f(t)(—se_“dt)
0 0
Luego para poder reemplazar los limites de integracion en e =St f(t) no es posible, para

eso aplicamos la definicion (2.2.17.3).
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L{f'(D)} = (lim e~StF(t) — eSO F(0)) — foof(t)(_se—stdt)
0

L (O} = —£(0) + s f F(O(e5tde) = —£(0) + SL{F (D)
0

L' (O} = sL{f (D)} — £(0)
Observacion:
LI (O} = sL{F (O} - £(0) *)
Y si hacemos lo siguiente, se puede deducir para los demas transformadas de derivada.
L{f"(0)} = sLIF'(©)} — £'(0), pues su derivada = f' = f", reemplazamos (*) para la
segunda derivada y tenemos:
L0} = s(s£Uf (O = £(0)) = £/(0) = s2L{f ()} = s£(0) = £'(0) l.q.q.p

Teorema 2.2.18.2. Si la transformada de Laplace esta dado por:

LF @) = F(s) = f e St (L) dt,

0

Entonces L7H{F(s)} = f(t) donde f(t) es la suma de los residuos de e5‘F(s) en los

polos de F(s).

Ejemplo
Considere la ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes constantes

y" —2y"+ 2y =cos(t),y(0) =1, y'(0) =0.

Solucion:

L{y"} — L{2y'} + L{2y} = L{cos (t)}

st Ly} = sy(0) = y'(0) — 2sL{y} + 2y(0) + 2L{y} = szs+ 1
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s2L{y} —s—2sL{y}+ 2+ 2L{y} =

s2+1

12{31}(52—25+2)—s+2=Sz_l_1

s+ (s=2)(s*+ 1)

22 2) = - 2=

Ly s+2) 52+1+S s2+1

£y} = s+(s—2)(s?+1) = s®—2s+25—2

y_(sz+1)(52—25+2)_54—253+352—25+2
s3—2s2+42s-2

Y(s) = Ly} =

s*—2s3+3s2—-25+2

Esta expresion escrita en funcidn de sus polos tenemos:

s3—2s2+2s—2
—A=-D))—-—A+D)(s—=D(s+1D)

F(s)=Y(s) = LUy} =

y(t) = Res(e5tF(s); 1+ i) + Res(eStF(s); 1 — i) + Res(eStF(s); —i) + Res(e5tF(s); )

_cos(t) —2sen(t) e

y(t) s + = (4co s(t) — 2sen(t))
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CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1. SEGUN SU FINALIDAD

La investigacion es de tipo tedrica y aplicativa, esto debido a la generacion de
conocimientos y buscar una estrategia para profundizar los conocimientos y luego

aplicar estas con el uso de herramientas tecnologicas en el tema de investigacion.
3.2. METODO

El método que se usé es inductivo-deductivo y analitico que va de lo concreto a los

abstracto.
3.3. TECNICA

El procedimiento fue de lectura y analisis de definiciones, propiedades, teoremas

en el célculo diferencial complejo y célculo integral complejo.
3.4. ESTRATEGIA
Busqueda de informacion teorica de la materia a investigar.

3.5. MATERIALES
- Una laptop Toshiba i3-2350M CPU@2.30 GHz(4CPUs).
- Un software Matlab Version 9.2(R2018a). con licencia de uso personal.
3.6. VARIABLES
3.6.1 Variable Independiente
Teorema del residuo de Cauchy
3.6.2 Variable Dependiente

El algoritmo para la solucion de integrales de contorno
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

Y@
I = —_— : —_ =
f azz+bz+cdz vilz =zl =7

v

ingresar a, b, c,p(z), zy, T

encontrar los polos de:

az’?+bz+c=0

|Z_le S
|z—2z,| <r

son interiores ay

no

|z—z| =71

|z—2z,] =71

son exteriores ay

»

raices de orden dos

L

k
I = 2mi ZRes(f,zj) =
j=1

f—

i I = 2mi ZRes(f,zj)

Z, es interior l
] si
7y es exterior | > fin <
v no
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4.1. APLICAMOS EL TEOREMA DEL RESIDUO DE CAUCHY PARA
RESOLVER INTEGRALES DE CONTORNO DE FUNCIONES
ANALITICAS COMPLEJAS EN FORMA ANALITICA, PARA FUNCIONES
RACIONALES DE ORDEN 2

Ejemplo
Sea f(z) = j;fj y y:lz —i| =3, evaluar fy f(2)dz
Solucidn
(y-12+x2-9
5 — : ,
£ 0
L

Re[z]
Figura 35: Circunferenciay: |z — i| = 3

Los polos f(z) estdn dados por z = 0y z = 1, son polos de orden uno, sabemos que

2
'[y f(z)dz m(Z es(f(2),z))

siendo z; polos de orden 1 para los cuales se sigue el siguiente proceso:

z1 = 0 tenemos:

4—-3z

. . . 4-3
Res(f,z,) = Zlggl(z —2)f(2) = lim(z - 0) 7= = lim — =

—4

z, = 1 tenemos:
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Res(f,z;) = Zli_)rgll(z —2z,)f(2) = lzi_r)ré(z — 1);L = lim =1

f f(2)dz = 2ni(—4+ 1) = —6mi
1

4.2. APLICAMOS EL TEOREMA DEL RESIDUO DE CAUCHY PARA
RESOLVER INTEGRALES DE CONTORNO DE FUNCIONES
ANALITICAS COMPLEJAS USANDO ALGORITMOS DE MATLAB

raiz =
0
1
z1=0
z2 =1
FN =4 - 3*z
FD =z"2 -z
funcion =(3*z - 4)/(- 22 + 2)
ord =1

ml =1

polol =0

z1=0

FFF =(z*(3*z - 4))/(- 22 + 2)
SFF=-(3*z-4)/(z-1)

phiiif =-(3*z-4)/(z- 1)
y=-(3*z-4)/(z-1)

resl=-4

kl=-4.0

ord =1

ml-=1

polo2 =1

z2-=1
FFF=((3*z-4)*(z-1))/(- z"2 + 2)
SFF=-(3*z-4)/z

phiif =-(3*z - 4)/z

rrr =-(3*z - 4)/z

res2 =1

k2 =1.0

rrFF =-pi*6.0i

76

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



<& UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

z1:| 0
SiestdenC SiestaenC

Condicién

22~=z1 serdn de orden 1

‘Curva Cerrada Simple

curva

Ingrese Orden ord1 ord2 ord3 ord4 *  datat
¥ dala?

(3z2-4)(z-2"2)

Ingrese el Ceniro
Ingrese Radio
0|

Curva en al Plano

m_ S—

(3z-4)z

Figura 36: Solucion en Matlab

43. APLICAMOS EL TEOREMA DEL RESIDUO DE CAUCHY PARA
RESOLVER INTEGRALES DE CONTORNO DE FUNCIONES
ANALITICAS COMPLEJAS EN FORMA ANALITICA, PARA FUNCIONES
RACIONALES DE ORDEN 2

Ejemplo

Evaluar la integral

z2 -2z’

z—3 ;
f y(t) = e' cont € [0.2n]
1

Solucion

Figura 37: Circulo unitario con un polo

Los polos f(z) estan dados por z = 0, z = 2 son polos, sabemos que
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2
(z2)dz = 2mi( ) Res(f(2),z
jy f(z)dz m(Z es(f(2),z))

siendo z; polos de orden 1 para los cuales se sigue el siguiente proceso:
z1 = 0 tenemos:

Res(f,0) = lim( 0)F(2) = li z+3 _ i z+3_ 3
es(f,0) =lim(z=0)f(z) =limz 5y =M, =5 =73

z = 2 tenemos que no estéa en interior a y:

fy f(2)dz = 2mi (— %) =—-3mi

Este mismo resultado obtenemos el siguiente resultado con algoritmos de Matlab.

Ingrese Coeficientes

Las raices del polinomio son:
71= 0 2= 2

Ingrese Funcion
Numerador

H(z-3)(22 - 2'2)

SiestdenC NoestdenC
Condicién

2-2%2

z1 adentro y z2 afuera

Curva Cerrada Simple

curva
Ingrese Orden ord1 ord2 ord3 ord4 *  datatl
¥ data?

Ingrese el Centro
Ingrese Radio
Curva en al Plano

z*z- 3)

m_ S—
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Si

z
I=f P(2) dz vy:ilz—2zy|l=r1

az3+bz2+cz+d

|

ingresar a,b,c,d,p(2), zy, T

encontrar los polos de:

az3 +bz> +cz+d=0

|z—z| <7

nao

no

v

|z—2z,| <r

z— 73| <
Si

son de orden 3

St

y

son de orden 1

Si

z4 es interior

v

v

zq es interior
Z, es exterior

Z3 es exterior

l

Si

v
k
[ =2mi ZRes(f,zj)

=

y

|z—z| =71
|z—2z, =1
|z—2z5| =1

k
I=2mi z Res(f,z;) | =0
j=1
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4.4. APLICAMOS EL TEOREMA DEL RESIDUO DE CAUCHY PARA
RESOLVER INTEGRALES DE CONTORNO DE FUNCIONES
ANALITICAS COMPLEJAS DE FORMA ANALITICA, PARA FUNCIONES
RACIONALES DE ORDEN 3.

Ejemplo

Evaluar la integral tomado de (Churchill, 2009, p.248)

cosh (nz)
fy z(z2+1) “

Siendo y: |z| = 2

Solucion

6
4
e

o~
= O
=
-4
-5

-5 0 5
Rel[z]

Figura 39: Circulos y: |z| = 2

Los polos f(z) estin dadosporz =0, z=1i yz = —i son polos, sabemos que

3
(2)dz = 2mi( ) Res(f(2),z
j;/ f(z)dz m(Z es(f(2),z))

siendo z; polos de orden 1 para los cuales se sigue el siguiente proceso:

z1 = 0 tenemos:

T _ T _ cosh (mz) _ ;. cosh(mz) _
Res(f,z,) = Zh_)rgll(z z)f(z) = lzl_r)ré(z 0) S 121_1)13 i 1
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Z, = i tenemos:

1 _ T s cosh(mz) _ . cosh(mz) 1
Res(f, Zl) - zh—gll(z Zz)f(Z) - lZILILI(Z l) z(z%+1) - z—1 z(z+i) T2

z, = —i tenemos:

cosh(mz) ;. cosh(mz) 1

2(z2+1) 751 z(z—i) 2

Res(f,z;) = Zh_)rgl (z—-2)f(2) = Zli_)rgi(z +1i)

fy f(z)dz=2m'(1 +%+%)=4ni

45. APLICAMOS EL TEOREMA DEL RESIDUO DE CAUCHY PARA
RESOLVER INTEGRALES DE CONTORNO DE FUNCIONES
ANALITICAS COMPLEJAS USANDO ALGORITMOS DE MATLAB, PARA
FUNCIONES RACIONALES DE ORDEN 3.

z1=0
z2=0 + 1i
z3=0 - 1i

curv =x"2 +y"2 -4

FN =cosh(pi*z)

FD =273 +z

funcion =cosh(pi*z)/(z"3 + z)

ord =1

ml=1

z1=0

phif =(z*cosh(pi*z))/(z"3 + z)
phiif =cosh(pi*z)/((z - 1i)*(z + 1i)
dphif =1

rrl =1

ord =1

ml=1

z2 =1i

phif =(cosh(pi*z)*(z - 1i))/(z*3 + z)
phiif =cosh(pi*z)/(z*(z + 1i))

dphif =1/2

rr2 =1/2

ord =1
ml=1
z3 =-1i
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phif =(cosh(pi*z)*(z + 1i))/(z*3 + 2)
phiif =cosh(pi*z)/(z*(z - 1i))

dphif =1/2
rr3=1/2
rrff =pi*4i
4 tesisl - X
Ingrese Coeficientes
=0 |

Las raices del polinomio son:

= o 2= 0+1i B= g4 -
SiestdenC SiestdenC SiestaenC Numerador

Condicion 7+7M3
z1~=22~=z3

cosh(z™pi) z+z"3

Ingrese Orden ord1 ord2 ord3 ord4

cosh(z'pi)/(z + z*3)

Ingrese el Centro
Ingrese Radio

Curva en al Plano cosh(Z'pi)/(z'(z- 11))

X2+y"2-4

(cosh(z®pi)*(z + 1))z + z"3)

Residuo=

Figura 40: Solucion en Matlab
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Si

- [

p(2)
az*+bz3+cz?2+dz+e

dz vy:|lz—2z,

|

ingresar a,b,c,d, e, p(z),

Zy, T

encontrar los polos de:

az* +bz3 4+ cz?+dz+e=0

Si

St

y

lz—z| <r
|z—2z,| <r
z—z3] £

son interiores ay

[
L

son de orden 4

son de orden 1

Si

I

z4 es interior

v

74 es interior

Z, es exterior
z3 es exterior

Z4 es exterior

l

Si

v
k
I = 2mi ZRes(f,zj)

j=1

na

y

|z—z| =71
|z —2z,| =71
|z —2z3] =71
|z—z,| =71

k
I =2mi ZRes(f,zj) =0
j=1
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Ejemplo.

Evaluar la integral

j cosz d
z-(-ai)| 42* + 323 + 22> + 2 + 6 z

J 4 et - X
Ingrese Coeficientes

o > I
Las raices del polinomio son:
71=|.0.01802+0.7¢ 22= |-0.91802:0.79922 | 23= 0.54302+0.84
! NOoestienc Slestien G
Condicion

Z+ 272+ NI+ 47N+ €

z4= 0 54302-0.84°

SlestaenC

Numerador

cos(z)(z + 2*2"2 + 3" 7"3 + 474 + 6)

NO estdenC

Z+ 2772+ 33+ 47 -

72~=74 seran de orden 1

: Ingrese Orden ord1 ord2 ord3 ord4

Curva Cerrada Simple
curva
datat
data2
data3
datad

Z+ 2772+ 3 I+ 47 -

* ok kK

i Em

m_ S—

Figura 41: Solucion en Matlab

(cos(2)"(z - (0.54302 - 0.84712i)){z + 2722 + 373 + 477

cos(z)/((z - (2445525306272275/4503599627370496 + 7

pi*(- 0.15654378520824261322706208828205 - 0.0312

Integrales Trigonométricas

4.6. APLICAMOS EL TEOREMA DEL RESIDUO DE CAUCHY, PARA
RESOLVER INTEGRALES TRIGONOMETRICAS USANDO
ALGORITMOS DE MATLAB.

Ejemplo

Evaluar la siguiente integral

2w 1
- = 2
fo 1+ sen?(t) dt = mv2

Solucion:
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f 1 dz f 1 dz f —4z72 dz
— -1 i 2 _ P — 4.2 2 _1\2 i,
Y 14 (Z 2iZ )2 iz v 14 (Z 2izl)2 iz y —4z2+ (2 -1 iz

f 4iz d f 4iz d
y —4z%+z* —2z2+1 y zt—6z2+1

Sea q(z) = z* — 622 + 1, el denominador polinomial. Podemos encontrar sus
raices por la formula cuadratica aplicada a w? — 6w + 1 que tiene raicesw = 3 +

2 /2. Dado que w? = z, las raices de g (z) son dos conjuntos de valores dados como:

2 = V34 2V2 = 24142, z, = -3+ 2V2 = — 24142, z;=—33—-2V2 =

—04142y z, = V3 —2v2 = 0.4142. Las dos Gltimas raices z se encuentran dentro
del circulo de la unidad, mientras que las otras no, por lo que pueden descartarse esos

puntos.

()
Figura 34: Grafico de los polos

4iz

Por el teorema del residuo de Cauchy, tenemos para un g(z) = e )

f z‘*—i%—}—ldz = 2mi(Res(g(z), z3) + Res(g(2), z,)) €))
%

Siendo los polos simples de orden 1

. — lim (2 — 22)———
Res(g(2),z3) = zh—glg(z ~7) z*—6z2+1 zh—glg(z z3) zt—6z2+1
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i z% — zz4
= lim ————
z-z37% — 622 + 1

este limite - 0

Por ello aplicamos el teorema de L’hospital y con  z3; == ~V3-2v2

_ z% — zz4 2z — 174 273 — Z3 Z3
= lim —————= lim =— = >
z-232% — 622 + 1  z-23423 — 12z 423 — 1223  z3(4z5 — 12)

1 1 1
4(z5-3) 4((3-2v2)-3) 82

Como z; = —z,, tenemos sus mismos cuadrados. Al examinar el calculo
anterior del residuo en z, encontramos que el residuo en z, posee el mismo valor.

Finalmente, ahora podemos evaluar la integral:

f 4iz dz = 4i(2mi(2 LN V2 = 4.4429
v Z4_6Z2+1 Z = l( T[l(( 8'\/5))_7-[ - .

4.7. PROCEDIMIENTO PARA EVALUAR LA INTEGRAL ANTERIOR POR
ALGORITMOS DE MATLAB

p =
1 0 -6 0 1
raiz =
2.4142
-2.4142
-0.4142
0.4142
z1=
2.4142
z2 =
-2.4142
23 =
-0.4142
24 =
0.4142
ans =
logical
1
FN =
z*4i
FD =
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M -6%2702 + 1

funcion =

(z*4i)/(z"4 - 6*%272 + 1)

ord =

1

ml=

1

polo3 =

-0.41421

3=

-0.41421

FFF =

(z*(z + 0.41421)*4i)/(z"4 - 6%272 + 1)

SFF =

(z*(z + 0.41421)*4i)/(z"4 - 6%2°2 + 1)

phiif =

(z*4i)/((z - 3730904090310553/9007199254740992)*(z -
679540706243517/281474976710656)*(z + 679540706243517/281474976710656))
resl =
-0.35355168580269515058464116205547i
ord =

1

ml=

1

polo4d =

0.41421

z4 =

0.41421

FFF =

(z*(z-0.41421)*4i)/(z"4 - 6%z"2 + 1)

SFF =

(z*(z - 0.41421)*4i)/(z"4 - 6*2"2 + 1)

phiif =

(z*4i)/((z + 0.41421)*(z - 679540706243517/281474976710656)*(z +
679540706243517/281474976710656))

res2 =
-0.35355320614625663823022979106827i
rrFF =4.4428814570936538794815971726671
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Ingrese Coeficientes

" -6"7"2 +1

o |
Las raices del polinomio son:

== 041421
SiestdenC

21=| 24142 [2-| 24142

NOestdenC NOestdenC
Condicion

4= 041421

SlestienC

Ingrese Funcién
Numerador

"4 -6"2"2+1

z3~=z4 serdn de drden 1

Ingrese Orden ord1 ord2 ord3 ord4
1

Curva Cerrada Simple
curva
datal
data2
dalad
dalat

#*
#*
*
*

(Z4i)("4 - 6722+ 1)

o Ingrese el Centro

1 e
o0 L 0

(Z4i)/((z + 0.41421)"(z - 679540706243517/2814749767-

(@(z- 0.41421) i)z - 6722 + 1)

RESidicn 4.4428814570936538794815971726671

Figura 42: Solucién en Matlab de integrales trigonométricas

Integrales Impropias (Complejizando el integrando)

Ejemplos

j°° cos (2x) i

o X2+1

La eleccidn obvia para la complejizacion del integrando es

i2z  ,—i2z

f(z) = Czszflz), sabemos que cos(2z) = BT por lo que:

eiZZ + e—iZZ eiz(x+iy) + e—iz(x+iy)

T 2 _
f&=—77 Z22+1 222+ 1)

ei2x—2y + e—i2x+2y

eine—Zy + e—i2xe2y

T 222+ 1)

Ahora |ei??| = |e??¥e=2Y| = |e=2Y| < 1 eny pero [e=2%e2Y| = |e2Y| se vuelve

elZZ

z2+1

bastante grande en y cuando r es grande y positivo. g(z) =
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Por supuesto, los polos de g estan en i y —i. De estos dos, solo uno esta dentro del

contorno. Por un lado (para r> 1),

eiZZ
fy 9(2)dz = 2mi(Res(g,1))Ind, (i) = 2mi lzigl;(z —1i) o
i2z eiZz ezii e—2
o . o oo — _ 2
= 2mi lzl_r)rl;(z i) —(z oG+ 27l lzlgrll Z+D 21 oY, 21 o, e

1= o+ - .
e
SiestdenC NoestdenC Numerador

Condicion

71 adentroy z2 afuera
Curva Cerrada Simple )
curva exp(z*2i)
Ingrese Orden ord1 ord2 ord3 ord4 ¥ datal

*  data2

exp(z2iy(z*2 + 1)

Ingrese el Centro
exp(z*2i)*(z - 1)
Ingrese Radio
|0 |
Curva en al Plano

Figura 43: Solucion de integrales impropias en Matlab

4.8. APLICAMOS EL TEOREMA DEL RESIDUO DE CAUCHY PARA
RESOLVER ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplo

Sea la ecuacion diferencial con coeficientes constantes de la forma:
y'+2y=1 y(0)=1

Solucion.

L{y'} + L{2y} = L{1}
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1
Sﬁbiﬂ}—y®)+2£b(ﬂ}=; sea  Y(s)=L{y(t)}
1 1 +1
SY(s) = 14+2Y(s) === Y(s)(s +2) ==+ 1 = F(s) = Y(s) = ————
s s s(s+2)
De esta forma se obtiene una funcion racional F(s) = S(%rlz) pasamos a aplicar el

Teorema de los Residuos de Cauchy en los polos s = 0 y s = —2 que son de orden 1

ot o B st s+1 . sts—i—l_l
Res(F(s)est, 0) = £1_r)r(§(s 0)e —S(S e £1_1)18e TT2-3
s+ s+1 1
Res(F(s)eSt,—2) = Slirzlz(s + 2)est m = Sl_i)n_n2 est = Ee‘”

Finalmente tenemos la suma de residuos para la solucion general de la ecuacién

diferencial.

-2t

N =

1
ﬂo=§+ e

Dy(t) =
diff(y(t), t)
eqgnl(t) =
2%y(t) + diff(y(t), t) ==
L_eqnl =
s*laplace(y(t), t, s) - y(0) + 2*laplace(y(t), t, s) == 1/s
L_eqn2 =
2*Ys - y(0) + Ys*s==1/s
L_eqn3 =
2*Ys +Ys*s-1==1/s
Ysl =
(1/s+1)/(s +2)
YsCollect =
(s+1)/(sh2 + 2*s)

s+1

((s+21)*(s+2))/(s”2 + 2*s)
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resl =

1/2

Ytl =

exp(-2*t)/2 + 1/2

) D)
m 2 2 = 1 ) )
v «10"2 Gréfico de la de la
: :
¥(0) or \‘
Ingrese Ias condiciones iniciales. | 8 |
i
7 |
1
6F 1
I
F(S)= =5 ,L
(s + 1)/(s"2 + 2%s) = ;
|
) |
2 |
1 Y
0 S o]
20 15 10 5 0 5

RESULTADO Y(t)= exp(-2*t)/2 + 1/2

CALCULAR BORRAR

GRAFICAR |

Figura 44: Representacion gréafica de la ecuacion diferencial
Ejemplo
Considere la ecuacién diferencial ordinaria con coeficientes constantes

y" —2y"+ 2y =cos(t),y(0) =1, y'(0) =0.

Dy(t) =

diff(y(t), t)

D2y(t) =

diff(y(t), t, t)

eqn21(t) =

2%y(t) - 2*diff(y(t), t) + diff(y(t), t, t) == cos(t)

L_egn2l =
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2*y(0) - 2*s*laplace(y(t), t, s) - s*y(0) + s*2*laplace(y(t), t, s) - subs(diff(y(t), t), t, 0) +
2*laplace(y(t), t, s) == s/(s"2 + 1)

L_eqn22 =
2*Ys + 2*y(0) - 2*Ys*s - s*y(0) - subs(diff(y(t), t), t, 0) + Ys*sA2 ==5/(s"2 + 1)

L_egn23 =

2*Ys - s - 2*¥Ys*s + Ys¥sA2 + 2 == 5/(s”2 + 1)
Ys21 =
(s+5s/(s"2+1)-2)/(s"2-2*%s+2)

YsCollect =

(s73-2%s72 4+ 2%s - 2)/(sMN4 - 2%s3 + 3*512 - 2%5 + 2)

Yt21 =

cos(t)/5 - (2*sin(t))/5 + (4*exp(t)*(cos(t) - sin(t)/2))/5

2
ECUACIONES DIFERENCIALES
0 ) ct)
v |+ 2 + 2 = cos(t)
cos(t)/5 - (2 sin(t))/5 + (4 exp(t) (cos(t) - sin(t)/2))/5
: : -
y(0) yio 30 ’!
Ingrese las cendiciones iniciales B 0 I
!
20 f
!
i
0 !
F(S)= s
(s"3-2"s"2 +2%s - 2)/(s"4 - 2"s"3 + 3*s"2 - s + ¢ /
ofF TT T ——— s
~ /
e /
-10 N /
T~ N ’ /
-~ P
20 [
0 05 1 15 2 25 3 35 a 45 5
t

RESULTADO Y(t)= cos(t)/5 - (2%sin(t))/5 + (4*exp(t)*(cos(t) - sin(t)/2))/5

CALCULAR - BORRAR

Figura 45: Representacion grafica de la ecuacion diferencial
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V. CONCLUSIONES

- Se verifico que la aplicacion del algoritmo, es efectivamente una alternativa para la
solucion de integrales de contorno y problemas lineales con valor inicial con mayor
efectividad y en menor tiempo.

- Seanalizdy se demostro que la aplicacion del teorema del residuo de Cauchy, es una
alternativa de solucidn, a los problemas de célculo integral complejo y problemas
lineales con valor inicial de funciones analiticas, y que este desarrollo analitico
demanda mas tiempo.

- Se identificd las sentencias que permiten el desarrollo de un algoritmo, para el
teorema del residuo de Cauchy, que pueda ser una alternativa de solucion, a los
problemas de célculo integral complejo y problemas lineales con valor inicial de

funciones analiticas
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V1. RECOMENDACIONES

- Serecomienda el uso del teorema del residuo de Cauchy para la solucion de integrales
reales, donde la integracion se realiza en un intervalo, a integrales de contorno en el
plano complejo.

- Use el software Matlab como un instrumento, puesto que cada sentencia constituye
un elemento para la construccion de algoritmos que permiten un efectivo método para

solucion de modelos matematicos.
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ANEXOS

Anexo 1. Transformada de Laplace.

Funcidn f(t) Transformada Condicion
t oo
o LY =F©) = [ Foetae
1 1 s>0
s
t s>0
s2
eat 1 s>a
s—a
eat _ ght 1 a+b
a—b (s—a)(s—D)
ae — pebt S a#*b
— G-aG-b
sen(t) 1
s2+1
cos (t) S
s2+1
senh(t) 1
s2—1
cos (t) S
s2—-1
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Anexo 2. Algunos comandos de importancia

Nombre de variable Significado Valor
ans respuesta reciente cambia con la respuesta
pi T 3.1416
i,j unidad imaginaria 0 + 1.0000i
inf infinito 00
NaN no es un nimero -
Anexo 3. Operadores Aritméticas en Matlab
Operadores Aritméticos Significado
+ suma
— resta
* multiplicacién
/ division
A potenciacion
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Anexo 4. Operadores légicos y relacionales

Operadores Descripcion

& Devuelve el valor de len cada

posiciéon, donde los elementos

~= a~ = b:establece la condicion de a
+b
> a > b:establece la condicion de

a mayor que b

< a < b:establece la condicion de

a menor que b

>= a >= b: establece la condicion de

a mayor o igual que b

<= a <= b: establece la condicidén de

a menor o igual que b

a == b: establece la condicion de

a igual que b
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Anexo 5. Formato de valores numéricos

Tipo Resultado
short Escala de formato a 5 digitos
rat En forma de fraccién

Anexo 6. Conversion de valores numéricos a cadenas

Comando Valor
char cadena de caracteres
int2str convierte un entero positivo o negativo

a un tipo caréacter

numz2str Convierte un tipo numérico a un tipo de
carcter.

Anexo 7. Conversion de cadenas a valores numéricos.

Comando Operacién
str2num Convierte un tipo de carécter a numérico
str2double Convierte un tipo de carécter a numérico
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Anexo 8. Variables simbolicas.

Funcion Descripcion
Ssyms x,y,..,Z Convierte x,y,..,z en simbolicas
syms Lista de variables simbolicas en el

espacio de trabajo.

pretty(w) Convierte la expresion simbdlica w en
escritura matematica.

simplify(F) Simplifica o reduce la expresion dada E

vpa(E,n) Devuelve el resultado de la expresion E
con n cifras significativas.

Anexo 9. Funciones para evaluacion de expresiones simbdlicas.

Funcion Descripcion
subs(f,a) Evalla la funcion fen a
subs(f,a,b) Sustituye en la funcion f el valor de a

por el valor de b

subs(f, (a,b), (x,v)) Sustituye valores de a, b en valores de
X, Y.
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Anexo 10. Funciones de analisis matematico.

Funcion Descripcion

limit(f,a) Calcula el limite de la funcién f, cuando
z tiende a a.

diff(f,z) Calcula la derivada de f respecto de z.

dif f(f,z,n) Calcula la n-ésima derivada f respecto
de z

dsolve('E','u") Resuelve la ecuacion diferencial E,

donde u es la variable independiente.

Anexo 11. Sentencias para graficos de Matlab.

Comandos Descripcion
plot(x,y) Dibuja el conjunto de puntos (x, y) en el
plano.
fplot('f',[a, b]) Grafica la funcion f en el intervalo [a,b]
ezplot() Grafica la funcion f en el intervalo [a, b],
adicionandole el titulo por defecto.
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Anexo 12. Caracteristicas e etiquetas para una grafica.

Tipo de marca

Caracteres Descripcion
punto
* asterisco
Color de linea
Especificador Color
r rojo
g verde

Tipos de linea

Caracteres Estilos de linea

— continua

- — guiones
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Anexo 13. Titulos y etiquetas.

Comando Descripcion
title("texto") Afiade el titulo en la parte superior
xLabel('texto") Situa el texto en eje x
yLabel('texto") Sitla el texto en eje y
grid Inserta rejillas
hold Permite mantener el Grafico existente
con todas sus propiedades
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