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RESUMEN

La aplicacion del principio de conservacion de energia y principio de Hamilton
son utiles en la demostracion de la existencia de una trayectoria mas réapida en el
desplazamiento de un cuerpo en movimiento, estos principios se usan para realizar una
formulacién variacional y funcional del problema, que provienen del analisis de la
dinamica de un cuerpo, y también de la conservacion de energia; gracias a este funcional
se conocera el tiempo en el cual un cuerpo recorre una curva en el espacio. Para conocer
la trayectoria més répida se utiliza el principio de Hamilton aplicado al funcional, de esta
forma se obtiene la curva mas rapida, contenida en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias con tres variables dependientes y una independiente que es el parametro “|”,
cabe resaltar que las ecuaciones de este sistema poseeran la forma de una ecuacién de
Euler-Lagrange , por ende al resolver este sistema de ecuaciones diferenciales se obtiene
las tres componentes en el espacio de la curva mas rapida, misma que coincide con la
curva cicloide del problema de la braquistocrona; es decir se llega al mismo resultado ya
estudiado por Newton y Johann Bernoulli de una manera alterna y novedosa, pero esta
vez generalizando el problema a tres dimensiones y tomando en cuenta la velocidad
inicial del cuerpo; de esta manera se demuestra que existe una curva solucion en un
espacio tridimensional tal que representa el camino mas rapido entre dos puntos y es
unica.

Palabras Clave: Conservacion de energia, Método variacional, Principio de Hamilton,

Minima trayectoria.
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ABSTRACT

The application of the principle of conservation of energy and the Hamilton
principle are useful to demonstrate the existence of a faster trajectory in the displacement
of a moving body, these principles are used to carry out a variational and functional
formulation of the problem that is derived of the analysis. of body dynamics, as well as
the conservation of energy; Thanks to this function, the time in which the body travels a
curve in space will be known. To know the fastest trajectory, the Hamilton principle
applied to the functional is used, in this way the fastest curve is obtained, contained in a
system of ordinary differential equations with three dependent variables and an
independent one that is the parameter "1 ", it must be pointed out that the equations of this
system are presented in the form of the Euler-Lagrange equation, so that when solving
this system of differential equations, the three components in space of the fastest curve
are obtained, the same one that coincides with the cycloid curve of the brachistochrone
problem; that is to say, the same result already studied by Newton and Johann Bernoulli
is reached in an alternative and novel way, but this time generalizing the problem to three
dimensions and taking into account the initial velocity of the body; in this way it is shown
that there exists a solution curve in a three-dimensional space such that it represents the

fastest path between the two points and is the only one.

Keywords: Conservation of energy, Variational method, Hamilton's principle, Minimum

trajectory

10

repositorio.unap.edu.pe

No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

CAPITULO |

INTRODUCCION

Esta investigacion nace como una forma alterna de solucionar y probar de que
existe una curva que es la trayectoria mas rapida para un cuerpo que Se mueve por accion
de la gravedad, para probar lo antes expuesto de forma alterna, es necesario conocer las
técnicas y procedimientos variacionales de la Mecénica tales como conocer el principio
de Hamilton; también es necesario comprender las cantidades conservadas y no
conservadas en un sistema fisico; estos temas seran de gran ayuda posteriormente en esta
investigacion, ya que estos resultan ser la base y sustento con el cual se podréa formular
una nueva demostracion de la existencia de la curva en cuestion.

Cabe resaltar también que esta investigacion esta delimitada dentro de la Fisica
Teobrica, enmarcada en el contexto de una de las ramas de la Fisca denominada Mecanica
Clasica, especificamente en las formulaciones variacionales de mencionada rama y
también dentro de los sistemas fisicos conservativos
1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Los métodos conocidos para demostrar la existencia de una curva que es la mas
rapida entre dos puntos cuando un cuerpo se mueve en esta trayectoria por accion de la
gravedad poseen muchas dificultades en su analisis, ya que en estos métodos se utiliza un
analisis muy geometrico; por tal razon, la presente investigacion busca encontrar una

forma alternativa de demostracion no basada y sustentada en la geometria del problema.

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Encontrar y demostrar que existe una trayectoria que es la mas rapida para el
recorrido de un cuerpo entre dos puntos, donde esta masa esté sujeta a un campo
gravitatorio, de esta manera generar un forma alternativa para demostrar la existencia de

11
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esta curva, utilizando nuevos métodos y conceptos mas aplicados a la fisica, y asi brindar
una alternativa diferente a la solucion geométrica y habitual del problema
(braquistocrona), para asi optimizar a un tiempo minimo la duracion del recorrido de un

cuerpo entre 2 puntos.

1.3. JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

En junio de 1696 Johann Bernoulli publica en la revista Acta Eruditorum Lipsiae
un problema que trataba de encontrar y saber cual era la curva mas répida entre dos
puntos, donde caia un cuerpo por accion de la gravedad y donde dichos puntos se
encontraban a distinta altura, la solucidn a este problema demoro cierto tiempo, conforme
a De Andrade y Ferreira Filho (2015) Johan Bernoulli descubri6 que la solucion correcta
era una curva cicloide que conectaba a ambos puntos, esta curva resulta ser el producto
de un andlisis muy geométrico y matematico, poco después el 24 de enero de 1697
Newton resolvié este mismo problema de la braquistécrona o curva del descenso mas
rapido utilizando el calculo de variaciones, los métodos y conceptos que se utilizaran en
esta investigacion estan mas aplicados a la fisica y no tanto a planteamientos netamente
geomeétricos, en otras palabras se utilizara conceptos y herramientas que provienen de los
procesos naturales existentes en el universo. La conservacion energética tiene mucha
relacion con lo que newton resolvid en 1697 donde el utilizo que “la magnitud de la
energia potencial en la parte mas alta de la braquistocrona, seria de la misma magnitud
que la energia cinética en la parte mas baja de la misma” (Cortes, 2015, p. 35) siendo la
conservacion de energia una de las herramientas mas importantes que debe estar presente
para abordar el problema de hallar una curva mas rapida en el desplazamiento de un

cuerpo entre dos puntos, desde cualquier perspectiva planteada.

La importancia del problema radica en que se usa una nueva forma de solucion

dejando de lado el formalismo geométrico utilizado por Bernoulli y Newton vy

12
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centrandose mas en un analisis fisico, un ejemplo claro de este formalismo geométrico es
el problema de la Braquistocrona ya que segin De Andrade y Ferreira Filho (2015) la
solucidn a este problema es una curva cicloide que proviene de un analisis en la geometria
del mencionado problema , ahora bien, los beneficios de este trabajo son diversos ya que
mas alla de demostrar que existe un camino mas corto entre dos puntos, se puede conocer
cudl es esta trayectoria al resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, también se
contara con una ecuacion que permite calcular el tiempo de recorrido de un cuerpo en
movimiento por una curva suave a causa de un campo gravitatorio, cabe mencionar que
esta ecuacion sera la principal protagonista para demostrar de que existe una curva que
es la més répida para el desplazamiento de un cuerpo entre dos puntos con este nuevo
método alternativo, otro beneficio que con el que cuenta este trabajo es que posee una
interpretacion més fisica y didactica comparada a la formulacion y rigurosidad
matematica con la que cuenta el calculo de variaciones por medio del analisis geométrico
del problema, esta nueva forma de solucién permitira fortalecer el edificio intelectual que
los hombres han forjado por siglos de esfuerzo, ya que es un conocimiento autentico,
demostrado con un sustento matematico que permite que sea valida la expresion a hallar,
es asi que este trabajo se muestra como una alternativa a los métodos tradicionales para
hallar el camino mas rapido entre dos puntos, generandose asi un nuevo conocimiento
que formara parte de las herramientas subjetivas que poseen los humanos para poder
solucionar problemas, aportando de esta manera una nueva alternativa de solucién mas
fisica que geométrica al utilizar la ley de conservacion de energia; esta ley de
conservacion significa que “existe una magnitud fisicamente mensurable, como la energia
total de un sistema, que no varia en ningun proceso fisico. Dicho de otra manera, la
energia total es la misma antes y después de que cualquier proceso tenga lugar” (Arruti,

2008) , lo cual permitira deducir algunas ecuaciones sobre la dindmica de un cuerpo que

13
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al combinarlas con el céalculo infinitesimal aportaran ecuaciones que describen al
problema desde una formulacion matematica alternativa, este nuevo aporte permitira
posteriormente utilizar el principio de Hamilton que permitira conocer las soluciones al

problema, aportando asi un nuevo método alternativo para la solucion de este problema.

El problema es encontrar mediante un método alternativo la existencia de una
curva mas répida entre dos puntos , donde un cuerpo se desplaza por accion de la
gravedad, utilizando un nuevo método no convencional que posee una vision més fisica
de lo ya antes solucionado segun Valladares (2020) por Newton y Bernoulli en el caso
del problema de la braquistocrona; dicho problema se encuentra en el contexto de la
mecéanica clasica especificamente en la mecanica lagrangiana, este problema puede ser
facialmente generalizado a otros campos y potenciales diferentes al campo gravitatorio

tales como campos eléctricos, magnéticos, potenciales de interaccion, etc.

La aplicacién de la conservacion de energia tiene una estrecha relacion con el
principio de Hamilton en el problema, ya que gracias a la conservacion de energia se
puede obtener un funcional que al aplicarlo sobre el principio de Hamilton dara como
resultado las ecuaciones de la trayectoria mas rapida entre los dos puntos, por lo que el
problema se expresa en la siguiente interrogante: ;Como el principio de conservacion de
energia y principio de Hamilton facilitan una demostracion fisica de la existencia de una
trayectoria mas rapida en el desplazamiento de un cuerpo en movimiento?, pues estos
principios generan un elemento funcional que al ser aplicados a las ecuaciones de Euler-
Lagrange dan como resultado una curva solucion, donde esta curva debe ser la curva mas
rapida para el desplazamiento de un cuerpo, es decir una curva éptima para el problema

planteado.

14
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1.4. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
1.4.1. Objetivo general

Aplicar el principio de conservacion de energia y principio de Hamilton para
demostrar la existencia de una trayectoria mas rapida entre dos puntos espaciales con la
construccion y solucion de las ecuaciones diferenciales que contienen las componentes

vectoriales de la curva mas optima.

1.4.2. Objetivos especificos

o Determinar un funcional utilizando la conservacion de energia para obtener una
funcion del tipo Lagrangiano que define el tiempo de recorrido de un cuerpo en
distintas curvas que unen dos puntos.

o Utilizar la formulacion del principio de Hamilton para demostrar la existencia y
unicidad de la solucién de las ecuaciones diferenciales que describen la trayectoria

mas rapida y optima.
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CAPITULO 11
REVISION DE LITERATURA

En el presente capitulo se presenta las herramientas basicas necesarias para el
desarrollo de los capitulos siguientes, se abordaran algunos conceptos referentes a curvas
y trayectorias parametrizadas, dindmica de un cuerpo, cantidades conservadas, principios
variacionales y las ecuaciones diferenciales de Lagrange; tales conceptos son
imprescindibles para la demostracion de la existencia de la més répida trayectoria de

desplazamiento de un cuerpo por accion de la gravedad.

2.1. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
La distancia entre dos puntos en un espacio euclidiano es la norma del vector que une

ambos puntos, para Deza V. (2015) esta distancia esta dada como la siguiente definicion:

Definicion 2.1.1. (Distancia entre dos puntos en R?). Dado los puntos P, =(X,Y,) vy

P, =(X,,Y,), se define la distancia "d" por la siguiente ecuacion:

d = /(% — %) + (Y, — 1) (2.1)

Esta definicion facilmente puede ser generalizada a tres dimensiones en un espacio

euclidiano, es decir:

Definicion 2.1.2. (Distancia entre dos puntos en R?). Dado los puntos T, =(X,Y,,Z) y

r,=0%1Y12,), coni=12,..n; sedefine la distancia entre T, y [, mediante la

relacion:

D =[|F —F || = (% —x_1)? + (¥ — Via)? +(z — 2,,)? (2.2)

16
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Comentario: D es un escalar; asi como se generaliz6 la distancia de 2 dimensiones a 3,

también es posible generalizar la distancia a dimensiones superiores a 3.

2.2. CURVAS PARAMETRIZADAS Y SUAVES

Segun Ccolque (2013) el conjunto de puntos en el espacio R3 se puede definir como:

Definicion 2.2.1. (El conjunto R3). El conjunto R3 es un conjunto de ternas ordenadas

(%, y, z) de nimeros reales; es decir R3 = { (x,y,2)/x,y,zeR }.
Definicion 2.2.2. (Curva parametrizada) Sea una funcién ¢ : | —R3dada por:
a(l) =(x(), y(),z(1)) (2.3)

Conlel <R, alafuncién & se le denomina curva parametrizada, con un parametro

I contenido en un subconjunto I de R.

Para que los métodos del céalculo diferencial puedan ser aplicados se necesita dotar a la
funcion & de propiedades de diferenciabilidad, por lo que es necesaria la siguiente
definicion:

Definicién 2.2.3. (Curva parametrizada diferenciable). Una curva parametrizada

diferenciable es una funcién diferenciable @:1 —R3 de un intervalo abierto | =<a, b) C

R en R3.

Ccolqgue (2013) en su libro Geometria Diferencial 1 asegura que si el parametro utilizado

es |, talque lel = (a, b) esta contenido en el abierto |, entonces la primera derivada de

la funcién & con respecto al pardmetro | sera:

a'(l)=(x'),y'(), 2'(1))

~da() :(dx(l) dy(l) dZ(l)j 2.4)

ol dl ’odl ol
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Conforme a lo anterior, si (1) es diferenciable entonces las funciones x(1), y(1), z(l) son

diferenciables y viceversa.

2.3. PARTICIONES Y SUMAS DE RIEMANN

Definicion 2.3.1. (Particion). Sea [a,b] =R un intervalo cerrado con a<b; la familia
de nimeros {X;,,,...,X,} =[a,b] es llamado una particion g de [a,b] si:

A=Xy <X <Xy <o <Xy <X <Xy <o <X =D
Y se denota por:

@={% €R/k=0123..n}

Conforme a Venero (2016) la particion es la encargada de dividir un intervalo [a, b] en
n subintervalos [Xk_l, Xk],k =12,...,Nn ; donde la longitud de cada subintervalo se denota
por:

AX =X =Xy (2.5)
Definicion 2.3.2. (Particion Regular). Se dice que la particion ¢o definida en el intervalo
cerrado [a, b] es regular si la longitud de cada subintervalo [Xk_l, Xk],k =1,2,..,N tiene
la misma medida, es decir:

AX = (X =%, 1) =E,Vk =12,..,n
n

Y por ende se debe cumplir que:

X, :a+k(b_Taj,Vk =12,..,n
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Las particiones son necesarias para poder definir un concepto matematico denominado
sumas superiores y sumas inferiores, con las cuales se puede fundamentar y definir las

sumas de Riemann, para esto es necesario segiin Venero (2016) definir lo siguiente:

Definicion 2.3.3. (Nameros M, (f) y m (f) ). Si y = f(x) es una funcién acotada

sobre el intervalo [a, b] , €s decir, si existen dos nimeros M y M tales que cumplen que:
m< f(X) <M, Vxe[ab]

Entonces dada una particion @={X /k=01..,n} de [ab] se define (para

k=12,..,n)elnimero M, (f) como:

M, (f)=Sup{f(x)/xe[x %]}
Que es el supremo (menor cota superior) de los valores de la funcién f(x) sobre el

intervalo [Xk_l, Xy ] y el nimero m, (f) se define como:

m (f)=Inf {f(x)/xe[x_5, %]}
Que es el infimo (mayor cota inferior) de los valores de la funcién f(x) sobre el intervalo

[Xc1: %], y ademas m =sup{f(x)/xe[a,b]} y m=Inf {f(x)/xe[a,b]}.

Con estos conceptos ya se puede definir las sumas de Riemann, estas seran de gran

utilidad posteriormente en esta investigacion, de acuerdo a Venero (2016) se tiene que:
Definicién 2.3.4. (Sumas de Riemann). Dada una funciéon f acotada sobre el intervalo

[a, b] entonces existen los nimeros M, (f) y m, (f) para todo k =1,2,...,n tal que
m<m (f)<M, (f)<M correspondientes a la particion 50={Xk Ik =0,1,---,n} del
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intervalo [a, b], se define la suma superior de f correspondiente a la particion ¢ de

[a, b] al nimero:
U(fu@):ZMk(f)(Xk_kal):sz(f)AXk (2.6)
k=t k=t
Y la suma inferior de f correspondientes a la particion g de [a, b] al nimero:

()= 3 m (D) %) = Yo m, (), @)

Donde AX, =X —X ;A% 20; a U(f,p) ¥ L(f,e) se les denomina sumas de

Riemann.

Teorema 2.3.5. Si f es integrable sobre [a,b] y ¢ una particion de [a, b] entonces:

m(b—a) < L(f,go)sif(x)dst(f,ga)gM(b—a)

Teorema 2.3.6. Una funcién acotada f es integrable en [a,b] si y solo si para cada

0< & siempre es posible hallar una particion g, que depende de ¢ tal que:

U(f.@)-L(f.p)<e

Teorema 2.3.7. Sea una particion g de [a,b] , entonces para cualquier valor

X, € [Xk _Xk—l] se tiene que:

L(f,0) <> F &)X - %) <U(F )

k=1

Y ademas si f es integrable entonces:
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n

J 70003 1) % )|<U(T 0)-L(E 0

k=1

Definicion 2.3.8. (Norma de la particién). Se denomina norma de la particion
©={%=8,%,..X.1,% =b} de [a,b] y se le denota por || a la mayor de las

longitudes AX, =X, —X, ,, es decir:

| o 1=max{AX =X =X 4 /k=12....,n]

Teorema 2.3.9. Sea f una funcién continua en [a, b] entonces f es integrable sobre
2]

De acuerdo a los teoremas (2.3.6), (2.3.7) y (2.3.9) se puede obtener como consecuencia

el siguiente teorema:

Teorema 2.3.10. Si f esuna funcién continua en [a, b] , entonces para cada 0< ¢ existe

un 0< o tal que:
b n
j Fdx = F (X)X~ X )| <
a k=1

Para toda particion g con | ¢ |<J,y toda eleccion de X, e[xk_l,xk].

Corolario 2.3.11. Si f es continua en [a,b] entonces:

ff(x)dx=ggnoi_ F(%)0% ~%,,)
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Donde X, es un punto arbitrario de [X.,, %] para toda particion
SOZ{XO :a7X1l"'7Xn_11Xn :b} de [a,b].

Observaciones: Se puede elegir a X, como: %, ~ %% X< como el punto medio del
2

subintervalo [X,_;, X, | de [a,b].

La norma de la particion | go | cuando tiende a cero | o | — O se puede reformular como

el limite cuando n — o es asi que el corolario (2.3.11) se puede trasformar como

siguiente teorema:

Teorema 2.3.12. (La integral como una sumatoria). Si f es continuaen [a, b] , entonces
b n n
j f)dx=1im>" (X)X —Xy) =lim D f(X)Ax, (2.8)
" n—o 1 n—ow 1

Donde X, es un punto contenido en el subintervalo [X,_;, %, | de [a,b].

2.4. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS
Teorema 2.4.1. (Teorema del Rolle). Sea f una funcion continua en [Xk_l,xk] y
derivable en el abierto (X, %), si f(X.)=f(X), entonces existe un namero

X €(X_1, %), tal que f'(%)=0.

Gracias al anterior teorema, se puede definir el siguiente teorema conocido como el del

valor medio para derivadas, para Espinoza (2012) este es:
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Teorema 2.4.2. (Teorema del valor medio para derivadas). Sea f una funcion continua

en el intervalo [X,_;, %] , y derivable en el intervalo (X, ;,X,), entonces existe un
X € (%1 %) tal que:

f(%) = f(x)k():;(xk‘l) (2.9)
k k-1

Demostracion: Sea una funcion g definida por
9() = fO)[X =X |- X[ F (%) - F(X_)]; g(x) es continua ya que f(X)[x,—%_] es
continua 'y X[ f(x)—f(x_)] es continua en [X_;,X]; ahora bien sea
9'(x) = f'0)[% =% ][ F (%)= F(X1)], como g'(x) existe en (X, X, ) , entonces

g(x) es derivable en (X, X, ), también se cumple que:
g(X_) = f(x_) [Xk - Xk—l] - Xk—l[ f(x)-f (Xk—l)] =X F (%) =% (%)
g(x)=f (Xk)[xk _Xk—l]_xk [ f(x)—f (Xk—l)] =X F (%) =% T (%)

De lo que se tiene que g(xk_1)= g(xk), aplicando el teorema de Rolle, entonces A

X €(X_, %) tal que 9'(X)=0, ahora bien como:

9’00 = £ 'OO[X =X ][ (%) = T (%0)]
Entonces se tiene que:
g '(Xk) =f I(yk)[xk _Xk—l]_[ f (Xk)_ f (Xk—l)] =0

f '(Yk) — f (X)k() : ; (Xk—l)
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Con lo cual queda demostrado.

2.5. DINAMICA DE UN CUERPO DESDE EL FORMALISMO NEWTONIANO
La dindmica newtoniana esta basada en tres axiomas formulados por Newton (1999),

estos axiomas o leyes que rigen la mecénica mencionan lo siguiente:

Definicién 2.5.1. (La Primera Ley de Newton). Formula que, si sobre una particula no
actuan fuerzas (o la fuerza resultante es nula), este cuerpo conserva su estado de

movimiento, es decir se queda quieto o con movimiento uniforme (sin aceleracion).
Para Abramson (2019) esta es una definicién cualitativa de fuerza.

Definicion 2.5.2. (La Segunda Ley de Newton). Formula que en un sistema inercial se

cumple que:

d2r(t)
dt?

it
Il
=

=m

(2.10)

Q.|D-
=

Donde F es la fuerza resultante sobre la masa m , f(t) es el vector posicion de la

particula de masa m que depende del parametro, en este caso el tiempo t,y 7 es el

momento lineal (ver Figura 1).
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X

Figura 1: Masa moviéndose por accion de una fuerza
Nota: El grafico representa el movimiento de un cuerpo de masa m por una trayectoria 7(t) donde este esta sometido a una fuerza
F.
Observando la ecuacion (2.10) existen tres ecuaciones, compactadas de forma vectorial,

ademas la fuerza F es la suma de todas las fuerzas externas que actdan sobre la particula;

la masa m actla como constante de proporcionalidad entre la fuerza y la aceleracion

d’F(t
—dt§ ) que proviene de derivar dos veces el vector posicion de la particula r(t) con

respecto al tiempo; Abramson (2019) afirma que la segunda ley de Newton es una

definicion cuantitativa de fuerza.

Definicién 2.5.3. (La Tercera Ley de Newton). Es una ley que proviene de forma
empirica, es decir es una afirmacion cientifica que es aplicable al mundo real, esta ley
hace referencia a dos particulas que interactian donde la fuerza que una hace a la otra

es igual y opuesta a la que la segunda particula hace sobre la primera.

25

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

‘ﬂ, UNIVERSIDAD

_ o dr(t
Gracias a los aportes de Newton sobre la velocidad instantanea (V = %) se pueden

extraer algunos resultados importantes para esta investigacion, si la aceleracion esta

definida como el cambio de la velocidad con respecto al tiempo, es decir g = ? Y
t

ademas la aceleracion d es constante, entonces integrando se tiene que:

Ahora bien, la velocidad es el cambio de posicidén con respecto al tiempo v :‘;_F, es
t

decir:

=

d

r—gza—%{%+§0‘%ﬂ
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F—F =V, (t—t0)+§(t—t0)2

Donde 7 es la posicion final, 7, la posicion inicial, ¢ el tiempo final y t, el tiempo inicial,

utilizando esta Gltima ecuacion con V-V, = é(t—to) se tiene que:

r—n :_.0(t_t0)+g(t_to)(t_to):vo(t_to)“L@(t_to)

Donde 7 es la velocidad final y v, la velocidad inicial; esta Gltima ecuacion representa la
variacion de posicion T —T; en un Movimiento Rectilineo Uniforme Variado MRUV (d =
cte) en términos de la velocidad y tiempo, todo esto se puede expresar en el siguiente
teorema:

Teorema 2.5.4. (Desplazamiento en un MRUV). Sea un cuerpo con una velocidad final
V. enun instante t;, una velocidad inicial V;_; en un instante t. ;, y ademas este cuerpo
esta sometido a una aceleracién constante d@, entonces el desplazamiento D=T —T_, de
un cuerpo se puede representar en términos de las velocidades asociadas a la posicion

inicial T, y final I, como:
D=F-F, =@(n 1) (2.11)

Corolario 2.5.5. (Desplazamiento en una direccién). Sea un desplazamiento D, si el
vector desplazamiento, la velocidad inicial y final estan en la misma direccién (es decir

en un plano inclinado, ver Figura 2), entonces la distancia (modulo del desplazamiento)
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recorrida por un cuerpo esta en términos de las rapideces inicial [V, y final |V, de

la forma:

o=J5]-tr-r.4=1

»

Figura 2: Movimiento de un cuerpo en un plano inclinado

Demostracion: Del teorema (2.5.4) se tiene que:

D=f-7,= U +2V“1) (t—ty)

Si el desplazamiento, la velocidad inicial y final estan en la misma direccidn, entonces

posee el mismo vector unitario i, es decir:

5lg - [0 +[¥]a [¥:0+19,.

Du = (ti _ti—l) =D= H 5” = 2 (ti _ti—l)

V|4V,
- gLl

(ti _ti—l)
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2.6. LIGADURAS

De acuerdo a Terencio Soldovieri (2010) se llaman ligaduras a las restricciones
sobre las coordenadas de un sistema, es decir, son condiciones matematicas que restringen
el movimiento de una particula o sistema de particulas, estas pueden clasificarse de

muchos modos, pero esta investigacion tiene especial interés en las siguientes dos:

Definicion 2.6.1. (Ligaduras holénomas). Las ligaduras holénomas LH, son ligaduras
independientes de las velocidades, s6lo dependen de las posiciones de las particulas y el
tiempo. Son integrables, por ende, es posible utilizarlas para eliminar las coordenadas
dependientes, ya que expresan relaciones algebraicas entre las coordenadas. Este tipo

de ligaduras holébnomas para una sola particula con vector de posicion r(t) tienen la

forma:
0, (F(t),t)=0 (2.12)
Donde §;, es una funcién.

Definicién 2.6.2. (Ligaduras no holénomas). Se dice que una ligadura es no holénoma

LNH si no se puede escribir como una ligadura holonoma, es decir son dependientes de

la velocidad dada por f(t) = ? ; por lo tanto estas ligaduras no son integrables, para
t

una sola particula con posicion r(t), laligadura no holénoma tiene la forma:
0, (FE),F(t),1) =0 2.13)

Donde J,, es una funcion.
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2.7. COORDENADAS Y VELOCIDADES GENERALIZADAS
Definicion 2.7.1. (Coordenadas generalizadas). Se denomina coordenadas

generalizadas CG en un sistemade P grados de libertad a las magnitudes cualesquiera

i, 0,,---10, que caracterizan totalmente el estado de configuracion del sistema.

Segun Terencio Soldovieri (2010) se da el nombre de coordenadas generalizadas a una

familia de coordenadas {ql,qz,...,qp} que caracterizan totalmente al sistema y ademas

que son completamente independientes entre si; al ser independientes quiere decir que
estas coordenadas generalizadas provienen de un sistema que es integrable, por lo tanto

hablar de coordenadas generalizadas hace referencia a un sistema holonomo y viceversa.

Definicion 2.7.2. (Velocidades generalizadas). Sea {ql,qz,...,qp}una familia de

coordenadas generalizadas, entonces de denomina velocidades generalizadas al

conjunto{ql,qz,...,qp}tal que se cumple:
4. = 4. (t) :¥,‘v’r —12,..,p

Donde 0, =0, (t) y 4, =0, (t) dependen explicitamente del tiempo.

2.8. EL LAGRANGIANO Y LAS ECUACIONES DE LAGRANGE
El Lagrangiano es una funcion matematica propuesta por Jhosep Louis de Lagrange en
1788, esta funcidn contiene dos tipos de energia conocidas en fisica, la energia cinética

T y la energia potencial U , la siguiente definicién muestra dicha relacion:

Definicion 2.8.1. (El Lagrangiano). Sea un sistema con P grados de libertad , es decir

con coordenadas generalizadas {ql, qz,...,qp} y velocidades generalizadas {ql, qz,...,qp}
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dependientes del tiempo 1 ; yademassea T laenergiacinéticay U laenergia potencial,

entonces el lagrangiano se define como:
L :T _U = L(ql(t)iqz(t)’1qp(t)’ql(t)1q2(t)!’qp(t)1t) (214)

Observaciones: En la cantidad L=T —U se debe tener mucho cuidado en el signo
menos, ya que si fuese L =T +U se estaria afirmando que L es la energia mecénica del

sistema.

Uno de los conceptos que revolucionaron la mecénica clasica, son las ecuaciones de
Lagrange, cabe resaltar que estas ecuaciones son una reformulacion de la mecénica
Newtoniana; para Goldstein (1987) estas ecuaciones son el producto de varios analisis,

uno de ellos es el principio variacional de Hamilton; en general estas ecuaciones son:

Teorema 2.8.2. (Ecuaciones de Lagrange). Sea un sistema con un Lagrangiano L,

coordenadas generalizadas {ql,qz,...,qp} y velocidades generalizadas {ql,qz,...,qp} ; S

el sistema posee Unicamente ligaduras holonomas (sistema holonomo), entonces se

cumple que:

d|oL| oL .
—|—|-—=0,Vi=12,..., :
dt {6% } o, i o

Estas son las Ilamadas ecuaciones de Lagrange.

2.9. SIMETRIAS Y CANTIDADES CONSERVADAS
Las simetrias para Abramson (2019) son las transformaciones matematicas (de
coordenadas) que dejan algun objeto fisico invariante, esta invariancia puede ser espacial

o temporal, como ejemplo se tiene las siguientes simetrias:
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Definicion 2.9.1. (Simetria homogénea). Se denomina simetria homogeénea si un objeto

fisico es invariante ante trasformaciones de traslacion.

Definicion 2.9.2. (Simetria isotrépica). Se denomina simetria isotrépica si un objeto

fisico es invariante ante trasformaciones de rotacion.

Definicidn 2.9.3. (Simetria de traslacion temporal). Se denomina simetria de traslacion

temporal si un objeto fisico es invariante ante trasformaciones temporales.

Ahora bien, gracias estas simetrias es posible encontrar algunas cantidades conservadas
en algunos sistemas fisicos en especifico, por ejemplo, el momento lineal o el angular; en
esta investigacién se pondra mucho énfasis en encontrar una cantidad conservada la cual
es la energia para un cuerpo que estd sometido a un campo gravitatorio, para esto es

necesario hacer el siguiente anlisis; sea un sistema con coordenadas generalizadas

{ql, Qyyeees qp} y velocidades generalizadas {ql, (o T qp} entonces el Lagrangiano es el de

la ecuacion (2.14), por ende:

dL = Zplé—dq, Z:—dqI Edt

i=1 i i=1 i

d _sobdg  s-obdg  obdt <ok,  §obdg ol
dt “ogq dt Sog dt ot dt Sog | Lo dt ét

Utilizando la ecuacién (2.15) se tiene que:

dogadl. grn a gl
dt “ dt aq, =5, dt ~dt| og i
Por la linealidad de la derivada se puede hacer:
p
d_dfea ] a
dt dt| = a4, ot
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De lo cual se obtiene por dltimo que:

oL d|[& ol
——=—{1>Y—q|-L 2.16
a dt{(gaqiqj } 0
Definicién 2.9.4. (EI Hamiltoniano). Sea un sistema con p grados de libertad , es decir

con coordenadas generalizadas {ql,qz,...,qp} , velocidades generalizadas {ql,qz,...,qp}

y ademas con un lagrangiano L , entonces el Hamiltoniano se define como:

P, oL
H=| > —¢q |-L (2.17)
[Zl oG ]
Por ende, la ecuacion (2.16) se convierte en _%:%_T, ahora bien si el lagrangiano

posee una simetria de traslacion temporal entonces es igual en cualquier momento, por

ende ‘2_'- — 0, esasique CL_H —0 ,esdecir H esconstante y por lo tanto el Hamiltoniano
t t

es una magnitud conservada, esto se puede denotar en el siguiente teorema:
Teorema 2.9.5. Si el lagrangiano posee una simetria de traslacion temporal ‘Z_L -0
t

entonces el Hamiltoniano H es una cantidad conservada.

2.10. FUNCIONES HOMOGENEAS DE GRADO 1

Las funciones homogéneas son importantes para definir algunas propiedades de ciertas

cantidades en fisica, Kiseliov et al. (1984) define a estas funciones como:

Definicion 2.10.1. (Funcion homogénea de grado n ). Una funcién f(;,0,,0;,....d,) es

homogénea de grado n si en sus argumentos se cumple la identidad:
f (ﬂ’ql’ﬂ’qZ’ ﬂ’qS’ th ﬂ’qp) = ﬂn f (ql’ qzl q3i vy qp)

33

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

ﬂ. UNIVERSIDAD

Un caso particular de esta definicién son las funciones homogéneas de grado 2 donde se
cumple qué f (40,40, Ad,,..., 40,) = A°f(0;, 0y, Gy, 0,), pero también existen

funciones que son homogéneas respecto de algunas solas variables de la funcion, esto se

define como:

Definicién 2.10.2. (Funcidon homogénea de grado n respecto de algunas variables).
Una funcion f(d,,d,,0,--,d,,0;,d,,d;,...,d ) es homogénea de grado N respecto de las

variables {dl,dz,ds,...,dp} si se cumple la identidad:

f (0,0, G-+ 0y, 4d, 4d,, Ad5,...,2d ) =A"f (0, Gy, Gg -1 0, 0y, Ay, A, 0 d )

2.11. LA CONSERVACION DE ENERGIA

Para poder definir la conservacion de energia CE, es primero conocer algunos conceptos
y definiciones previas, Goldstein (1987) establece que la suma vectorial de fuerzas
provenientes de campos gravitatorios, electromagnéticos, etc, que se ejercen sobre una
particula dan como resultado la fuerza resultante F ; una fuerza externa o exterior es una
fuerza aplicada a un sistema donde no intervienen las fuerzas de interaccion entre

elementos del mencionado sistema, el siguiente ejemplo ilustra lo mencionado:

Ejemplo 2.11.1. (El &tomo de Hidrogeno). Un &tomo de hidrogeno esta formado por un
protdn, un electrén y dependiendo del isotopo de hidrogeno, el nimero de neutrones; una
fuerza externa es netamente una aplicada al atomo (sistema en general), donde no

intervienen las fuerzas interaccion entre protones neutrones y electrones.

La fuerza externa es necesaria para definir lo siguiente:
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Definicion 2.11.2. (Trabajo). El trabajo efectuado por una fuerza exterior F sobre una
particula cuando ésta va del punto A hasta el punto B mediante un camino o curva

parametrizada § es:
B —
W, :jF .5 (2.18)
A

Por la segunda ley de Newton dada en la ecuacion (2.10) , y asumiendo de ahora en

adelante que m es una constante , se tiene que (2.18) es:

B 4= B — B -
W, =j@-d§:jmd—v-d§:jm[dv-d—sj
- dt . dt \ dt
Conmutando el producto escalar y siendo v = g la velocidad de la particula de masa

m se obtiene que:

W f ds o B*d*— Bldﬂ_l Bd P
AB__/[mE- v_m.[v- v_m./[i (v-v)_5m£ (||v||)
W, =2 ml7, | =2 m[7, (2.19)

Donde ”\75” y ||\7A|| son las rapideces en los puntos B y A respectivamente, la ecuacion

(2.19) es valida totalmente para cualquier trabajo efectuado por una fuerza exterior F ,
para Arruti (2008) la energia esta estrechamente relacionada con el concepto de trabajo,
es por esto que dé (2.19) se puede interpretar un tipo de energia en particular, que es la

denominada energia cinética T :

Definicion 2.11.3. (Energia cinética para una particula). La energia cinética T de una

particula de masa m y médulo de velocidad || se define como:
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1 2 1
T==m|V| ==m(V-V
> mlff =5 m@-v)
Es asi que la ecuacion (2.19) se puede reescribir como:

WAB =TB _TA (2.20)

Donde T, =%m||\73 ||2 yT, = %m||\7A||2 son las energias cinéticas en los puntos B y A

respectivamente, pero esto no es todo, Abramson (2019) afirma que existen fuerzas con
la propiedad de que el trabajo que realizan cuando una particula va de un punto A a un
punto B no depende de la trayectoria 0 camino S, estas fuerzas se denominan

conservativas:

Definicion 2.11.4. (Fuerzas conservativas). Una fuerza es conservativa si se puede
expresar como el gradiente de un potencial U, es decir existe un funcion U llamada

potencial tal que:

F=-VU (2.21)

Reemplazando (2.21) a la definicion del trabajo (2.18) se tiene que:
B - B _ B
W, = [(-VU)-ds =-[VU -ds =-[dU - (U, -U,)
A A A

Wy =U,-U, (2.22)

Es asi que: si en un sistema se asume que existen fuerzas conservativas, entonces se

cumple que:

WAB :WAB :>TB _TA :UA_UB

T, +U, =T, +U, (2.23)
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Donde Ez = T + Ug es la energia total en el punto By E, = T, + Uy es la energia total
en el punto A, como se ve en la ecuacion (2.23) las energias en A y B son iguales, es decir

se conservan, este resultado es el siguiente teorema:

Teorema 2.11.5. (Conservacion de energia). Sea un sistema fisico sometido a fuerzas

externas, si estas fuerzas son conservativas, es decir provienen de un potencial U de la

forma F =—VU , entonces la energia mecéanica total es una magnitud conservada para

dicho sistema.

Teorema 2.11.6. Si una particula de masa m posee vinculos holénomos, es decir que su
posicion solo depende de las coordenadas generalizadas y ademas la posicion 7 es
explicitamente independiente del tiempo, entonces la energia cinética asociada a esta

particula es una funcion homogénea de grado 2 respecto de las velocidades.

Demostracion: El vector posicion en un espacio euclideo de una particula de masa m es

r =(x,y,2), al moverse la particula en el espacio posee tres grados de libertad, estos

grados de libertad son 0;,0,,0;; pero como posee vinculos holénomos entonces la

particula solo depende de las coordenadas generalizadas, y ademas de ser la posicion

explicitamente independiente del tiempo se tiene que:
X= X(qp Y q3) = X(ql(t)’ qz(t)a Qs (t))
y= y(ql’ qzlqs) = y(ql(t)’ a4, (t)1 qa(t))

2=12(0,,0,,0;) = 2(q, (t), G, (t), 0, (1))

Compactando las tres anteriores ecuaciones en un unico vector posicion se obtiene que:
r= r(Ql’ qzlq?,) = r((11(01 0, (t)1 qs(t))
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dr _ ar do(t)  or do,) oF da,(t)
dt og, dt oq, dt og, dt

:r:

Hallando la energia cinética para una particula de masa m (definicion 2.11.3) y utilizando

el resultado anterior para v:

og, dt o9, dt g, dt )(og dt og, dt Og, dt
2" 0 a0, % a0, o e, g
p oLl (3 V8 ) 3 ) o g Yo O,
2" \ag ") lag, ) ", . 6q1 o, U J* 8q od, Wt 6q o, q3q1

3. oOF q.d
T =T(9,,d,,ds,9,,d,,05) = {zzaq 2 ¢ }
j v

v=1l j=1

1m[£%+i%+ﬁ%)[£%+ﬁd&+@%j

La funcion T se ve que es una funcion homogénea de grado 2 respecto de las velocidades,

ya que:

53 oF oF Shv 4.q
T (0 G 204, A0 A05) = 5| 33202 ZjZ aq, 6qv ajd,

v=l j=1 v=1

T (0, 0y, G5, A0y, Ay, Ad,) = AT (6, Gy, 0y, Gy, Gy, Gs)

Por ende, se ha demostrado que, si la particula posee vinculos holénomos y su posicién
es explicitamente independiente del tiempo, entonces la energia cinética es una funcion

homogénea de grado 2.

El Hamiltoniano Tiene una estrecha relacién con la energia, esto sucede cuando se dota

de ciertas propiedades al sistema en cuestion, esto resulta ser:
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Teorema 2.11.7. (La energia como el Hamiltoniano). Si una particula de masa m posee
vinculos holénomos, es decir que su posicion solo depende de las coordenadas
generalizadas, ademas la posicion es explicitamente independiente del tiempo y la
funcién potencial U solo depende de las coordenadas generalizadas, entonces la energia

mecanica total E es igual a al Hamiltoniano H:
E=T+U=H
Réapidamente del teorema (2.11.5) y (2.11.6) se puede llegar a decir que:

Corolario 2.11.8. Sea la energia cinética T una funcién homogénea de grado 2 respecto
de las velocidades y U el potencial dependiente solo de las coordenadas generalizadas,

entonces la energia mecénica total E es igual a al Hamiltoniano H, es decir E = H..

Demostracion: Esta es la demostracion para una particula, la generalizacion para varias

particulas es inmediata; para una particula en el espacio las coordenadas generalizadas

son 0;,0,,0;, entonces el Lagrangiano de la ecuacion (2.14) se convierte en:

L=T-U= L(ql(t)1Q2(t)1q3(t)’ql(t)i qz(t)a qs(t)1t)

El Hamiltoniano es:

3, oL oL oL oL
H=l) —0 |-L=| =4 +_—0+_0 j—l—
[Z‘@qi j [@ql tog, od,

’ :[8(T —U)q Lo .—U)q2+6(T .—U)

. d, [-(T-U)
o, o4, o4, 3J

Hel| D+ g+ Tg, |- | Sar Tg,+ D |||--0)
o6, © od, © o | [[og  ad,  ody
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oU

Como U solo depende de las posiciones entonces a =0, vi=12,3 y ademas como
i

T es una funcién homogénea de grado 2 por el teorema de Euler para funciones

or . or . or

homogéneas se tiene que —— ¢ +——0, +——0; =2T , entonces resulta que:
oq, -~ 04, © 0G,

H = (2T -0)— (T —-U)
H=T+U=E
Donde E es la energia mecénica total, con todo esto queda demostrado.

2.12. FUNCIONALES EN FISICA

Para realizar el planteamiento variacional de los problemas de mecanica clasica es
necesario definir un funcional, esto para después poder deducir ciertas ecuaciones que
nos permiten hallar la solucion al problema, estas ecuaciones son las de Euler-Lagrange;
para poder definir un funcional Paez (2014) define primeramente lo siguiente:

Definicion 2.12.1. Si y:1 <R - R™, n>1 es una curva parametrizada regular, es

decir diferenciable en el abierto I y con 3_37 +0 Vxel, esta se puede denotar como:
X

Y =(%,(%), Y, (%), ¥, (X))

Definicion 2.12.2. Si x, y x;, son la mayor cota inferior y menor cota superior del

intervalo I respectivamente, a las posiciones de Y(X,) y V(X,) se las puede denotar como:

Donde Y, y ¥, son las condiciones de contorno.
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Definicion 2.12.3. La familia de funciones y que cumplen con la definicion (2.12.1) se

denota como C (I, R™), es decir:

Y =000, Y,(0,.... Yo (X)) €c (1, R™)
Definicion 2.12.4. Para toda curva y < C(I, R™) se define su levantamiento a R?"+1

como lacurva ¥:l c R - R?"*1:

X = Y¥) = (% Yo (00, Yo (0, Yo (00, Y 530, Y5 (K)o Y ', (X))

Con y'i(x):dycij—f(x) , Vi=12,..,n.

Sea M una funcion diferenciable tal que M: R?"*1 — R, es decir:
?(X) - M (X7 y]_! y21"-1 ym yll, ylgv--; y'n)

(Y Yoo Yoo Yo Y e Y0 ) 2 MO Y3 Yoo Vi Y1 Y e V)

Para llegar a la definicion de funcional es necesario construir una funcion F de tal manera

que F=Moy:R >R

X—=>F(X) =M (X, ¥, (x), ¥, (X),.... Yo (), ¥ 1(X), Y 5 (%), Y (X))

Integrando la expresion anterior entre los extremos del intervalo I (definicion 2.12.2) se

puede obtener que:

Xy

Xy
[ FOOd= [ M0 Y300, Y5 (00, ¥ 00, Y100, Y5 (0, Y (X))l

X X

a a

De esta manera se puede obtener el funcional para la familia C (I, R™) dado en la siguiente
definicion:
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Definicion 2.12.5. (Funcional para una familia de curvas). Sea y « C(I,R™) una

familia de curvas y M: ):/(X) eR2"*1 - R una funcién que depende del levantamiento
de y ; el funcional para esta familia de curvas se define como la funcion ¢:C(I, R"*) —

R tal que:

%
Y= () = [ MO Y00, Y (00,00 Yo (0, Y500, Y (00 Y ' ()

X3

%
y = £(3) = | F(x)dx

Péaez (2014) define a la funcion M por la forma adoptada en la definicién (2.12.5) como
una funcién del tipo Lagrangiana; ahora bien, en la fisica aparecen muchos funcionales,
para Abramson (2019) muchos de ellos resuelven problemas de gran relevancia en
relatividad o teoria cuadntica de campos; un ejemplo de un funcional en fisica es el

siguiente:

Ejemplo 2.12.6. (Funcional del problema de la Braquistocrona). El funcional que define

el tiempo de recorrido de una curva bidimensional (x, y(x)) es:

ds j’-«/dx2+dy j’a dx? + dy? i 1+(y'(x))2dx
vios 2 N20Y(X) a0 4/209y(X)

D C— T

I+ (y'()” (X))

tab[y( )] _[ 29y(X)

Donde t, es el funcional, este mide el tiempo de recorrido de un cuerpo desde el punto

(a, y(a)) al punto (b, y(b)), cuando una particula pasa por la curva:
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{(x,y(x)) € R?/x € (a,b) },y ala vez este cuerpo se mueve en la curva por accién de

la gravedad.

2.13. EL PRINCIPIO DE HAMILTON
Definicion 2.13.1 (Accidn). La accion S es la magnitud fisica que expresa el producto
de la energia implicada en un proceso E por el tiempo t que dura este proceso , es decir

S =Et.

En fisica, Pérez Rojas & Castro Diaz Balart (2000) sostienen que la accion tiene una
importancia capital en todas las construcciones tedricas de la fisica, tales como la
mecanica clasica, mecanica cuantica no relativista y relativista, teoria clasica de campos,
relatividad general, etc. Esta relevancia de la accion proviene de su principal aporte en
las teorias fisicas la cual se conoce como el principio de minima accién que afirma que
cuando un sistema pasa de un estado a otro, lo hace de manera que la accion es un extremo
(es minina 0 maxima dependiendo del sistema) entre esos dos mencionados estados; ”la
accion de Hamilton S no es una magnitud directamente observable, como la energia o el
momento; la accion se construye definiendo previamente una nueva funcion asociada a
todo sistema mecénico, la Lagrangiana, que se obtiene restando la energia potencial de la

cinética”(Pérez Rojas & Castro Diaz Balart, 2000, Pag. 39).

El termino principio significa la “base, origen, razén fundamental sobre la
cual se procede discurriendo en cualquier materia” (ASALE & RAE, s. f., 2022), por
ende, en fisica un principio es la base fundamental sobre la cual se construye una teoria,
los principios suelen ser considerados como parte de una axiomatica ya que resultan ser
I6gicos o intuitivos en la naturaleza, en otro caso también son los que coinciden y se

adecuan perfectamente para los fendmenos naturales que son antiintuitivos: como es el
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caso de la invariancia de la rapidez de la luz en sistemas de medicion distintos y relativos

entre si.

Sanchez de Santos (2012) asegura que el principio de Hamilton PH, es equivalente a las
ecuaciones de Lagrange y a su vez a la segunda ley de Newton, de manera que desde este
principio se puede construir toda la teoria de la Mecénica tomando como postulado béasico
el principio de Hamilton.

Principi6 2.13.2. (Principio de Hamilton). El movimiento del sistema entre los puntos

temporales 1, y t, es tal que la integral:

t t

S = [ L(t,6,(t), Gy (0,6 (1) G (D)dt = [ (T ~U)al (2.24)

4 4

tiene un valor minimo sobre la trayectoria real del sistema, con respecto a variaciones
de trayectoria.

Para Abramson (2019) esto quiere decir que: de todas las posibles trayectorias que
conectan  los  puntos  {t,Q(t),...q,(t) G, (t),...¢,(t)} con los  puntos
{tz,ql(tz),...,qn(tz),ql(tz),...,qn(tz)} en un espacio de configuraciones, la integral (2.24)

evaluada sobre la trayectoria que realmente sigue el sistema posee el menor valor; para

ilustrar esto graficamente en un espacio de configuraciéon de 3 dimensiones se utilizara
solo 1 grado de libertad, es decir el sistemas poseera coordenadas {t,ql(t),ql(t)} (ver

Figura 3); en mencionado espacio existe una familia de curvas que conectan los puntos

{tuq1(t1)1q1(t1)} con los puntos {tZ’ql(tZ)’ql(tz)}-
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Ahora bien, en este espacio de configuracion {t,ql(t),ql(t)} , por el principio de Hamilton
t
existe una curva que posee la caracteristica hacer que S =I|—(t,q1(t),q1(t))dt sea

%

minima (ver Figura 3).

q;
A
q;(&)|-. Esta es la curva
_que minimiza S
q.i(t])
P» g,

Figura 3: Espacio de configuracion y curva que minimiza la accion

Nota: El grafico muestra las posibles trayectorias o curvas que conectan dos puntos distintos del espacio de configuracion para un

sistema con un grado de libertad, dentro de las posibles curvas se encuentra la curva que minimiza la accion S.
En general, la ecuacion (2.24) es un funcional que mide la accion S, esta accion depende

de la trayectoria conformada por los puntos {t,q,(t),...,d, (t), & (t).....G,(t)} del espacio

de configuracion del sistema cuando te(tl,tz); uno de los resultados principales del

principio de Hamilton es que es posible encontrar las ecuaciones de Lagrange, para esto
Goldstein (1987) define un conjunto de curvas en un espacio de configuracién de tal

manera que:
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Definicion 2.13.3. (Familia de trayectorias en un espacio de configuracion
{t,ql,...,qn,ql,...,qn} ). Sea un espacio de configuracion {t,ql,...,qn,ql,...,qn} ; se define

una familia de curvas que conectan dos puntos en este espacio como el conjunto de

trayectorias:

gt a)=0,0)+an(t),vi=12,..,n
%[qi (t, )] =6 (t, ) = 6;(t,0) + 73, (1), Vi=1,2,...,n

Talquea €R y te(t,t,).

q,(t,a)

q,(1,0)

» 1

Figura 4: Curvas distintas que unen dos puntos en un espacio de configuracion
En la definicion (2.13.3) la curva que posee las coordenadas G (t,0),¢;(t,0), vi=12,...,n
en el espacio de configuraciones, representa la curva que realmente sigue el sistema, es
decir la que minimiza la accion; en cambio las curvas ¢ (t, @), G (t, @), Vi=12,...n que
unen los dos mismos puntos que une la trayectoria real hacen que la accién no sea minima.
46
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La accion S de la ecuacion (2.24) para la curva G(t,).4.(t, @), Vi=12,...,n y

te(t,t,) es

b

S = [L(1 0yt 1)y 0y (6 2), Gy (6 @), G (1 )

b

Con todo esto, en la ecuacion anterior se puede hallar un minimo de la siguiente manera:

d_S:i J%L(taql(tla)v--!qn(t’a)!ql(t’a)!“"qn(t’a))dt

da da I i
B gL f L(t, (@), 6 (1, @),y (1 @), G, (1 @)t | O
oa oa K J

Por la regla de Leibniz de derivacion parcial bajo la integral se tiene que:

oa ;
1

S %5 . .
2 sa ! | a—L(t,ql(t,a),...,qn(t,a),ql(t,a),...,qn(t,a))dt]&x
o
b n .
885 J %ﬂg Zﬂ%&)ﬂrzg%& dt
oa 1 ot oo i 00, O iz 04, Ot

ot
o

g . top .
IZ oL 8q,5 oL %505 . IZ oL 6q, oL aq; Sudt
i1\ 00, O 8qi oo i\ 00, O aql oo

t 4

L on
S e[
oa L i1\ 00 O 0 Oar | dt

Como t no depende de a, entonces =~ — o, por lo tanto:
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Sean las velocidades generalizadas % = dqig’ a) _ aqigt’ %) i=12...n;yademas
t t

por lo que Pita Ruiz (1995) en su libro Calculo Vectorial sustenta acerca del teorema de

dg; aq; oq | .
— | = —|,Vi=12,...,n
Cauchy se tiene qué { it } 80{{ p } p L}fl} , entonces se puede

llegar a:

t

oS . r&(oLog oL o 8q1 2 (oL ag L {Gq}
= 5 = = S sadt = Y] =2 dts — | 2 |dtowr
o ;!,le[é‘qi 6a+8qi8t[8a “ tjzl: o o0 i@ 24, ot

0q; 3o}
i gt =d o [ oqg;
Ahora bien si —{—aa} [ 60{} entonces la integral j 2)( 24 [g}dtmj se

t i=1

resume a:

EE R nE R R S EEE
{aalee (R gl

Una de las condiciones que se establecen en el espacio de configuracion es que
g (t,e)=0(t,0) y q.(t,,a)=qt,,0), por tal razén no hay variaciones en los extremos,

es decir 24t @) _ 99, (L, @)
oa o

Y e

Por ende, se tiene que:

—0,Vi=12,..n,entonces se tiene que:
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t,
éé'a:.fz oL g, dtdar J. o d J' oL _dja dt%é‘a
o o aq o Oa dt 6q et dt 8qi oa

4 =1

Para hallar el minimo se tiene que hacer 6S =0, es de esta manera que se puede hallar

la curva que minimiza S, entonces:

o
P2 8] 2o =
Y i=1 aq| dt aql

Si el sistema es holonomo, es decir solo depende de las posiciones entonces:

@_g[at

=0,Vi=12,.

La ecuacion anterior a este parrafo resulta ser, en forma compacta, las ecuaciones de
Lagrange, es decir las ecuaciones que describen la trayectoria real del sistema, mismas

que aparecen en el teorema (2.8.2.).

2.14. EL PROBLEMA DE LA BRAQUISTOCRONA

En el siglo XVII de acuerdo a De Teresa (2007), en el continente europeo se formulan
algunos de los mas importantes problemas matematicos y fisicos, uno de ellos fue el
calculo de variaciones, entre los trabajos variacionales mas destacados se encuentra el de
Fermat en Optica geométrica (1662), el estudio de cuerpos moviéndose en fluidos
formulado por Newton y el problema que dio origen al calculo variacional: el problema

de la braquistocrona.
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Este problema denominado problema de la braquistocrona se establece cuando se desea
calcular la trayectoria méas rapida entre dos puntos (ver Figura 5) donde un cuerpo se

desplaza por accién de la gravedad:

Figura 5: Curva Braquistocrona

Nota: En el grafico se observa tres posibles trayectorias entre dos puntos en comun para estos desplazamientos, la curva cicloide o
braquistocrona representa la mas rapida entre ambas posiciones. Adaptado de Comparacién entre una trayectoria braquistocrona, y

otras dos trayectorias posibles, por Wikipedia, 2021, Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Curva_braquist%C3%B3crona ).

Para poder dar solucion a tal problema es necesario definir lo siguiente: para Spiegel et al.

(2011) en su libro Andlisis Vectorial, sefialan que:

Definicién 2.14.1 (Norma de la diferencial de la posicion en un espacio euclidiano

bidimensional). Sea un espacio bidimensional con vector de posicion S =(X,Yy)=Xi +Y]

y diferencial de posicion dS = (dx,dy) = dxi +dy] , entonces su norma de @5 es:

ds = \/dx® +dy?
Donde ds? = ds-ds y ||dS||=ds

Ahora bien, la forma de hallar un funcional con dimensiones de tiempo resulta ser de la

siguiente manera: la velocidad es la variacion de la distancia dividida con respecto a la
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variacion de tiempo, si la variacion de distancia se toma como la norma de la diferencial

de posicidn, se tiene que:

v=$ dt=E
ot = (O +dy? :>t_Jq/dx2+dy2
v v

Es decir, el tiempo se puede calcular por medio de una integral, ademas este tiempo posee
la forma de un funcional, el cual permite obtener una curva (x,y) bidimensional de
manera que t sea minimo; para hallar esta curva primeramente es necesario conocer la
velocidad v en cualquier instante, para eso se necesita poseer un sistema de coordenadas
donde se encuentren los dos puntos a distinta altura (A y B); este sistema coordenado

puede ser (ver figura 6):

A

B >V

x,=0

Figura 6: Sistema de Coordenadas XY con puntos a distinta altura en X

Nota: En el grafico se observa un sistema de coordenadas XY, ya que Y se encuentra en el eje horizontal y X en el eje vertical con
sentido hacia abajo (sistema XY a derechas); ademas se encuentran los puntos A y B a una distinta altura, donde ambos estan

conectados por una curva que es una posible trayectoria entre Ay B.
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Si el cuerpo de masa m se desplaza desde el reposo en A hasta B, utilizando la
conservacion de energia en el sistema de coordenadas "XY" dado en el grafico 6 se tiene

que:

E :%mvf\—mng :%mvé —mgx,

Sien A se parte del reposo, entonces v, = 0, ademas del sistema de coordenadas “XY”
se tiene que x, = 0, es asi que:

E =%m(0)2 -mg(0) = %mvg —mgXx,

E

0 =%mv§ — mgXx,

Ahora bien como es un caso conservativo, la energia E serd g :%mv2 —mgx , donde v

y x son la posicion y velocidad en cualquier instante en el sistema de coordenadas

planteado, por lo tanto:

1 1
Emvz—mgx:OZEmvé—mng
1w —mgx:>1v2 = gx

2 2

vV =./20X

De esta manera se obtuvo la velocidad en cualquier instante en el sistema de coordenadas

estudiado, remplazando este valor a la integral que nos da el tiempo es:

CpydHdy? \/dx2+dy2_ dx? + dy?
e e -l 7
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El tiempo que recorre una masa m entre los puntos A y B por una curva bidimensional en

"XY" seré:

La forma de obtener el tiempo t(A — B) minimo es asumir que la funcién f(x,y,y"

definida por:

f(xy,y)=

(y'(x))2 +1 :[(y'(x))z +1]ll2

X X

debe cumplir con las ecuaciones de Euler-Lagrange, es decir:

do o 4,
dx oy’ oy
d 1 (y()) + M(Zy'(x)j 00 9|1t X 1IZ(Zy'(x)j o
dx| 2 X X dx| 2 (y'(x) +1 X
d y'(x) y'(x) _Cte

dx| Jx Jy o) \/ (y'(x) +

. . 1 . .
Por conveniencia, sea la constante Cte = —, con a un numero arbitrario, entonces se

V2a
tendra que:
Yo 1 (W) 1
Wflyoy+r V2 (((yw) 1) 22
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. 2
@z(y(x)) +1:>§_1 1 2a 1

2 + 2
X0y X ey X (y)

2a—X 1
_ ) =y =2 =y =
Ry - - Iz

Utilizando el cambio de variable x =a(l—Cos#), dx=aSinadé y reemplazando esta

2

en la anterior ecuacion, se tiene que:

y= |2 C00 singdg
2a—a(l-Cosd)

y:J'\/ a(1=Cos0) aSin9d6’=aI al- COSQ)WdH

2a—a+aCos@ a+aCos@

o a(1-C0s0) oo o \/(1—C030)(1—C0320) 10

a(l+Cos0) (L1+Cos#)

d6= aj (1-Cos6)2dg = aj(l—(:ose)de

2 .[ (1-Cos#)(1-Cos8)(1+Cosb)
)= (1+Cos6)

y=a(@-Sinf)+C
Donde se debe cumplir que C =0 para que la curva pase por el punto A = (0,0)
(condicion inicial); es decir las ecuaciones:
Xx=a(l—Cos8)
y =a(@—-Sin )

son las ecuaciones paramétricas de la solucion (curva buscada que minimiza el tiempo)
de un cuerpo que empieza su recorrido en el origen; esta curva dada por un parametro 6
es una cicloide ( curva que describe un punto fijo a un circulo de radio a cuando “rueda
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sin deslizar” por la parte de abajo del eje horizontal, esto en la Figura 7(b) se aprecia

claramente), si estas curvas se grafican tienen la siguiente forma (ver Figura 7):

¥
A

(b)

Figura 7: Curva Solucién del problema de la braquistocrona

Nota: En el grafico (a) se observa la traza dada por las ecuaciones x = a(1 — Cos8) y = a(6 — Sinf), como se asumié un sistema
de coordenadas dado por un eje "y" horixontal y un eje "x" vertical con sentido hacia abajo entonces la gréafica (a) debe girarse para

obtener el grafico (b), el cual es consistente con el sistema coordenado elegido y su respectiva solucion.
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De todo esto se concluye que la curva de menor tiempo para el movimiento por accion de
la gravedad de un cuerpo entre dos puntos a distinta altura es una curva cicloide, la cual

resulta ser la solucion al problema de la braquistocrona.

La solucion mostrada en los parrafos anteriores al problema de la braquistocrona es una
solucién cuando escogemos un sistema de coordenadas donde el eje x esté en la direccidn
vertical (ver Figura 6), para Goldstein (1987) si se utiliza un sistema donde el eje y es el
vertical con un sentido hacia abajo, y el eje x es el horizontal (ver Figura 8) entonces la

conservacioén de energia (analogamente al sistema XY) resulta ser:

%mvz—mgy:O:>%m\/2 =mgy

%vzzgy:v: 29y

I
)

Xy

Figura 8: Sistema de Coordenadas YX con puntos a distinta altura en Y

Nota: En el grafico se observa un sistema de coordenadas YX, ya que X se encuentra en el eje horizontal y Y en el eje vertical con
sentido hacia abajo (sistema YX no a derechas); ademas se encuentran los mismos puntos A y B del sistema XY a una distinta altura,
ambas posiciones estan conectadas por una curva en donde un cuerpo puede caer por accion de la gravedad, la curva de este grafico
no es la que mas rapido hacer caer al cuerpo, la curva que mas rapido hace caer a un cuerpo es la cicloide tal como se vio en la Figura

7. Adaptado de Mecénica Cléasica (p. 42), por Herbert Goldstein, 1987.
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Por lo tanto, la funcién del tipo lagrangiano que se aplicara a las ecuaciones de Euler-

Lagrange (similarmente al caso cuando V=4/2gx en el sistema XY de la Figura 6) es:

1+(y')2

i y,Y')=W

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para hallar la curva optima se obtiene que:
g dfag
oy dx\ oy

1 29

_ 29 (R ey _
2 | 1+(y) dx(Z r(y,)zm]

9 1+(y)

L e

gyL+(y') y(m@ ‘y'(;(\/29y+29y(y')zj
ety o)

(Lo (y) gy |- {9’“9[ ')+y2y-y"}]

[_gJH(y')2 J_ \/29y+29y(y ) o
(v29y) (Jy(y)zm)

o[ (v aly) +a(y) +2oy(y)y
T (e () V2 | { o } .

(V2oy) | (1+(v'))(209)

Multiplicando por ,/1+(y')2 «/29y a ambos lados de la ecuacién anterior se posee que:
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=0

o1+ )) ] (v () )2ey) (g (v) +a(y) 20y (v)' v")
(29y) (2+(y)")(20y)

() (9O +aly) +20v(y) y)
. e -
“ (1+(y))(20y)

Multiplicando por (1-+(y")°)(2gy) a ambos lados de la ecuacion anterior se tiene:
(L (y)) —ye(1+(y) ) 2ay)+ (9 (') +a(y) +2ay(y") y*)=0
~g(1+(y)) ~2ayy" 20y (y') v+ 9 (y') +a(y) +20y(y') y"=0
—g(1+(y)) ~2ayy "+ g (y) +a(y) =0
~g(L+(y) ) 200"+ (y) (1+(v)) 0= 1+ (v')') 0 (y) g (t+(y)) |-2ay" =0
(L (y)) o (y) ~9-9(y) |-2am"=0
~g(L+(y)’)-20yy"=0=-g-g(y")’ ~20yy"=0
g=-2gyy"-g(y")’

2yy"+(y") +1=0 (2.25)

La solucion a la ecuacion (2.25) en general para Goldstein (1987) es:

l:1—Cos{X_k+Vy(2a_y)} (2.26)

a a
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donde a y k son constantes; esta solucidn general a la ecuacion (2.25) se puede poner en

forma paramétrica, es decir esta puede venir dada por:
x=a(@-Sind)+k , y=a(l-Cos0) (2.27)

Para que se cumpla la condicion de que esta solucion pase por el origen A = (0,0)
(condicidn inicial planteada en el sistema YX ), entonces la constante k debe ser nula , es

decir k = 0, por lo que las curvas (2.26) y (2.27) se modifican como (2.28) y (2.29) :

gzl_cO{“Vyf""‘V)} (2.28)

x=a(@-Sing) , y=a(l-Cos0) (2.29)

Tal que la gréfica de estas ecuaciones equivalentes es (ver Figura 9):

i 2
A

(@)

59

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

(b)

Figura 9: La Cicloide como solucion al problema de la braquistocrona

Nota: En el grafico (a) se observa la traza dada por las ecuaciones x = a(6 — Sinf) y = a(1 — Cos6), como se asumié un sistema
de coordenadas dado por un eje "x" horixontal y un eje "y" vertical con sentido hacia abajo entonces la grafica (a) debe invertirse

para obtener el grafico (b) el cual es consistente con el sistema coordenado elegido y su respectiva solucién.

En la Figura 9(a), la curva resulta ser una cicloide descrita con la ecuacion (2.28), o de

forma paramétrica con (2.29), siendo esta la solucion si el cuerpo parte desde el origen.
Para verificar que efectivamente (2.27) es la solucion general a (2.25) se tiene que:

,_dy_dy/dd _ d(a@-Cos#))/do _ aSing _ Sind
dx dx/do d(a(@-Sin@d)+k)/dé a(l-Cosd) 1-Cosé

Sinéd
- 2.30
Y 1-Cosé (2:30)
S8 {8t
dx\dx ) deé\dx/dx/dé do\1-Cosd ja(l-—Cosé)
Yo Cosd(1-Cosd) —Sin’ 0 1 _ Cos@-Cos’60-Sin’6  Cosd-1
(1-Cos#)® a(l—Cos6) a(1l—Cosé)* a(l-Cosé)®
. Cosf-1 1
y

- a(l—Cos#)*(L—Cos#) T a(l—Cos#)®
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T a(l—Cos0)? (2:31)

Reemplazando (2.30) y (2.31) en (2.25) se obtiene que:

2(a(l—-Cos))| - L +( Sind j +1=0
a(l—Cosd)* ) \1-Cos@

2Cos0-2 Sin’6 e
(1-Cosd)® (1-Cosh)?

2Cos¢9—2+ Sin?é +1—20056?+C0326’
(1-Cos8)* (1-Cosb)’ (1-Cos8)?

(2Cos0—2Cos0)+(Sin? 6+ Cos’ 0)+1-2=0

0=0

Con lo cual se demuestra que efectivamente (2.27) es la solucion general en forma
paramétrica a la ecuacion diferencial (2.25); también se puede demostrar que (2.26) y

(2.27) son equivalentes, esto se logra reemplazando (2.27) en (2.26), es decir:

lzl_CO{x—kh/y(Za—y)}

a a

a(l-Cos9)
a

. COS[(a(e-sm 0)+k)—k + J(a(la— Cos))(2a-— (a(l—Cosd))) }

1—Cos.9:1_(;03{&9‘&3'“‘9+\/(a—a0036’)(a+aCos¢9)}

a

1-Cosé@ :1—003{
a

ad—aSin@++/a® —a’ Cos? 9}
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afd—aSin0++/aSin? o

a

1-Cos@ =1-Cos

1-Cos@=1—-Cosé
Lo que demuestra, como se habia mencionado que (2.26) y (2.27) son equivalentes.

En resumen, la ecuacion diferencial (2.25) tiene solucion en general, dicho en otras

palabras esto demuestra que existe y es Unica la solucién para la ecuacion diferencial

2yy"+(y ')2 +1=0, tal que su solucion es la curva paramétrica (2.27).

2.15. EL PENDULO DE HUYGENS

En 1658, el astrbnomo, fisico y matematico holandés Christiaan Huygens (1629-1695) se
encontraba trabajando en la mejora de un péndulo, uno donde el periodo no dependiera
de la amplitud angular tal y como sucedia en el caso del péndulo circular, esto con el fin
de mejorar la precision en cuanto refiere a la medicion del tiempo, de esta manera
Huygens se puso a estudiar el periodo de un péndulo forzado a seguir una trayectoria
cicloidal, llegando a la conclusién de que este tipo de péndulos son is6cronos o
tautocronos (que no dependen de la amplitud angular de su movimiento); Huygens en su
obra Horologium Oscillatorium (Huygens, 1673) hace una demostracion geométrica del
hecho de que un péndulo forzado a seguir una trayectoria cicloidal posee un periodo

independiente de la amplitud angular.
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Figura 10: Péndulo de Huygens

Nota: En el grafico se observa la trayectoria cicloidal que recorre una masa m ligada a una cuerda que choca con dos paredes en forma
de cicloide, que respectivamente son las responsables de generar una trayectoria cicloidal que recorre la masa . Adaptado de Péndulo

Cicloidal, por Wikipedia, 2021, Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/P%C3%A9ndulo_cicloidal)

La curva cicloide que recorre la masa m vista en la figura 10 se puede representar

paramétricamente como:
x=a(f-sin(6))
y =—a(l—cos )
Con0 <6 <2m.

Desde el formalismo Lagrangiano o Hamiltoniano es posible llegar a encontrar el

T=2x ﬁEZ%\/I
\/g g

Donde claramente se observa que el periodo no depende de la amplitud angular, lo cual

periodo de oscilacién el cual es:

resulta ser muy diferente comparado con un péndulo circular que no necesariamente da

pequefias oscilaciones, y que si depende de la amplitud angular.

Esto puede considerarse como una de las primeras relaciones entre el tiempo de recorrido
de una masa sobre una curva cicloide. Con lo que respecta al péndulo cicloide el mismo
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Huygens “descubrié que no era mas preciso que el péndulo simple”(Bustillos et al., 2009,
Pag. 17), pero mucho mas alla de la precision para medir el tiempo, Huygens descubrid

una importante propiedad de la curva cicloide, la cual resulta ser el isocronismo o

tautocronismo.
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CAPITULO Il

MATERIALES Y METODOS

3.1. UBICACION

Al poseer la investigacion un carécter tedrico con un formalismo matematico
aplicado a la fisica, este estudio se desarrolla en la Universidad Nacional del Altiplano-
Puno; durante el desarrollo de la investigacion, se utilizard ambientes de la Biblioteca

Central, y biblioteca especializada de la Facultad de Ingenieria Civil y Arquitectura.

3.2. AREA DE ESTUDIO
Este estudio de investigacion se encuentra dentro del &rea de la Mecénica Clésica,
especificamente en la formulacion variacional, y de los sistemas conservativos de dicha

rama.

3.3. MATERIALES

Dado el formalismo matematico que se utiliza en este estudio, los materiales a
utilizar son los siguientes:
¢ Dinamica de una masa puntual, cuantitativamente dada por la segunda ley de Newton.
e Principio de conservacion de energia: principio que permite afirmar que la energia no
puede desaparecer, sino solo transformarse en sistemas fisicos que son netamente
conservativos.
e Particiones y sumas infinitesimales, integral en el sentido de Riemann.
e El principio de Hamilton: principio variacional del cual se puede obtener las curvas de
movimiento que describen a un sistema fisico.
e Curva solucion del problema de la braquistocrona en dos dimensiones.

o Fuentes bibliograficas referentes al tema: articulos, libros, tesis, entrevistas, cartas.
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3.4. METODO

La investigacion esta basada en un problema planteado en el siglo XVI1I, problema
de la braquistocrona; este estudio busca desarrollar teérica e inductivamente una solucion
generalizada a un espacio tridimensional de dicho problema, y a velocidades iniciales de
un cuerpo distintas del reposo. Esta inspiracion propia, al buscar desarrollar una
generalizacion, recurre a un método alternativo con sustento formal encontrado en el
calculo variacional, en el analisis de los procesos de sumas infinitesimales y por ultimo
en dos principios fisicos denominados conservacion de energia y principio de Hamilton;
con estos conceptos mencionados, el trabajo sera encontrar la existencia de una curva que
es la mas réapida entre dos puntos de manera que cumpla con la generalizacion ya

comentada.
Método de investigacion:

El método que se utiliza en esta investigacion tiene un enfoque cualitativo, de
disefio de tipo no experimental, segin su finalidad esta investigacion es de tipo bésica,

con alcance explicativo y segun su fuente de datos es documental.
Técnicas:

Anélisis y aplicacion de teoremas matematicos, utilizacion de principio fisicos,
comparacién con problemas similares como por ejemplo el caso de la braquistocrona,

analisis de datos referentes al tema revisados en fuentes bibliograficas.
Estrategias:

Las estrategias para el desarrollo de esta investigacion son: Analizar el problema
de investigacion, comparar la investigacion con problemas similares, revisar y demostrar

teoremas referentes al problema, sintetizar la informacion bibliogréfica recolectada.
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

En el presente capitulo, se expone el resultado fundamental de la investigacion, el
cual es encontrar de que existe y es Unica una curva que sea la mas rapida para el

desplazamiento de un cuerpo en movimiento por accién de la gravedad.

El resultado de esta investigacion es demostrar la existencia y unicidad de una
curva optima, la cual tiene la caracteristica de minimizar el tiempo de recorrido para un
cuerpo cuando este se desplaza por esta trayectoria, tal que el cuerpo este sometido a un
campo gravitatorio, para esto debe generarse un funcional que defina el tiempo de
recorrido por una curva, este funcional sera definido en este capitulo gracias a la
conservacion de energia, siendo también este funcional parte de los resultados de esta

investigacion.

4.1. EL FUNCIONAL DEL TIEMPO PARA UNA CURVA
Sea un campo conservativo de fuerzas que actua sobre una particula de masa m,

es decir estas fuerzas provienen de una funcién potencial U de la forma:

o

Entonces la energia mecéanica total para dicho sistema ( de masa m) se conserva (teorema

2.11.5) y, por ende:
E=T+U=Cte

De la ecuacion anterior, la energia siempre es constante, 0sea es independiente de
cualquier parametro en la cual se la pueda evaluar, lo que matematicamente se puede

poner como:
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Definicion 4.1.1. (Energia Constante Discretizada). Si la energia total se conserva en

un sistema, entonces la energia total es la misma cuando se evalta en algun valor

l,Vi=012,.n del parametro discreto | ={ly, k..., 3,1 pveee b1, ) e decir:

E(l,)=..=E(,)=E()=E(,)=..=E(,)
T(l)+U(ly)=..=T()+U () =T{)+U ) =T(.)+U(l,) =...=T( ) +U(,)

Si los valores del parametro discreto | cumplen que |, <l, <1, <..<l_ <l <L, <..<l,
entonces el conjunto de valores reales {IO,II,..., L 1L ], SR es una particion

de [lp,],]c R.

Si el potencial al cual se somete la masa m, es el potencial para campo gravitatorio

constante g, entonces eligiendo por simplicidad como sistema de referencia un espacio

euclidiano se tendria que:

FoWo-mgk=-20 M5 Yy mg
x oy’ @

Observaciones: la fuerza gravitatoria apunta en el sentido contrario del eje Z, por lo tanto

— A

la fuerzaes F =mg(-k).

Es decir existe una funcion potencial U = mgz (donde z es la componente de la altura),

a consecuencia de la existencia de este potencial el sistema es energéticamente

conservativo, por lo tanto de la definicion (4.1.1) se tiene que:

T(l)+U(l) =T()+U ()
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Utilizando la definicion (2.11.3) (energia cinética) de masa constante m y funcién

potencial para campo gravitatorio constante g se tiene que:
1 . 2 1 = 2
> m[v{y)|” +mgz(l,) = > m[v ()| +mgz(l,)

Donde V y z son funciones del pardmetro |, de la ecuacion anterior se puede reescribir

que:

Zmle )| -2 mlv ) =mgz(,) - moz(ly)
1, 2 1,_ 2 _
S =S = 9201,) ~ 9201,)
Z[PF =@ | = 91200 - 20)] = WA -0 =29[20) - 201)]

WO =[] —29 (1) - 2(1,)]

1900 = V) —29[20) — 2(1)]

Ya que el médulo de un vector es un valor real positivo, entonces de la ecuacion anterior

se tiene que:

VAl = JIVa)IF —29[20,) —2(1,)]

Esta ecuacin me indica el valor de la rapidez [V (I;)|| que es evaluada en un valor |, del
parametro |; de la misma manera expuesta, se puede obtener una rapidez ||\7(|i_1)||

evaluada en |i_1, es decir:

190, Dl = IV —29[20, )~ 2(1)]
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Teorema 4.1.2. (Tiempo de recorrido de un cuerpo entre dos puntos muy préximos). Si

&(I):(X(I), y(1),z(1)) es una curva parametrizada diferenciable con una particion
I :{IO,Il,...,li_l,Ii,|i+1,...,|n_1,|n} — R donde existe un cuerpo de masa m que se desplaza
por esta curva g(l), poseyendo una velocidad \7(|i) en la posicion (55(|i); y con puntos

muy proximos entre &(l, ;) y a(l;) , Vi=12,..,n; entonces el tiempo de recorrido de

una particula desde @(l._;) hacia @(l.) es:

_2Jad)-ad)|

o aI+v @)

Figura 11: Tiempo de recorrido entre dos puntos muy proximos
Demostracion: El vector deslazamiento D del grafico se tiene que es igual a:
D= &(Ii) _&(Ii—l)

Por el teorema (2.5.4.) se puede obtener que:
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D=a(l)-a(,)= iTH)(t' 1)

2[07(|i)_07(|i—1)] :[\7| +\7i—1](ti _ti—l)
Aplicando el valor absoluto a ambos lados de la ecuacion:

2l =) =+ (6 -t)

Al ser un recorrido entre dos puntos muy préximos se cumple que |V, +V,_|| = V[ + V.,

entonces se tiene que:
2[let) = a( )l = (N[ +V ) (6~ )

2]y -ad.)

t—-t ., = _ 2||&(Ii)_07(|i—1)”
I 3

R

= At

Con lo cual queda demostrado.

Sial teorema anterior (4.1.2) se le reemplaza las rapideces

WAl =N —20[20) -20)] Y VA=V —20[201, )~ 2(,)]  Que
provienen de un campo gravitacional conservativo, y también se le aplicara las

definiciones (2.2.2) de curvas parametrizadas diferenciables entonces:

o Aa)-at )] 2)0d)y).20))-(x(). y() 20.))]
R v 200200 -200] + o0 -20(20,)-20.)]

2)(x1)-x01,), () - y(l,), 20) - 20,)|

A = 2 2
W[ ~29[20)-20,)] + 9] ~29[20.)-2(0,)]
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2(x0) - x0)) +(y1)-y()) +(20) -201,)Y

At = 2 2
F0) ~29[20) - 20,)] + {70 -20[20,,) - 201)]

En la particion {I(),Il,...,li_l,li,li+1 A1 =[lh.1,] <R, lalongitud de cada subintervalo

se denota por Al, =, —1.;; multiplicando por Al; al numerador de la anterior expresion

se tiene que:

2(x(1) ~x(, )Y +(y() -y, )Y +(20)-2(1,))
-1,

Jllv(I I —20[204) - 201)] + W 0 -29[201) - 20,)]

) J( <)~ Ix(lioJZ { 0-y0.) j +(z(lf 20, J
Ati _ i il i il i il

70 ~20[20) - 200)] + 90| - 20201, 1)~ 2(,)]

Al

Al

Si x,y,z son funciones continuas en el intervalo [ i1 ,] y derivables en el intervalo

(I.,,1; ) entonces por el teorema (2.4.2) existe un | (1, 1) tal que:

vy X() - X(I| 2 ey YD) =y) e o z() - z()
== o = ) =T
De esta manera se puede obtener que:
.o 20(x @) +(y @) +(zD) N

JWa[ -29[2(1) - 2(,)] J||v(| I -29[20) - 2(1,)]

200y 0.2 0) M

\/”V(l ” 2g[z o] \/||\7(|0)||2—2g[2(|i_1)—2(|0)]
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La curva &(I)z(x(l),y(l),z(l)) al ser diferenciable, se cumple que
a'(l)=(x'(1), y'),z'(1)), por lo tanto:

2]

i = - - Al
0 -20[20)-20,)] + 70,0 20 [20) - 20,)]

At

Multiplicando por la conjugada (

VA —29[20) - 20)] -V 0 —29[20,5) -2(1,)])  en el numerador vy

denominador de la anterior ecuacion se tiene que:

2||&'(D||NIV(IO)||Z—Zg[z(li)—zao)]—J||vao)||2—2g[z(li_1>—z(lo)]}

i > > Al
1901 -20[20) - 200)] || [0 20 [201.1) - 201)]|

2||&'(D||N|vao)||2—2g[z(li)—z<lo)]—J||vao>||2—2g[z<li_1>—z(lo>]}

- > Al
1901 ~29200) + 20201) | [ F1)[" ~20201,,) + 20201, |

Al

2||a'(D||NIV(Io)||2—2g[z(li)—z<lo)]—J||V<Io>||2—2g[z<h1>—z(lo)]}
At =
| -2¢ [Z(Ii)_z(li—l)]

Dividiendo el numerador y denominador por | =1,

iyl VPO =29[20) - 200)] =9 o)]" - 29[ 201,.) - 2(1)]
] )
At = Al
_zg{za]);z(n_l)}

Si se define como f (1) = \[[v(i,)|* =29 [2(1) — z(,)] » €ON VA y z(l,) constantes,

entonces se tiene que:
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el F)=10,
ZWXGHW(B_l()}
At — i i-1

' 1)—z(l Al
-29 { z( il? : IZ( i—1)j|

Por el teorema (2.4.2) existe un Ee(li_l,li> tal que:

= W)y 2020

Es asi que el tiempo de movimiento de un cuerpo entre dos puntos muy proximos es:

0! REI M 0 RECI
* 29[ 2'(})] a -g[2'(})]

Como f(l)= \/||\7(I0)||2 —2g[z(l)—z(l,)] entonces se tiene que:

_Zg{dz(l)}

df (I) — 2 dl
fy=20 70,)F —2a[20)-2(,)]) =

m(J” -2l ]) 2[00 ~29[2(1) - 2(1,)]

dz(1)
_g R A .
)= { dl } _ -g[z'()]

WP -29[20)-20,)] W) ~29[2(1) - 2(1,)]

R0
\/||\7|)|| ~29[2()-2(1)]

Reemplazando la anterior expresion en At; se tiene que:

a0 ll{ o[ )] ]
At - 0 29[ 2()-20,)]

| —g[z'()] A
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- 0l
N0 -2 20)-20)]

Al

Como se aprecia en la anterior ecuacion, el tiempo At; es una funcién del pardmetro
discreto [;; si estas pequefias variaciones de tiempo se suman en su totalidad se obtiene

un tiempo total, esto matematicamente es sumar en los elementos de la particion

L N O S B IO R ¥

“ o)
T= = =
= 0 ~20[20)-20,)]

Al

Es decir, el tiempo 7 es el tiempo en el cual demora una particula de masa m en recorrer

una trayectoria dada por la curva ¢ desde (,) hasta (), con una velocidad inicial
v(l,) Y aunaaltura inicial z(,), siempre y cuando & =(x,y,z); la ecuacion anterior a

este parrafo describe al tiempo como una suma discreta, pero dentro de esta sumatoria
aparecen elementos que son funciones del valor medio del parametro discreto, esta
discretizacién permite realizar lo siguiente: para obtener un tiempo t con una
aproximacion al valor real (en la naturaleza) del tiempo que un cuerpo recorre una

trayectoria o se debe poseer una particion con muchos elementos

{IO,I1 L. 1,1 l,..1.}, es decir el valor de n debe tender al infinito, por ende las

v il has o Iy Iy

sumatorias anteriores a este parrafo se deben reescribir como:

n

T:IimZAti

n—o0 4
i=1
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r=lim’ al

Y
O 2520 -20)]

Al

Se asumid que la curva & es una curva parametrizada diferenciable en el abierto (Io, In>,

esto implica que curva entre los pardmetros [IO, In] s una curva continua siempre y cuando

N — oo, entonces por el teorema (2.3.12) se obtiene que:

s a'(l)] o 0]

= 2 di
T ) -20[2)-200] 0 -20(20)-20,)]

h O]

_ : di
o) ~29[20)~2(,)]

T

De esta manera se obtuvo un funcional que determina el tiempo de recorrido desde un

punto z(1,) a @(1,) enunacurva (1), esto se puede poner de manera formal utilizando

la definicion (2.12.5) , es decir, se tiene que:
Definicion 4.1.3. (EI Funcional del Tiempo). Sea a(l) =(x(1), y(1).z(1))eC ({l,.1,).

R?) una familia de curvas que conectan () con @),y M:a(l)e R” > R, con

la&'m)]
IV ~29]2(1)-2(1,)]

M (L x(), y(1), 2(1),x'(1), y'(), 2'(1)) =

una funcion que

depende del levantamiento de « ; el funcional para esta familia de curvas se define

como la funcion

7:C({l,,1,),R*) - R tal que:

I" |0 di 4.1)

a—z(@)=|

w IV -20[20) - 2(01,)]
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Figura 12: Trayectoria que recorre un cuerpo por accion gravitatoria

Nota: El grafico representa una posible trayectoria que une los puntos d(l,) y d(l,), donde el cuerpo de masa m posee inicialmente
una velocidad ¥(l,), una altura z(l,), y también donde la masa cae por accién gravitatoria; el tiempo que recorre este cuerpo entre
los puntos d(l,) y d(l,) se puede calcular con el funcional del tiempo (4.1.3), obviamente conociendo como es explicitamente la

curva d.
Observacion: las derivadas con respectoa | dé x(1), y(1) y z(l) no representan ningdn

tipo de velocidad ya que el parametro | es adimensional, ademéas también es valido que

a'0)=920) o 10 mismo que: x:ay = D

oy dy (1) wy - 9z
dl ar Y O=—g ¥z 0=

dl

Ejemplo 4.1.4 (Caida libre de un cuerpo en reposo). El recorrido de una particula en
caida libre partiendo del reposo (|[v(l,)|=0) viene dada por la trayectoria
a(l) :(ai,az, h_l) ,con z(I)=h—1, a, =Cte Y a, = Cte, €l tiempo que demora en caer
desde una altura z(1, =0) =h hastael suelo zq, =n)=o0, utilizando el funcional (4.1)

€es:
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Figura 13: Caida libre de una masa

) dz(l))z
N 07 +0% +

ZlJllvao)llz—Zg[za)—zao)] 200 IJOZ RN

dz(I)

‘d(h—l)
dl

_h h |_1| _h 1
T_l\/ 0°—2g[2(1) - h]I g\/—zg[(h—u—h]dl_!\/ﬂdl

z-_j_l—lmdl_zlllz ~ 2_| ~ 2_h
V29 gl Vol Vg
2h
r= [—

g

De esta manera se obtiene el tiempo de vuelo cuando un cuerpo cae desde el reposo y

desde una altura h sobre el nivel de referencia z =0, despejando la altura h se tiene que:
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Esta expresion de la altura h es la que se acostumbra estudiar en los primeros afios de la

carrera de Fisica.

4.2. EXISTENCIA DE LA CURVA MAS RAPIDA ENTRE DOS PUNTOS

En la anterior seccidn se obtuvo un funcional que definia el tiempo de recorrido
de un cuerpo en una determinada trayectoria; en esta seccidn, se busca encontrar alguna
trayectoria que es la que minimiza el funcional (4.1), es decir, la trayectoria que utiliza el
menor tiempo en recorrer un camino que une dos puntos distintos, esta curva cumplira

matematicamente que:

or=0

o

1Ol s 1,100, 00, 200, 0,y 0,2 -0
0 -20[2)-20)] &

[0/

R N Y ey
V()| —29]z(l)-z(l,

€S una

funcion del tipo lagrangiana, el principio de Hamilton avala que si 6z =0, entonces se

debe cumplir equivalentemente por analogia que:

In

EIM (Lx(t), y(), z(), x'(), y'(1), z'(1) ) =0

Iy

(2 (-Sl2 (-2l

El sistema analizado es holonomo, ya que los vinculos del sistema ( en este caso la

trayectoria a(l) :(X(I), y(D), Z(I)) que restringe el movimiento del cuerpo) no dependen
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de las velocidades generalizadas, las cuales viene siendo x',y' y Z'; por esta razén en

la ecuacion anterior a este parrafo se puede asumir que cada parte de la suma es nula, esto

para que sea la integral sea igual a cero; es decir se cumple, siendo holonomo el sistema

que:
M _dfom]_g
ox dl ox' |
ﬂ_i_%__o
oy dij oyt |
M _dfoM] g
oz dll oz |
0] JxOY +(y )y +(20)

Utilizando que M=

JWF -2020-20)]  |IW0)F -29[20)-200)]

V()| Y z@,) condiciones iniciales (constantes), se puede obtener:

oM d{am} d 1 x'(1)
ox dll ax' =0=0- 2 2 2 2 =0
ox dif ox d'{Jnvao)n ~2g[z0) - 2(1,)] J(X'DY +(y D)) +(20)) }

d 1 x'(1) 0
4 901 -29[20) - 20)] (X OY +(y' O +(20))

L x() -C, 4.2)
JWA -29[2()-20,)] (XY +(y O)) +(2'0))

oM d{am}_o d 1 y'(1) _
~  ul AT =0-— > 2 2 2 =0
oy dif oy 4 9l -20[20)-20)] (X DY +(y'0) +(2'0)
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d 1 y'(l)

dl 2 2 2 2 :0
A 90 -29[20) - 20,)] (O +(y'0) +(2'0))
2 - 2 U 2 2 =G, (4.3)
JAIF -29[20) - 20)] (X W) +(y' DY +(2'1))
De las ecuaciones (4.2) y (4.3) se tiene que:
1 1 LG G
WP -20[20)-20)] J(x M) +(y ) +(z))  ¥D yO)
Vi) = 2x0) (45)
M:&mjdy:&dx
do C d C,
y:%x+C3 (4.6)

1

Por ultimo, se tiene que:

M d [@}03 g (X)) +(y ) +(20))

oy di| oy (Jllvao)llz —29[2<')—Z('°)])3

d 1 (1) o
Al WA -29[20) - 20,)] (D)) +(y'D) +(20))

Utilizando (4.4) en la anterior ecuacion se tiene que:

=0

(\/||\7(|o)||2 ~2g[z(1) - z(|0)]) diLx'(1

81

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



== UNIVERSIDAD
!\.ﬂ NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

(O (YD) +HZO) L 2 Ox)-x Wz @7
(JIIV(%)IIZ—Zg[za)—z(no)] 3 (XM’

Ahora bien, de (4.2) se tiene que:

1 x'(1) _c
T -20[20)-20,)] (X W) +(y'0)) +(20))

(X)) +(y') +(z2' ()
[0 -29[z(1) - 2(,)]

Multiplicando en ambos lados de la ecuacion por se obtiene

que:

! () + O+ (ZOF PO _ () +(yO) + 20
(JIIV(IJIIZ—2g[z<l)—z(|0>])3 JxP+(yoy oy Mol -20[z0-200] -

JxO) +(y M) + (20’ x'(1) = (x'(0)" +(y' M) +(z())° C
(JIIV(IO)IIZ —29[z(l)—z(|0)]) N0, —29[z(1) - 2(1,)]

1

Jx®) () + (20))° _ (X)) +(ym) +(z M) ¢,
(vt -20zm-20]) WO ~20[200-20] ¥ O

Multiplicando ambos lados por la gravedad g:

OO O (O (<O +(y0) +(20)
(JHV('&IIZ—Zg[z(l)—zao)]f 70 -29[2(1)-2(15)] X' O)

Reemplazando esta Gltima ecuacion en (4.7) se tiene que:

(W) +(y ) +(ZW) € . 2Oxh-x0z() _,
WO -29[z)-20)] XM (xW)Y
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(X)) +(y'®) + (M) 2" x'@)-x"M)z (1)
[v0,)[ -29[2(1)-2(1,)] x'(1)

=0

Reemplazando (4.5) en la anterior ecuacion se puede llegar a:

e [ Gy ? 2
) +[QX(I)] ) XM -x 0z _
[70)I 29 [2(1) - 2(,)] x'(1)

(x(1)Y {1{@] ]+(z'(|))2
g “ _ZOxXM-x0z() _
o) ~29[2()~2(1)] x()

() ll[C} ]+<z-a>>2

€ X0

g——b =2"(1)- =22 (1)
V()| -29[z(1)-2(,)] x (1)

9(x ()Y [1+[%ﬂ+ g(2'1)" = 2’0 W) -29[20)-2(,)] |

x'()

i O WO -29[20)-20,)]

1

g(x (I)) [ [Cz] ] X ((II))Z (|)[||\7(| )|| —2g[z(1)-z(, )”
2'()| 70 ~20[2()-20)] |-9 (2 ) @8)

Las ecuaciones de Euler Lagrange (——i[%} Oﬂ—g =0
I U Tail e [T ey di| oy Y

oM d

a [ } 0) generaron 3 ecuaciones diferenciales expresadas en las ecuaciones
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(4.2), (4.3) y (4.8); es decir se tiene un sistema de tres ecuaciones diferenciales con tres
variables dependientes (x,y y z) y una variable independiente la cual es el pardmetro [,
la solucion a este sistema de ecuaciones diferenciales viene a ser a = (x(1), y(1), z(1)),
donde & es la curva mas rapida para el desplazamiento de un cuerpo entre dos puntos

por accion gravitatoria.

Para obtener una solucion rapida lo conveniente es utilizar como parametro al eje x (dado
que no existe ninguna restriccion para no poder utilizarlo como pardmetro), es decir
x(D=x=1Yy x'()=1x"(1) =0, entonces se cumple dada la condicién anterior y las

ecuaciones (4.6) , (4.8) que:

x(1) =1 (4.9)

y() =%I +C, (4.10)

1

: 1@ =20 V) -29 (20)-20) -9 2 OF @)

1

De esta manera las ecuaciones (4.9) , (4.10) y la z(1) obtenida de (4.11) son la solucion

&

C C5 que pueden ser obtenidas de las
1

al problema, donde aparecen constantes como

condiciones iniciales de (4.9) y (4.10) , también se observa que aparecen contantes en

(4.11) como ||V (l,)|| Y z(1,) , estos valores dependen del problemay de su configuracion

inicial; otro resultado obtenido es, que de acuerdo a las ecuaciones (4.9) y (4.10) en el

G

plano Xy se forma una recta con pendiente igual a C
1
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Ahora bien, si a la ecuacion (4.11) se le da las condiciones de que el cuerpo parte del

reposo, es decir v (l,)[|=0, la componente y (1) es constante ( y(I) = C5 o lo mismo que

G,

C_ =0 )y por tltimo que el punto inicial donde empieza el movimiento se ubica en el
1

plano Xy es decir Z(l,) =0, entonces se obtiene en (4.11) que :
9|1+(0) |=2'0)[0*~29(2)-0)]-g (2 )Y
g =-2gz(Nz"(-g(z'())’

22(1)2"(1) +(z'(1))° +1=0 (4.12)

Si se nota bien, la ecuacion diferencial (4.12) tiene la misma forma que la ecuacion (2.25);
la solucion a esta ecuacion diferencial es la curva cicloide del problema de la
braquistocrona, por lo tanto, la solucion a (4.12) existe, es Unica y viene dada de forma

paramétrica por:
|=—a(@-Sino)+k, , z=-a(l-Coséh)

Las anteriores ecuaciones se diferencian de (2.27) en un signo negativo en a, esto sucede
ya que el sistema de referencia utilizado en este capitulo tiene al eje vertical “z” con un
sentido hacia arriba , mismo que se visualiza en la Figura 11 que es de donde se obtiene
el funcional del tiempo (4.1.3) y se realiza todo el analisis; es asi que de las ecuaciones

(4.9), (4.10) y la z(I) obtenida de (4.12), se obtiene la curva solucién a; = (x,y, z) con:
x=Il=—-a(@—-Sino)+k,
y=C,
z=-a(l-Cosd)
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En otras palabras, la curva solucion bajo las condiciones: [v(l,)|=0, y(D) =C5 ¥y
2(1,) =0 es:
a =(x,y,z) =(-a(@-Sin6) +k,,C,;,—a(l—Cos 9))

donde a, k; y C5 son constantes que se hallan de las condiciones iniciales; se nota también
1 3
que y = C5 es una ligadura 'y que &, esta reparametrizada por 8; graficamente esta curva

solucién @, es:

' g

Figura 14: Curva solucién a; bajo ciertas condiciones

Esta solucién dada por la curva a; resulta ser la curva cicloide del problema de la
braquistocrona, con la diferencia que ahora estad contenida en el plano y = C5; de un

espacio tridimensional.
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Pero esto no es todo, se puede generalizar un poco mas, si a la ecuacion (4.11) dada por:

g[l[%] ]=Z"<|>[I|vao>||2292<'>+292<'o>}9<2'(')>2

1

se le realiza un cambio de variable de la forma —29(p(|)=||\7(|0)||2 +2gz(1,) - 29z(1),

entonces se tiene que ¢'(1)=z'(1) Y ¢"(1) =z"(1), donde |V (l,)| y Z(l,) son condiciones

de la configuracion inicial del problema; es asi que se puede reescribir que:

1

g[l{%jz]w"a)[zgcoa)]g(qo'(l))z

1+(%j = 20()p" ()~ (o))’ (4.13)

1

La ecuacidn (4.13) es casi semejante a la ecuacion (2.25) excepto por el factor izquierdo

2

: C . : L

de la igualdad: (Ez , esto se soluciona si solo ahora se propone una sola condicion la
1

€6,

cual es que la componente “y” de la curva solucioén sea constante (y = C3), con esta

- . C .
condicion en la ecuacion (4.10) se ve claramente que C—2 =0, por lo tanto aplicando esta
1

condicion a la ecuacién (4.13) se tiene que:

2

1+(0)" ==20()e" ()~ (0'(1))* =1=-20(1)"(1)~(¢'())’

209" (1) +('(1))" +1=0 (4.14)

La ecuacion (4.14), que es semejante a (2.25), también tiene solucion en forma

paramétrica dada por:
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| =-a(@-Sin)+k, , ¢@=-a(l-Cosb) (4.15)

Las anteriores ecuaciones se diferencian de (2.27) en un signo negativo en a por la misma

razon explicada en la obtencion de la solucion de (4.12); del cambio de variable aplicado

-2go() = ||\7(I0)||2 +20z(l,) —29z(l) se puede extraer que:

[eqp 0
29

entonces la ecuacion (4.15) se puede convertir como:
x=l=-a(@-Sind)+k, , z=-a(l- CosH)+[z(I )+|| (0)” J (4.16)

Por lo tanto de las ecuaciones (4.9), (4.10) y el z(l) obtenido de resolver la ecuacion

. . ... C : L
diferencial (4.11) con la condiciéon —% =0, se obtiene la curva solucion &, = (x,y, z)

con:

x=—-a(@—-Sin @) +Kk,

y:C3

z=-a(l- Cos&)+(z(l )+|| (g)” J

Es asi que la curva solucion bajo la condicién y = C5 (% = OJ es:
1

a, = (x,y,2) =| —a(@—-Sin6) +k,,C,,—a(l- Cose)+[z(|)+||v(lg)||J
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donde a, k, y C5 son constantes que se hallan de las condiciones iniciales y los valores
2(1,),[V(ly)| son las condiciones dadas del problema; si se nota, en la anterior ecuacion,

la curva @, esta reparametrizada por un parametro 6, y el eje "y" al ser constante se

comporta como una ligadura holénoma; graficamente la trayectoria solucién @, es:

Z
A

Al

[)+———
E

»

Figura 15: Curva solucién @, bajo ciertas condiciones
La solucion &, resulta ser también una curva cicloide del problema de la braquistocrona,
trasladada y contenida en el plano y = Cs.

Por Gltimo, es factible hacer una generalizacion total de la solucién, de lo expuesto se

sabe que al aplicar el cambio de variable de la forma
-2go(1) :||\7(I0)||2 +29z(l,)-29z(l) a la ecuacion (4.11) se puede obtener (4.13) de lo

cual resulta que:

o :1+[%j — 2p()0"() ~(¢ ()’

89

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

2
: C
Tal que se define a w como: w= 1+(€2) una constante, de esta manera se puede
1

obtener que:

L =20000"0)_(¢'0))’ jlz_2(40(!))(4»"0)j_(co'(l)jz

e W w w w

Aplicando el cambio de variable A(l) = qp() , también se tiene que A'(l) = ¢Ta) y
oy _ @"(1) : g _
A(l)= 0 por lo tanto la anterior ecuacion queda como:
2AMA" (1) +(AY(1)) +1=0 (4.17)

Esta ecuacion (4.17) al ser semejante a la ecuacion (2.25), tiene como solucion

paramétrica a:
| =—a(@-Sin®)+k, , A=-a(l-Cos0) (4.18)

Las anteriores ecuaciones, a diferencia de (2.27), tienen un signo negativo en a ya que el

eje vertical “z” posee un sentido hacia arriba; de los cambios de variable A(l) = % y
~290(1) = |7 ()| +292(1,) - 292(1) se puede deducir que:
v(l,
(Z(, UG <g>|| J
A = £ =
W W
entonces (4.18) se puede trasformar como las siguientes ecuaciones:
x=l=-a(@-Sind)+k, , z=-aw(l—-Coso) +(z(| )+ — v ( )” J (4.19)
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De las ecuaciones (4.9), (4.10) y la z de la ecuacion (4.19), hallada de resolver en forma

general (4.11), se obtiene la curva solucién general a; = (x,y, z) con:

x=Il=—-a(@—-Sin0)+Kk,

y=Sisc, :%(_a(e—sma)+k3)+03

— aw(l- Cos9)+[z<l)+”v('g)”j 1{2](1 cOse){z(m”V('g)”]

Es asi que la curva solucion de forma general & =(X,y,z) es:

53=[—a(9—5in9)+k3,g (-a(@-Sin6) +k,)+C;,—a 1*(2 ] - 0059)4{20 )+|| ()| H (4.20)

Donde a,k,,C;, C, y C3 son constantes que se hallan de las condiciones iniciales, y los

valores z(l,),[V(l,)| son las condiciones dadas del problema; también mencionar que en

la ecuacion anterior, la curva a5 esta reparametrizada por un parametro 8; graficamente

esta trayectoria d5, que es la solucién general, es:

z
A

>y

Figura 16: Curva solucién general as
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Por lo que se puede concluir que: para el sistema de 3 ecuaciones diferenciales, dadas
por (4.2), (4.3) y (4.8) existe y es Unica la solucién, tal que esta solucién resulta ser la
curva descrita por la ecuacion (4.20), que es una curva cicloide igual a la del problema
de la braquistocrona, como se ve se lleg6 al mismo resultado que obtuvo Newton y
Bernoulli en 1697, excepto por una diferencia; en esta investigacion se considerd la

velocidad inicial V(l,), elemento que no estuvo considerado en las soluciones de Newton

y Bernoulli, ya que Bernoulli planteo el problema cuando un cuerpo caia del reposo; pero
como se observa esto se soluciona en la ecuacion (4.20), ya que esta solucion general si

contiene y toma en cuenta a la velocidad inicial V(l,); la traza de (4.20) también es una

cicloide, con la diferencia que se encuentra en un espacio tridimensional y ya no en un

espacio bidimensional mismo en el cual Newton y Bernoulli dieron su solucion.

Comentario: en el analisis realizado se considerd que la gravedad g debe ser siempre
paralela al eje "z", este hecho es fundamental ya que da consistencia a todo el trabajo

realizado.
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V. CONCLUSIONES

Las conclusiones de este trabajo de investigacion son interesantes y novedosas ya que

generalizan un problema historico en la Fisica, estas son las siguientes:

- De la conservacion de energia y dinamica se hall6 un funcional que permite
calcular el tiempo de recorrido de un cuerpo por una curva cualesquiera en el
espacio cuando el cuerpo se mueve por efectos gravitatorios.

- Gracias al principio de Hamilton aplicado al funcional se obtuvo un sistema de
ecuaciones diferenciales, tal que su solucién es la curva mas 6ptima en cuanto se
refiere a rapidez de un cuerpo que se traslada por tal trayectoria bajo influencia
gravitatoria.

- Existey es Unica la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales que describen
la curva méas Optima, de manera que esta solucién, descrita por (4.20), es una
trayectoria que tiene como traza a la curva cicloide.

- El sistema de ecuaciones diferenciales que contiene la solucion de la curva méas
Optima resulta ser una generalizacion del problema de la braquistocrona a tres
dimensiones y a velocidades iniciales distintas al reposo, ya que se considera que
el cuerpo no necesariamente inicia su movimiento a velocidad nula, y donde la
solucion es una curva contenida en el espacio.

- La curva solucion en este trabajo resulta ser la cicloide del problema de la
braquistocrona, si se hubiera obtenido otra curva pues la unicidad de la solucion
no seria consistente, por ende, esta teoria es consistente con los trabajos realizados

anteriormente por otros investigadores.
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VI. RECOMENDACIONES

- Enel presente trabajo el funcional que calcula el tiempo de recorrido utiliza curvas
diferenciables o suaves como las trayectorias, ¢ Qué sucedera si las curvas no son

diferenciables y/o continuas?

- El futuro de esta investigacion radica en generalizar este modelo fisico a

potenciales distintos al gravitatorio, como recomendacién el potencial eléctrico.

- La investigacién usa como condicion que las ligaduras (trayectorias) sean
holénomas, ¢qué sucedera en un sistema no holonomo, es decir donde las

ligaduras estan moviéndose?
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