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RESUMEN

Esta investigacion abord6 el tema de la existencia y unicidad de las soluciones de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en espacios de Banach; el motivo por el cual se
hizo este estudio fue el no encontrar justificacion alguna en la literatura revisada acerca
del problema de Cauchy abstracto, es por ello que se optd realizar la generalizacion
del teorema de la existencia y unicidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias en el plano como el teorema de Picard; hacia el espacio Banach, utilizando
como herramienta principal la integral de Bochner. El objetivo general fue utilizar la
integral de Bochner y el teorema del punto fijo de Banach para generalizar la demostracion
de la existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach;
debido a que las integrales de Riemann y las integrales de Lebesgue no abarcan espacios
de Banach. El tipo de investigacién fue inductivo, analitico con un enfoque cualitativo,
puesto que se utilizé el teorema de Punto Fijo de Banach para garantizar la existencia
y unicidad de las soluciones de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en espacios de
Banach, y una herramienta principal fue estimar la norma de una integral de Bochner
por una integral de Lebesgue. El resultado que se encontré en la investigacion fue que la
integral de Bochner permite demostrar la generalizacion de la existencia y unicidad de
las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias para un Problema de Valor Inicial

abstracto(PVI) homogéneo.

Palabras clave: Existencia, Unicidad de soluciones, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias,

Espacios de Banach, Integrales de Bochner.
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ABSTRACT

This research addressed the issue of the existence and uniqueness of the solutions of
Ordinary Differential Equations in Banach spaces; the reason why this was done study was
not finding any justification in the reviewed literature about the abstract Cauchy problem,
which is why it was decided to generalize the theorem of the existence and uniqueness
of solutions of ordinary differential equations in the flat as Picard’s theorem; into Banach
space, using as a tool main the Bochner integral. The main objective was to use the Bochner
integral and the Banach fixed point theorem to prove Picard’s theorem on Banach spaces;
because Riemann integrals and Lebesgue integrals do not span Banach spaces. The method
used was the Banach Fixed Point Theorem to guarantee the existence and uniqueness of
the solutions of Ordinary Differential Equations in Banach spaces, and a main tool was
to estimate the norm of an integral of Bochner by a Lebesgue integral. The result that
was found in the investigation was that the Bochner integral allows to demonstrate the
generalization of the existence and uniqueness of the solutions of ordinary differential

equations for a problem of Homogeneous abstract cauchy.

Keywords: Existence, Uniqueness of solutions, Ordinary Differential Equations, Banach

spaces, Bochner Integrals.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

En matematicas, una ecuacion diferencial abstracta es una ecuacion diferencial en
la que se desconoce la funcién y cuyas derivadas toman valores en un espacio abstracto
general (Banach, Hilbert, etc). La presente investigacion tiene por principal propdsito
probar la generalizacion de la existencia y unicidad de las soluciones de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias definidas en espacios de Banach(Problema de Cauchy abstracto)
utilizando las integrales de Bochner y el teorema del punto fijo de Banach. Dado que las
ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales pueden representar una amplia variedad
de fenémenos naturales en campos como la Fisica, Quimica y Biologia, su aplicabilidad
es extensa. Ademds, las ecuaciones diferenciales tienen un amplio alcance en dreas como
Ingenieria, Economia, Ciencias Sociales, Astronomia e incluso dentro del propio 4mbito
matemadtico. La causa es simple, si un fendmeno se puede expresar mediante una o varias
razones de cambio entre las variables implicadas entonces correspondientemente tenemos

una o varias ecuaciones diferenciales. (Becerril y Elizarraraz, 2004)
1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La relevancia que ha obtenido el teorema del punto fijo de Banach en diversas
areas de las matemadticas, como en topologia, cdlculo numérico, ecuaciones diferenciales,
la teoria de optimizacion y la teoria de aproximacién para resolver ecuaciones; es debido
a que se pueden crear diferentes pruebas y cdlculos de manera que al final se reduzca a
determinar la existencia de un punto fijjo de una aplicacion contractiva. (Aldama, 1988).
La dificultad que se encontré al estudiar métodos variacionales fue justificar la existencia
y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach, puesto que

esto permite entender el Lema de Deformacidn, el cual es herramienta principal para

12
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comprender el célebre teorema de Paso de la Montafia. En este trabajo de investigacion se
pretende extender el teorema de la existencia y unicidad de las soluciones de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias definidos en el plano, como el teorema de Picard; hacia el espacio
Banach utilizando como herramienta principal las integrales de Bochner, en esencia se
seguird la misma idea de la demostracion del teorema de Picard. El problema objeto de
estudio es probar la version del teorema de Picard para funciones definidas en un espacio de
Banach no necesariamente de dimension finita, teniendo como objetivo principal utilizar la
integral de Bochner para probar el teorema de Picard abstracto; debido a que las integrales
de Riemann y las integrales de Lebesgue no abarcan elementos de Banach. (no contemplan
el uso de la norma como principal medida a los elementos de Banach) El método que se
us6 fue el teorema de Punto Fijo de Banach para garantizar la existencia y unicidad de
soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria en espacios de Banach, y una herramienta
principal fue estimar la norma de una integral de Bochner por una integral de Lebesgue.
Se espera poder probar el teorema de Picard en espacios de Banach con ayuda de las

integrales de Bochner.
1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

El presente estudio ayuda a entender el teorema de existencia y unicidad de las
soluciones de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en espacios de Banach, por lo cual, se

resume a responder la siguiente pregunta:

(Coémo el uso de las integrales de Bochner, permite generalizar la demostracién
de la existencia y unicidad de las soluciones de Ecuaciones diferenciales Ordinarias en

espacios de Banach?

13
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1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

Las integrales de Bochner junto con el teorema de punto fijo de Banach permite
generalizar el teorema de Picard hacia espacios abstractos (espacios de Banach de

dimension finita o infinita).
1.4. JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

La importancia de la investigacién es generalizar el teorema de Picard para
funciones definidas en espacios de Banach, esto permitié entender con suma facilidad la
demostracion del Lema de Deformacion el cual es fundamental para demostrar el teorema
del Paso de la Montafia (Ambrosetti y Rabinowitz,1973) utilizado en las investigaciones

actuales.

El aporte que se realiz6 es la extension del teorema cldsico de Picard para espacios
de Banach utilizando las integrales de Bochner, puesto que, el espacio de los nimeros
reales en particular es un espacio de Banach, también es importante decir que los espacios

de Banach que se trabajé pueden ser de dimension finita o infinita.

La investigacion en matemadticas tedricas en nuestro pais es inferior a otros paises
desarrollados, por lo cual, el propédsito de la investigacion de la tesis fue implementar el

acervo de investigacion acerca del teorema de Picard en espacios de Banach.
1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo General

Utilizar las integrales de Bochner y el teorema del punto fijo de Banach para
generalizar la demostracién de la existencia y unicidad de las soluciones de ecuaciones

diferenciales ordinarias en espacios de Banach.

14
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1.5.2. Objetivos especificos

e Realizar la adaptacién de las propiedades de norma de integrales de Riemann para
integrales de Bochner mediante el teorema funcién Bochner-integrables.

e Utilizar el teorema de punto fijo de Banach para generalizar la demostracién del
teorema de Picard.

e Probar la existencia y unicidad de la solucién del problema de Cauchy abstracto

homogéneo,

dq;gf) —A(Wult) 0<s<t<T
u(s) =z, zeX

donde t — A(t) es continua, y X es un espacio de Banach.

15
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CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES

La dificultad que se encontrd al estudiar métodos variacionales fue probar la
existencia y unicidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios
de Banach, porque permite entender el Lema de Deformacion, que a su vez es una
herramienta principal para comprender el teorema de Paso de la Montafia. Las siguientes

investigaciones publicadas tienen relacion con el trabajo propuesto:

Las ecuaciones diferenciales por el hecho de representar un modelo matematico
para ciertos fendmenos, fue necesario realizar un estudio cualitativo y cuantitativo acerca
de sus soluciones. Asi también se hizo un estudio tedrico y practico acerca de problemas
de valor inicial, existencia y unicidad de soluciones y funciones de Lipschitz (Azagra,
2018). La teorfa de ecuaciones diferenciales se distingue tanto por su riqueza de ideas
y métodos como por sus aplicaciones. El teorema de Picard y de Peano son analizados
junto a las propiedades generales de las funciones que son las soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias, a partir de hip6tesis sobre funciones que las definen, usando

recursos de andlisis matemdtico cldsico y del dlgebra lineal (Sotomayor, 1979).

La integral de Bochner se enfoca en definir una integral para funciones que
operan en un espacio de medida y tienen valores en un espacio normado. Esta teoria
se ha demostrado ser invaluable en el campo del Andlisis Funcional, Ecuaciones
Diferenciales, Probabilidad, Teoria de Semigrupos, entre otros. La integral de Bochner es
una generalizacién de la integral de Lebesgue en el contexto de los espacios normados
(Hille y Phillips, 1957). Algunas propiedades de la integral de Lebesgue, tales como,

la linealidad de la integral, el Teorema de la Convergencia Dominada, el Teorema de

16
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Diferenciacién de Lebesgue, se siguen conservando para la integral de Bochner; sin
embargo hay otras propiedades de la integral de Lebesgue, como la monotonia de la
integral, no tienen sentido en el contexto de los espacios normados, a menos que se
introduzca un orden en el espacio normado (Sanchez, 2017). La integral de Bochner
es una abstraccion directa de la integral de Lebesgue. Se podria decir que la integral de
Bochner es solamente la integral de Lebesgue donde el valor absoluto ha sido reemplazado

por la norma en el espacio de Banach con algunas restricciones (Leal, 2017).

El teorema del punto fijo de Banach destaca como una herramienta esencial porque
proporciona una técnica para demostrar numerosos teoremas de existencia y unicidad en
diversos campos del andlisis, asi como en otras ramas de las matemadticas. El teorema
también proporciona una forma clara de generar una solucién aproximada a través de un
proceso iterativo que converge a la solucién exacta. (Loayza, 2006). El teorema de Punto
fijo de contracciéon de Banach aplicado a la demostracion de un teorema de existencia
y unicidad de la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciéon en un
intervalo dado, el cual, aparte de garantizar la existencia y unicidad de solucién de las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias proporciona el método de aproximaciones sucesivas
mediante el cual a veces se puede encontrar la solucién al problema de condicién inicial

(Aldama 1988).

Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo con la
métrica inducida por su norma. Existen relaciones entre ecuaciones diferenciales y
andlisis funcional, con énfasis principal en sistemas contables de ecuaciones diferenciales

ordinarias(Deimling, 1977).

17
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2.2. MARCO TEORICO

En esta seccidon se desarrolla los conceptos matemdticos importantes que son
necesarias para el desarrollo y obtencion de los resultados de la presente investigacion;
tal es el caso de del teorema del punto fijo de Banach, espacios normados, problemas de

Cauchy, entre otros.
2.2.1. Existencia y Unicidad en Espacios Euclideanos

Definicién 2.1. Una funcién F': U C R x R® — R es Lipschitziana en U con respecto

a la segunda variable, si existe una constante L > 0 tal que:

|F(t,l’) - F(tay)| < L|£U _y|> V(t,l‘), (t’y) cU

en este caso L es llamada constante de Lipschitz (Sotomayor, 1979, pag. 17).
Definicion 2.2. Sea (X, d) un espacio métrico, se dice que F' : X — X es una
contraccion, si d(F(x), F(y)) < kd(z,y),0 < k < 1, Vz,y € X (Sotomayor, 1979, pag.

18).

Figura 1. Contraccion

Fuente: creacion propia
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Definicién 2.3. Sea X un conjunto no vacio,z € Xy f : X — X una funcién, decimos

que f es un punto fijo de f siy sélosi, f(z) = x. (Vdzquez, 2018, pag. 11).

Observacion 2.1. Paracadax € X yn € {0,1,2,---} definimos inductivamente f"(z)
como fO(z) = zy " (x) = f(f"(z)). A la sucesién {f"(x)} se le llama sucesién
de iteradas de Picard, sucesion de iteradas o sucesién de aproximaciones sucesivas.

(Vdzquez, 2018, pg. 12)

Definicién 2.4. Una Ecuacién Diferencial Ordinaria es una relacién del tipo

x(k") — F(t’ x’ 1', e ’m(k_l))

donde t € R, 20 € R?parai € {0,1,2,...,k — 1}y F : U — R? es una funcién

continua en un abierto U C Rtkd

e L es el orden de la ecuacién diferencial ordinaria.
e desla dimensién de la ecuacion diferencial ordinaria.
e Si F'no depende de t diremos que la Ecuacién diferencial ordinaria es auténoma,

caso contrario no es autbnoma. (Macias et. al, 2018, pag. 18 ).

Definiciéon 2.5. Una solucién de una Ecuacién Diferencial Ordinaria z®*) =
F(t,z,a', - 2% D) esunacurva ¢ : I — RY, k- veces diferenciable en un intervalo

abierto [ satisfaciendo:
@) (t (1), ¢'(1),--- ,9* D) cU
(i) p®)(t) = F (t,0(t),¢'(t), - , %), donde ¢ (¢) es la i-ésima derivada de .

(Macias et. al, 2018, pag. 19)
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2.2.2. Problema de Cauchy (PVI)

En este apartado se estudia la existencia y unicidad del Problema de Valor Inicial
(PVI) utilizando la estrategia de Picard, con la finalidad de adaptar estos conceptos en
espacios de Banach, el cual se estudiara en los resultados principales. Para este propdsito
iniciaremos enunciando el problema de Cauchy clasico:
Sea U abierto de R4y F: U — R< una funcién continua. Para (¢, z) € U,

considere:

Z(t) =F(tx)
2.1)

x(tg) =X

Una solucién del problema de Cauchy (PVI) viene dada por ¢ : I — R? de la Ecuacién

Diferencial Ordinaria (EDO) (Macias et. al, 2018, pag. 22 )

o' = F(t,x) al que ty € I'y p(to) =z, o(t) = F(t, (1))

Figura 2. Problema de Cauchy

d

(£:00)

L

Fuente: creacion propia

Proposicion 2.1. El problema de Cauchy es equivalente a la ecuacién integral

t
z(t) = xo + / F(s,x(s))ds, paracadate I (2.2)

to
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esto es, una curva diferenciable ¢ : I — R? tal que (¢, p(t)) C U es solucién del
problema de Cauchy, si y solo si, satisface la ecuacién integral de (2.2) (Gallardo, 2013,

pag. 134)

Demostracion. Demostremos en ambos sentidos, es decir,

(=) ¢(t) es solucién del problema de Cauchy, entonces,

P(t)=Ft, o) y ¢lto) =z

1}mm=/¥@ﬂmm

to

ww—ﬂmsz@www

to

¢@=%+/F@MW%

to

(<) Sea ¢(t) tal que (£, ¢(t)) C U y satisface que:

por otra parte, es obvio que ¢(tg) = .
De esta forma ¢ : I — R% es solucién de la ecuacién (2.1). [ |

Teorema 2.1 (Principio de aproximaciones sucesivas). Sean X un espacio métrico, f :
X — X una funcién continua, o € X yz € X.Si lim f"(zq) = z, entonces f(z) = z,
n—oo

es decir x es un punto fijo de f. (Vazquez, 2018, pag. 12).

Demostracion. Como f es una funcién continua podemos intercambiar el limite con la
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funcién f.

f(z) =f(1m f*(x0))

£(a) = lim £ (a0)
f(z) =x |

Teorema 2.2. Sean X un espacio métrico completo, « € (0,1) y f : X — X una funcién

a—contractiva. Entonces f tiene a lo mds un punto fijo z € X. (Vazquez, 2018, pag. 12).

Demostracion. Supongamos que z y y son dos puntos fijos de f, esto implica que:

d(z,y) = d(f(z); f(y))
d(z,y) < ad(z;y)

d(z,y)(1 —a) <0

con lo cual queda demostrado que f posee un tnico punto fijo. |

Teorema 2.3 (Teorema del punto fijo de Banach). Sean X un espacio métrico completo,
a € (0,1) y f: X — X una funcién a— contractiva. Entonces, f tiene un tnico punto

fijo z € X. Ademds, dado z( € X, se tiene

n

Estimaci6n del error: d (f"(zo), x) < (1Oi a) d(xq, f(z0))

(Vazquez, 2018, pag. 13)

Demostracion. Por el Teorema 2.2. f tiene a lo mds un punto fijo. A continuacién
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demostraremos que la sucesion {f"(x)} es de Cauchy. Notemos que para cada n €

{0,1,2- -} tenemos:

d (f™(o), f" M (z0)) < ad (f* (o), [™(w0))

< ad (f"2(xo), [ (20)) < - < a"d (w0, f (o))

Entonces, para m > n se tiene

d (f™(x0), f™(w0)) < d (f"(w0), F" M (x0)) + d (FF (o), f72(w0)) +
+ o d (7 (o), 7 (w0))
< a"d (g, f(mg)) + -+ -+ o™ 'd (20, f(20))

< a"d(zo, f(20)) (1 +a+a*+---)

an

11—«

A7), o)) < (7 ) d o, fa)

Por lo tanto, para m > n se tiene

an

1—

A0 o) 7)< (12 ) d oo f(a) @3)

De a € (0,1) y la ecuacién (2.3) se concluye que {f"(zo)} es una sucesién de Cauchy
y como X es completo, existe € X tal que la sucesién {f™(zo)} converge a z. Por
Teorema 2.1. = es un punto fijo de f, ya que f es continua. En (2.3), tomamos el limite

cuando m — oo y obtenemos:

an

1—

A" (wo)s o) < (12 ) d oo, faw) .

(Vazquez, 2018, pag. 13).
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Lema 2.1 (Lema Técnico). Sea (X, d) un espacio métrico completo. Si .# : X — X es
continua, y para algin natural m € N, #™ : X — X es contraccion, entonces, existe
un tnico punto fijo p € X de .#™, mas ain

lim #"(z)=p, VrelX

m—00

(Sotomayor, 2019, pag. 13).

Demostracion. Sea p el punto fijo atractor de .# ™ dado por el teorema de contraccion. Sea
n=mk+1lcon0 << m.Dadox € X, Z'(z) es un punto de X. Como p es atractor
de .Z™, tenemos (ya que {.#'(j)}, 0 < 1 < m es finito ) Eadk (#'(x)) — p, cuando
k — oo. De la relacién: Z"(z) = [F™]" (F'(x)) y del hecho que cuando n — oo se
tiene k — oo, se sigue que .#"(z) — p, cuando n — oo, esto es p es un atractor de %,
Probaremos ahora que .% (p) = p. En efecto,

p = lim F"(F(p))

n—oo

= lim Z#"*(p)

n—oo

Teorema 2.4 (Teorema de Picard). Sea U = I, X By, [, = {t e R: |t —ty| < a}
y By = {x € R": |x — 20| < b} asumir que F' : U C R x R* — R" es continua y

Lipschitz en U con respecto a la segunda variable. Entonces existe una tnica solucion del
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problema de Picard (Sotomayor, 2019, pag. 13).

(2.4)

definida en el intervalo I, donde
, b
a=min(a,— ), con M =sup|F(t,x)|
M U

Demostracion.

Afirmacioén 2.1. % (X) C X, de hecho,para t € I, tenemos que:

[ F () (t) = xo| =

[ Pssptsnas

to

L () () — o] < / F (s, 0(s)| ds
\F(0)(t) — o] < / " Mds
|- Z (p)(t) — x0] < Mo

|-Z (¢)(t) — x| = min {Ma,b} <b

Por lo tanto .7 (¢)(t) € By, Vt € I,

Afirmacién 2.2. ¢ € X, .Z () = () siy solo si, ¢ es solucién de Problema de Cauchy.

(Ecuacioén (2.1)). Basta aplicar la proposicién (2.1).

Afirmacion 2.3. .# es continua, .#™ es contraccion para algin m € N.

nily n
c L t0|d

Vamos a probar que |.Z"(p1)(t) — F"(p2)(t)] (1, 2), para todo oy y

n!

po€ X,n>0yt e l,. Aqui L es una constante de Lipschitz.

e n =0, entonces, |p; — 2| < d(ip1, P2)
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e Suponga valida la desigualdad paran = [

e n=1[+1

|ZH (o)1) — FH p2)(B)] = |Z (FLp0)) (1) — F (Flipn) (8)]
< / IF (5, F(01)(5)) — F (5, F(p2)(s)) | ds
< / L|F (91)(s) — F(p2)(5)| ds

! ! |3_t0|l
S/ L-L 'Td(SOlaS%)dS

to

Por consiguiente se tiene

PR
e 0) ~ P e < £ L )
(I+1)!
Tomando el sup,.; en ambos lados se sigue que:
n o LTL . a’I’L
d(F (1), 7"(2)) < ——d(p1, p2)

Paran =1

d(F(p1), F(p2)) < L-ad(er,ps), Vi, € X

entonces, . es continua.

Por otro lado, claramente se observa que:

(La)"

n!

luego podemos escoger n suficientemente grande de modo que < 1, entonces,

F™ es contraccion. Se sigue por tanto del lema 2.1. (Teorema del Punto Fijo de Banach),
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que .# admite un unico punto fijo ¥ y que:

lim " () =9, Vo € X

n—00

por tanto, queda demostrado el teorema de Picard. |

Figura 3. Teorema de Picard

»

fh-a ty-at, ty,+ta t +a R

Tomado de Equagdes diferenciais ordindrias (pag. 19), por J.Sotomayor , 2019

2.3. ESPACIOS NORMADOS

Definicion 2.6. Sea £’ un espacio vectorial sobre el cuerpo R, una norma sobre £ es una

aplicacioén ||-|| : £ — [0, 400) que cumple las siguiente propiedades:
(N1) ||z|| >Oparatodox € Ey ||z|| =0 < x =0.
(N2)  ||lax| = |a| - ||z|| para todo escalar a y todo = € E.

(N3) ||z +y| < ||=|| + ||y|| para cualesquiera x,y € E
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Un espacio normado es un par (F, ||-||) donde E' es un espacio vectorial sobre R y
||-|| es una norma sobre E, se dice que (E, ||-||) es un espacio normado real (ver anexo A)
(Vera, 2011, pag. 11).
Definicién 2.7. Una sucesion (x,,) en un espacio métrico (F, d) se dice que es de Cauchy
cuando cumple la condicién: Para cada € > 0 existe un n(e) € Ntal que si p > g > n(e)

= d(X,,Xmn) < € que se suele expresar en la forma abreviada como:

lim d(x,,%,) =0
pq

(Vera, 2011, pag. 21).

Definicion 2.8. Un espacio métrico (E,d) (ver anexo) Se caracteriza como completo
cuando toda sucesion de Cauchy es convergente. Un espacio normado, real o complejo,
(E, ||-]|), se dice que es completo cuando el espacio métrico asociado es completo. A los
espacios normados completos se les llama también espacios de Banach (Vera, 2011, pag.
21).

Figura 4. Relacion entre diferentes espacios
E. Topoldgico
E. Métrico

E. Normado

FE. Banach

Fuente: creacién propia

Ejemplo 2.1 (Espacio euclidiano R™). Dado un ndmero natural n € {1,2,...}
Denotaremos por R™ al conjunto de todas las n-adas ordenadas de nimeros reales
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(1,29, ...,x,). Es decir,
R" :={x = (z1, 22, - ,2,)/z; € R}

R™ es un espacio normado con la norma,

x| = /2t + a3+ +a2

(Kreyszig, 1978, pag. 6).
Ejemplo 2.2 (Espacio [,). Seap € [1,00), [, es el conjunto de sucesiones de (¢;) nimeros

reales tales que,
o0
> lgP
k=1

es convergente. Es decir,

o
- A ; E : P
lpy =1 (&)52, 1§ € K paratodo j €Ny 1€;]P < o0
j=1
Ademads, en este caso las operaciones usuales de funciones se convierten en las operaciones

usuales de sucesiones y la norma |-, se transforma en

o 1/p
(€3l = (Z |€j|p>
=1

(Botelho, 2011, pag. 11)
Ejemplo 2.3 (Espacio /). Es el conjunto de sucesiones de nimeros reales () acotadas,
tal que,

sup }xk‘
keN

existe. es decir,

loo = {(fj);?';l 1§ € K paratodo j € Ny sup,ey €] < oo}
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Podemos concluir que es un espacio de Banach con las operaciones habituales de funciones

y con la norma

1(6)524 |, = sup{I&;] - j € N}

(Botelho, 2011, pag. 12)
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CAPITULO III
MATERIALES Y METODOS

La investigacion se desarrollé de manera tedrica en la Escuela Profesional de Cs.

Fisico Matemdticas de la Universidad Nacional del Altiplano-Puno.
3.1. MATERIALES

e Laptop,

e Libros.

e Articulos cientificos,

¢ Dispositivo de impresion,

e Articulos de escritorio (1apiz, boligrafos y goma de borrar),
e Papel bond,

e Plumones para pizarra.

Anadiendo a los materiales que se contempld, se tiene el estudio de las integrales
de Bochner y el teorema del punto fijo de Banach, los cuales se utilizaron para alcanzar

los objetivos.
3.1.1. La integral de Bochner

Este concepto es una herramienta necesaria que se utilizard para poder generalizar
el Teorema de Picard Clasico en un ambiente de Banach abstracto. Para toda esta seccion,
consideraremos que X es un espacio de Banach sobre Ry (€2, X3, ;1) un espacio de medida.
Definicién 3.1. Sea f : 2 — X, entonces f es simple si, para algin n € N, existen

vectores Ty, Ts,...,T, € X y conjuntos Y-medibles Ay, Ay, ..., A, C €2, dos a dos
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disjuntos, tales que, para todo t € €2,

1) =3 xa, (02

Definicion 3.2. Una funcién fuertemente medible f : 2 — X es Bochner integrable
si existe una sucesion (f,) de funciones X-integrables tal que la funcién real medible

||f — full es Lebesgue integrable para todo n y ademas
tim [ 1 = fulldi=0

En este caso, para todo E € 3, la integral de Bochner de f sobre £ estd definida por

/ Jdp = lim / Yafud

(Sanchez, 2017, pag. 60).

La coleccién de todas las funciones Bochner integrables es un subespacio vectorial de
M (9, X) y laintegral de Bochner actia como un operador lineal desde este espacio hacia
X. (Séanchez, 2017, pag. 60).

Teorema 3.1. Si f y g son dos funciones Bochner integrables y «, 5 € R, entonces

af + (g también es Bochner integrable y

/Jﬂ(aerﬁg)du:a/Efdquﬁ/Egdu

para todo E € X. (Sanchez, 2017, pag. 60).

Demostracion. Como fy g son Bochner integrables, existen dos sucesiones de funciones
X-integrables (f,,) y (g ) tales que las funciones reales || f — f,.|| v ||g — gn|| son Lebesgue

integrables para todo n y ademads
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tim [ = fullda=0 3 lim [ 17~ filldu=0

Notemos que la sucesién ( f,, + g,) es una sucesién de funciones X -integrable y ademds,

para todo n se tiene:

[ Was +89) (ot + Bg )= [ a(r = £) + Bl = )l do

Q Q
< / (ol I = full + 181 Ilg = gall )i
s/Qw |!f—fn!|du+/Q|B! 19— gull di

/Q I(af + B9) — (afo+ Bl dit < o0

Asi,

I(eef + Bg) — (efu + Bgn)l

es Lebesgue integrable para todo n. Mds aun,

ti [ @t +80) = (@t + Bl du < Jal Jin [ 1 = fulldut 18] Yin [ g = gl

Como los limites que aparecen en el lado derecho de la desigualdad previa convergen a

cero, se tiene que:

Jim / l(@f + Bg) — (afu + Bow)ll dpt = 0

Asi, (f + g) es Bochner integrable como se recuerda. Por lo tanto, al aprovechar el hecho

de que la integral de Bochner constituye un operador lineal que se extiende de Lx a X,y
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de la continuidad de la suma y de la multiplicacién escalar de X, tenemos

[as+ 9y = tim[(afu + So.)du

n—oo

= lim (a/fndu—irﬂ/gnd,u)

= hm oz/fndu-l- lim ﬁ/gndu

=« h’m fadp + B lim /gnd,u
n—00

/fdu+ﬁ/gdu L

(Sanchez, 2017, pag. 60).
Teorema 3.2. Sean (X, >, ;1) un espacio de medida, F un espacio de Banachy f : X —

E una funcién Bochner- integrable y A un conjunto medible (ver anexo B). Entonces,

H / fduH < [ 171 dn

(Botelho, 2011, pag. 210).
Para visualizar la relacion que existe entre la integral de Lebesgue y la integral de Bochner.

(ver el anexo C)

Demostracion. Consideremos que f tiene soporte en A, ya que [, fdu = [, fxadpu.
Supongamos, primeramente, que f es una funcién simple. Por la definicién (3.1), f es de

la forma

n

F(t) =Y xa ()

k=1

34

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

para algin n € Ny como A, C €2, x, € X para todo k. asi mismo,

Q@ k=1
i <>~ [l d
Q k=1 Y Ak

Como los conjuntos Ay, son disjuntos dos por dos y f(t) = xj siempre que ¢ € Ay, se

deduce que,

[ sin si / el dp
/Qfdu <Z/ £ @) du(t)

/Qfdﬂ S/QHflldu

Supongamos, ahora, que la funcién f es Bochner integrable. Sea ( f,)(ncn) una sucesion

de funciones simples tales que lim [, fdu = [, fodp de acuerdo con la definicién (3.2) y

sup,, || fn(®)]] < || f(t)|], para todo ¢ € 2. En este caso, se tiene,

H/andMH S/QanHdM
H / fnduH < [1rhan

H / fduH < [ 171dn

para todo n € N. Por tanto,
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Teorema 3.3. Sea (2, ¥, ;1) un espacio de medida finita y sea f : 2 — X una funcién
-medible. Entonces f es Bochner integrable si y s6lo si su funcién norma || f|| es Lebesgue

integrable, es decir, [ || f|| di < oo (Sénchez, 2017, pag. 63).

Demostracion. Supongamos que f es Bochner integrable, entonces existe una sucesion

(fn) de funciones X -integrables tales que 1im,, o [ 4, dp. Entonces

u@W@£AW—MMHLWMW<m

para n lo suficientemente grande.

De manera reciproca, supongamos que f (y en consecuencia || f|| ) es fuertemente medible
y Jo I flldi < co. Y como una funcién f : Q — X es pu-medible si y s6lo si existe una
sucesion (f,,) de funciones p-medibles y numerables tal que f,, — f; elijamos una
sucesion de funciones medibles (f,,) tal que ||f — f,| < % para todo entero positivo 7.
Como || full < || fnll +% y j es finita, entonces [, || f»|| die < oo. Para todo entero positivo

n, escribimos
oo
fn: § $n,mXEm,n
m=1

donde E,,; N E, ; = 0 parai # j, E,.m € 5, xnm € X. Luego, para todo n, escojamos

pn tan grande que

[0 inlde< @y
o E

m=pn+1 Fn.m

ysea g, = Zf,szl TnmXEn.,- ENtONces g, s una funcion X-integrable y

Aw>%wmsAW—nwwg@m—%Mu
< Q) /nt < u(Q)/n

< 2u(Q2)/n
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Por lo tanto, f es Bochner integrable, como se queria demostrar. |

A continuacién presentamos algunas propiedades sobre la integral de Bochner

Teorema 3.4. Si f es una funcién -Bochner integrable, entonces:
(i) || [, fdu|| # [, || /|l du, paratodo E € %

(iii) Si (E,) es una sucesi6n de conjuntos disjuntos por pares de Xy E = (J 7, E,,

entonces
fdp = fdp
(iv) Si F(E) = [, fdpu, entonces, F es de variacién acotada y || F|| (E) = [, || f| dp.

para todo E € X. (Sanchez, 2017, pag. 66).

Demostracion. (i) Observemos que #(lEf;I)Il) . Jullflldp = 0 para f € Ly(u). En efecto,
dado quef € Ly(u), entonces ||f]| : © — R es Lebesgue integrable, es decir,
Jo 1|l dp < oo, entonces si ju(E) = 0 para algin E € X, entonces || f| xpdp = 0
pi-casi donde quiera y de aqui tenemos que [, || f|| xzdp = 0, y asi, por el Teorema

de Pettis, se tiene lim [, ||f|| du = 0y por (ii) obtenemos
w(E)—0

0<

< i =
Jim / fduH Jim / T

Por lo tanto, i dp =0
oroanou(ér)ri)OfEHfH 1

(ii) Existe una sucesion de funciones X-integrables (f,) tal que, [, fdu = lim [ f.du
n—oo

por ser f p-Bochner integrable y notemos que || [ fudp|| < [ || f. | dp para todo n
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dado por el Teorema 3.1. y asi tenemos que:

i | fnduH H / fduH J st = tim [ 15

(iii) Notemos que la serie Y .~ | | 5, Jdu estd dominada término por término por la serie

convergente de niimeros no negativos ", [, || f[l du (< [, | Il dpe < o0), Porlo

tanto, Y >~ | 5, Jdu es absolutamente convergente. Para revisar su limite notemos

o

n m—+1

que

/U _ Jin Z / fu|| =

por la aditividad finita de la integral de Bochner. Md4s atn,

[e.9]

100 1 (Uit En) = 0. Por (i) tenemos que 1imy, o HfU fd,uH =0

—m+1

y, €n consecuencia,
fan=>" [ s
/Uff’:l En ; FEn

(iv) Si 7 es una particién de un conjunto F € ¥, entonces

S| [ <X [ isan= [isian

De aqui |F|(F) < [, ||f|l diy F es de variacién acotada por el Teorema 3.3.

DIF@AI=)

Aem

Reciprocamente, sea ¢ > 0 y seleccionemos una sucesién (f,) de funciones

X-integrable tal que

i [ = fulld =0
n—o0

Sea ng fijo tal que [ ||f — fa|ldi < €y elijamos una particién 7’ de E tal que

>|f fnocmH JIAL
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Ahora bien, elijamos una particién 7 de E que sea una refinacién de 7’ tal que

SR

[FI(E

Ber

Se sigue teniendo que

[ U=

S| [ v

Ademas,

N TREE

s

S/E||f—fn0||d,u<€

Bem

De aqui se tiene que

‘|FI(E>—[E||anI|du':‘ |F|(E) B@/ ||fn0||du'< %

Como esto es valido para todo n suficientemente grande, de lo anterior se implica

FIB) = i [ A= [ 1111 d

Por tanto, queda demostrado el teorema. |

que

Teorema 3.5. Si f y g son Bochner integrables y [, fdu = [, gdu para todo E € X,

entonces, [ = g para pu-casi donde quiera (Sanchez, 2017, pag. 68).

Demostracion. Sea F(E) = [,.(f — g)du. Entonces F(E) = 0 para todo E € X. Por lo

tanto, F'(F) = 0 para todo £ € ¥. Pero entonces,

— [ 17 gl au
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y asi || f — g|| = 0 p-casi donde quiera. Esto solamente puede suceder si f = g u-casi

donde quiera. |

3.1.2. El teorema del punto fijo de Banach

Este apartado ya fue estudiado y demostrado dentro del marco tedrico; sin embargo,

hacemos incapié de que dicho estudio fue realizado en el espacio Euclidiano.
3.2. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION
3.2.1. Tipo de investigacion

El tipo de investigacion es inductivo y analitico con un enfoque cualitativo, ya
que esta basada en la revision bibliografia y es fundamentalmente tedrica, también
se caracteriza en profundizar los resultados y aumentar el conocimiento del tema de

investigacion.
3.2.2. Método

En primer lugar, [ || A(7) [u(7) — v()] || cdT es una integral de Boshner, puesto
que f(7) = A(7) [u(T) — v(7)] es una funcién Boshner - integrable y [s, t| es un conjunto
medible, entonces por el teorema 3.2. la norma de la integral de Boshner de f(7) es menor

o igual que la integral de Lebesgue de la norma de f(7).

Seguidamente, como todo espacio de Banach es un espacio métrico completo, la funcién

[ A )~ o ar

Xs/HMﬂwh%WWmuW

auxiliar .# es continua y ademds .#" es una contraccion entonces, por el teorema 2.3.
(Teorema del punto fijo de Banach) se concluye que existe un tnico punto fijo u en
C([s,T] : X), el cual permite encontrar la funcién u(t) = z+ |, " A(T)u(7)dr. Finalmente

con los resultados anteriores se logra la generalizacion de la existencia y unicidad de las
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soluciones de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en espacios de Banach.
3.3. VARIABLES
3.3.1. Variable independiente
Integrales de Boshner y el teorema del punto fijo.
3.3.2. Variable dependiente

Existencia y Unicidad de las soluciones de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

en espacios de Banach.
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo nos concentraremos en generalizar el teorema cldsico de Picard.
Mas exactamente, se probara la existencia y unicidad de un problema de Cauchy abstracto

en el ambiente Banach.

Para nuestra investigacion primero necesitamos enfocarnos en la generalizacion
del Lema Técnico para espacios de Banach, en seguida adaptar las estimativas utilizando

integracién de Bochner.
4.1. PROBLEMA DE CAUCHY ABSTRACTO

Definicion 4.1 (El problema del valor inicial homogéneo). Sea X un espacio de Banach y
A un operador lineal de D(A) C X en X. Dado x € X el problema de Cauchy abstracto
para A con datos iniciales z consiste en encontrar una solucién u(t) para el problema de

valor inicial

du(t)
= Au(t),  t>0

dt " 4.1)
uw(0) ==

donde por solucién entendemos una funcién u(t) con valor en X tal que u(¢) es continua
para ¢ > 0 continuamente diferenciable y u(t) € D(A) parat > 0y (4.1) se satisface.
Tenga en cuenta que como u(t) € D(A) parat > 0y u es continua en t = 0, (4.1) no

puede tener una solucién para = ¢ D(A). (Pazy, 1983, pag 100).
4.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD EN ESPACIOS DE BANACH

En este apartado se desarrollara la generalizacion del teorema del Teorema clasico
de Picard utilizando como herramientas la adaptacion del lema técnico para espacios de

Banach y la estimativas del integracion de en el sentido de Bochner, pues nuestros espacios
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son abstractos y no necesariamente euclidianos.

Teorema 4.1 (Existencia y unicidad de la solucién del PVI (P) ). Sea X un espacio de
Banach y paratodot,0 <t < T'ysea A(t) : D C X — X un operador lineal acotado.
Si la funcién que va de t — A(t) es continua, entonces para cada = € X el problema de

valor inicial

Wlt) gty 0<s<t<T
p) ) i 4.2)
u(s) ==

tiene una unica solucidn clasica w.

Demostracion. Sea:

a= mix [[A@®)],

se define una aplicacién S de C([s, T : X)) en si mismo por
t
(Su)(t) =z + / A(r)u(r)dr (43)

Denotando ||u|| = méxs<i<r [|u(t)||

(500 - S0l = o+ [ Arutr)ar (o + / Aryu(ryar)

X

_ / " A(ryu(r)dr — / " A(ryo(r)dr

X

Y

X

- / A(r) [u(r) — o(r)] dr
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luego, por las nociones de Bochner, especificamente el Teorema 3.2, tenemos:

[(Su)(t) — (Sv)(B)] x < /St JA(T) [u(r) = o(7)] || dr
<o [ sup utr) = o1
< a/j”u—vHOOdT
< a”u—vHoo/:dT

[(Su)(t) = (Sv))]|x < alt —s)[lu -], s<t<T (4.4)
Vamos a probar que:

t — n
)0~ S0y <0 v s<i<T @)

(i) n =1 Ya fue demostrado (ecuacion (4.4.))

(i) n =2

[(s%)(®) = (S*0)(0)] = ISESw)E) - (SEDx
(00 — (520 = o+ [ ADIS@IEE) - (+ [ ADISEIE)

X

//W%ﬂw—S@Mﬂﬂﬂ

X

S/ AL (@) = S)(T)]]x d(T)

< max ||A(7)|| a(r —s) ||lu — v|| d(7) de lahipétesis n =1

s a<t<T
t
Sawu—wwjkf—@aﬂ
2 1 2
<ol (t— 6 u—wl,

2!

(i) n=1 = n=10+1
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(") (t) — (5" 10) (1) = [[(S(S™w)(8) — (S(S")) ()]

Wg“wﬁrﬂy“wﬁmx=rwﬁ[AvawmﬂMﬂ—(x+KZWN§@WﬂﬂﬂN

/Zaﬂw%o—ﬁwmﬂaﬂ

X

s/memnw%o—smmvmxaﬂ

< mta<xT |A(T)|| &' (T = 8)"|Ju — v||, d(7) del resultado n =1
s a<is

t
<o u =l [ (= s

(5" 120(6) = (S 0)(0)] 5 < @' 0 = 9 =

oo

Aplicando supremo a ambos lados de la ecuacién (4.5.) obtenemos:

(T —s)"

I(5) = (S"0)l < 0"

[ — vl

Observe que

1m1%ﬁ@_sw}:0

n—oo

Luego podemos escoger n suficientemente grande de modo que

n!

entonces S” es contraccion. Se sigue del lema 2.1. (Lema Técnico-TPFB), que .S admite

un dnico punto fijo u en C([s,T] : X), es decir,

N ue (s, T): X) talque S(u) = u.
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evaluando en ¢, tenemos

y es asi que se encuentra la funcién wu(t)
t
u(t) =x +/ A(T)u(T)dr (4.6)

como u es continuo, la parte derecha de (4.6) es diferenciable. De este modo u es
diferenciable y su derivada, obtenida diferenciando (4.6), el cual satisface u/(t) =
A(t)u(t). También u es solucion del problema de valor inicial (4.2). Como cada solucién

de (4.2) es también una solucién de (4.6), la solucion de (4.2) es unica. |
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V. CONCLUSIONES

Al terminar esta investigacion, se lleg6 a las siguientes conclusiones:

- Se aclaré elementos de nuestra demostracion generalizada, con rigor, el paso donde

H / fduH < [1rhas

se observa que el lado izquierdo de la desigualdad es la integral de Bochner y
el lado derecho es la integral de Lebesgue y gracias a esta relacién de integral
Bochner- Lebesgue se pudo demostrar la generalizacion de la existencia y unicidad

de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach.

- Laintegral que puede lidiar con elementos de Banach, es la integral de Bochner, el cual
es el aporte de la presente investigacion al poder utilizarlo en la demostracién de la

generalizacion del problema de Picard en espacios de Banach.

- Se logro generalizar el problema de Picard cldsico por un problema de Cauchy abstracto,

utilizando las integrales de Bochner.

- Se utiliz6 el teorema del punto fijo de Banach para la generalizacién del teorema de
Picard clésico, adaptando propiedades de la integral de Riemann hacia las integrales

de Bochner.
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VI. RECOMENDACIONES

- La demostraciéon de la generalizacién del problema de Picard abstracto se realizd
haciendo uso de operadores lineales acotadas, quedando la posibilidad de realizar

la generalizacion cuando el operador lineal

A(t): D(A(t)) € X — X

no sea limitado.

- Un buen trabajo futuro seria, estudiar el problema de Cauchy Abstracto no homogéneo

du(t)
dt

+ A@)u(t) = f(t)

- La generalizacion del problema de Cauchy abstracto se realiz6 utilizando la integral de

Bochner, seria recomendable demostrar este problema

utilizando el teorema de Lax-Milgram.
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ANEXOS

ANEXO 1: Espacios vectoriales y espacios métricos

Estas definiciones permitieron entender de una mejor manera los conjuntos de
partida y de llegada de las diferentes funciones con las que se trabaj6. Algunos ejemplos

de espacio vectorial son los espacios R, R", etc.
Espacios vectoriales

Definicién Al.1. Sea K un conjunto, y sean (+) y () operaciones de K. Se dice que
(K, +, ) es un cuerpo si (K, +, -) es un anillo conmutativo y todo elemento no nulo de K

tiene inverso multiplicativo. Es decir:

¢ (K, +) es un grupo abeliano.
e (K —{0},-) es un grupo abeliano.
e vale la propiedad distributiva de (-) con respecto a (+).

(Roque, 2020, Algebra Lineal, pag. 11).

Sea K el sistema de los nimeros reales R o complejos C y sea V un conjunto no

vacio en el que existen dos operaciones (Roque, 2020, Algebra Lineal, pag. 11).

(A) Adicion:

v,weV—sv4+weV (Clausura para la suma) (A1.1)

(M) Multiplicacion por un escalar:

aceKveV—sa-veV (Clausura para el producto por un escalar) (Al.2)

Definicién A1.2. Un conjunto V con un sistema de ndimeros K (reales o complejos) se

denomina Espacio Vectorial sobre K si ademds de satisfacer (Al.1) y (Al.2) también
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cumple los siguientes axiomas:

(A1) Asociativa: Dados u, v, w € V entonces:

u+ (v+w)=(ut+v)+w

(A2) Conmutativa: Dados u, v € V entonces:

ut+v=v+u

(A3) Existencia del Elemento Neutro Aditivo: Existe un elemento 0 € V, llamado

vector nulo, tal que para todo v € V:

O+v=v+0=v

(A4) Existencia del Inverso Aditivo: Dado cualquier v € V, existe un elemento en V,

denotado por —uv, tal que,

v+ (—v)=0

(M1) Asociativa para la multiplicacion: Paratodo ay f € Ky u € V, se tiene que:

(@-f)-v=a-(8-v)

(M2) Neutro Multiplicativo: Si 1 es el elemento unidad en K, entonces para todo v € V

se tiene que
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(M3) Distributiva por la izquierda: Dados el escalar « € Ky los vectores uy v € V,
entonces:

a-(u+v)=a-ut+a-v

(M4) Distributiva por la izquierda: Dados los escalares o, 3 € K y el vector u € V,

entonces:

(a+p) u=a-u+p-u

Espacios métricos

Definicién A1.3. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y d es una
métrica sobre X (o funcién distancia sobre X), es decir, una funcion definida en X x X

tal que paratodo z, y y z € X se cumple: (Kreyszig, 1978, pag. 3)
(M1) d(x,y) > 0 desun valor real finito y no negativo.

(M2) d(xz,y)=0siysolosiz =y

M3)  d(z,y) =d(y,z) (Simetria)

M4) d(x,y) > d(z,z) +d(z,y) (Desigualdad triangular)
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ANEXO 2: Nociones de medida

Para poder entender los conceptos de medida es necesario primero describir las
familias de subconjuntos de un espacio base “dlgebras y o-algebras”, conjuntos de Borel,
etc.

Definicion A2.4. Un o-dlgebra en el conjunto X es una familia > de subconjuntos de X

que satisface las siguientes propiedades:

(@ 0, XeXx

(b) Sea A € ¥, entonces A® =X —AeX

(c) Sea A,, € X, paratodo n € N, entonces, Uzozl A,eX

En este caso, el par (X, X)) es llamado espacio mensurable. Cada elemento del o-dlgebra

es llamado conjunto mensurable (Botelho, 2011, pag. 265).

Dada una coleccion A de subconjuntos de X, la interseccion de todas las o-dlgebras
que contiene .4, también es un o-algebra. Llamado o-algebra generado por .4 y denotada

por 3(.A). Note que 3(.A) es el menor o-dlgebra en X que contiene A.

X(A) = Z, donde .# son o — dlgebra que contiene a A
F2OA

Observacion A2.1. Cuando (X, 7) es un espacio topoldgico, la o-algebra (1) es llamada
o-édlgebra de Borel de X y es denotada por B = B(X). Los elementos de B son llamados
conjuntos de Borel o simplemente Borelianos (Botelho, 2011, pag. 265).

Definicién A2.5. La topologia habitual de R induce una topologia en R al considerar

como subconjuntos abiertos A C R de la forma:

(a) A C ResabiertoenR, o
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(b) A=[—00,a), paraalgin A € R, 0
(c) A =[a,00),paraalgin A € R, 0
(d) A es unaunién de conjuntos como los de (a), (b) o (c).

Consideraremos R como un espacio mensurable con el o-dlgebra de Borel B(R) relativa

a esta topologia (Botelho, 2011, pag. 266).
Funciones medibles

Definicion A2.6. Sea (X,Y) un espacio mensurable. Una funcién f : X — R es
mensurable, si f~1(A) € ¥ para todo boreliano A € B(R). El conjunto formado por tales

funciones sera denotado por M (X, 3J). Consideremos también el subconjunto:

MTY(X,2):={fe M(X,X): f(x) >0 paratodo z € X}

En el caso en que f(r) € R paratodo z € X, f es mensurable si f~!(A) € X para todo
Boreliano A de R. Si f asume (al menos) uno de los valores co y —oo. (Botelho, 2011,
pag. 266).

Proposicién A2.1. Una funcién f : X — R es mensurable, si y solamente si, los
conjuntos {x € X : f(x) = —oo}y{z € X : f(x) = oo} pertenecen a ¥ y es mensurable

la funcién

(Botelho, 2011, pag. 266).
Proposicion A2.2. Si f,g : X — R son funciones mensurables y A € R, entonces

también son mensurables las siguientes funciones (siempre que estén bien definidos): \f,
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f+9, f-9,|fl, max{f, g} ymin{f, g} (Botelho, 2011, pag. 266).

Medidas

Definicion A2.7. Una medida en el espacio mensurable (X, X2) es una funcién iz : ¥ — R

si satisfacen las siguientes condiciones:
(i p@) =0
(i) u(A) >0, VAeX

(iii) 1 es aditivamente contable en el sentido que si (A,,)$° ; es cualquier sucesién disjunto

(A, UA,, =0 si n+# m)de conjunto en ¥, entonces,
H (U An) = ZN(An)
n=1 n=1

La terna (X, X, i) es llamado el espacio de medida (Botelho, 2011, pag. 267).
Definicién A2.8. Sea (X, Y, ;1) un espacio de medida, decimos que la medida . es finita
si, u(X) < o0, Va € X. (Botelho, 2011, pag. 267).

Definicion A2.9. Sea (X, X, ;1) un espacio de medida, decimos que la medida es o-finita,

si existe (A,,)22; en X tal que

X:UAn y w(4,) <oo, Vn=1,2...
n=1

se dice que la medida A es finita si ;(X) < ooy se dice que es o-finita si existen conjuntos
(A,)5enXtalque X =7, A,y u(A,) < oo paratodo n. (Botelho, 2011, pag. 267).

Proposicion A2.3. Sea (X, X, ;1) un espacio de medida si A, B € X. Entonces,
(@) SiA,BeXyAC B,entonces u(A) < u(B).

(b) SiA,Be >, AC B,y u(A) < oo, entonces, (B — A) = p(A) — u(B).
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(¢) Si A, € X paratodon € Ny A; C A, C ---, entonces
(UA > —hm,u (Ay)
d) Ay DA D+ ypu(Ay) < oo, entonces
(ﬂA ) —hm,u (An)

(e) Si A, € X paratodon € N, entonces

(U] <X
= n=1
(Botelho, 2011, péag. 267).

Definicion A2.10. Sea (X, Y, i) un espacio de medida f, g, f,, :— R, n € N. Se dice

que:

(a) f esigual a g u-casi siempre, si existe A € ¥ tal que u(A) =0y f(z) = g(x) para

todo x € A, en este caso se escribe f = g u-casi siempre.

(b) (fn)2, converge para ji-casi siempre, si existe A € ¥ tal que u(A) =0y fu(x) —
f(z) para todo x € A°, en este caso se escribe f,, — f p-casi siempre o lim,, f,
p-casi siempre. (Botelho, 2011, pag. 268).

Proposicién A2.4. Silasucesion ( f,,)5° ; de funciones medibles en el espacio de medicién

(X, X, 1) converge en medida a la funcién medible f € M (X, Y), entonces existe una

subsucesion ( fnj);?’;l que converge j-casi siempre para f. (Botelho, 2011, pag. 268).
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ANEXO 3: Integral abstracta en un espacio de medida (X, ¥, ;1)

Para el propdsito del presente trabajo de investigacién es importante conocer
conceptos de integral de Lebesgue, como: definiciones, teoremas y propiedades; las cuales
guardan cierta relacion con las integrales de Bochner. A continuacion se presentan algunas
definiciones y teoremas de integracion.

Definicién A3.11. Sea (X, X, i) un espacio de medida. Se cumple lo siguiente:

(a) La integral de la funcién simple ¢ € M*(X,X) cuya representacién candnica es

= Z;”Zl a;jxa,; en relacion a la medida 1 es definida por
/ pdp = i ajp(A;)
X =
(b) La integral de la funcién f € M ™ (X, ) en relacion a la medida y esta definida por
/de,u = sup {/Xgod,u cp € MT(X,X) essimpley 0 < ¢ < f}
(c) Para f € MT(X,X)y A € %, se define,

/A fp = /X Fxads

(Botelho, 2011, pag. 268).

Proposicién A3.5. Sean f,g € MT(X,X)y A, B € X.

/deué/xgdu

(a) Si f < g, entonces
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(b) Si A C B, entonces,
[ gz [ o
A B

(¢) [, fdu = 0si, y solamente si,

j1-casi siempre.

(Botelho, 2011, pag. 268).

Proposicion A3.6. Se cumple:

(a) Una funcién mensurable f : X — R e integrable si, y solamente si, | f| es integrable.

/ fdu' < [ 1s1dn

(b) Sean f; g : X — R integrables y a € R. Entonces, af y f + g son integrables y

/Xafdu=a/xfdu y /X(f+g)du=/xfdu+/xgdu

(Botelho, 2011, pag. 269).

En este caso se tiene

Definicion A3.12. Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Una funcién f : X — Ces

Lebesgue- integrable (o integrable) si las funciones f;, f> : X — R definidas por

file) =Re(f(z)) v fa(z) = Im(f(z)),

son integrables. En este caso definimos

/deu=/Xf1du+i/szdu
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El conjunto de todas las funciones integrables f : X — K es denotado por Lx (X, 3, ).

(Botelho, 2011, pag. 269).
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ANEXO 4: Integracion vectorial

X es un conjunto no vacid, Y es un o-dlgebra de subconjuntos de X y pu es
una medida o-finita en .. Recuerde que los elementos de > son llamados de conjuntos
medibles y que, para cada conjunto medible A € ¥, la funcién caracteristica de A esta
denotada por y 4.

Definicién A4.13. Una funcién f : X — E es mensurable simple si existen conjuntos
medibles Ay, As, ..., A € Y conpu(A;) < oo,paraj =1,2,... ktalesque A,NA; =)

siempre que ¢ # j, y vectores by, by, ..., by € E tales que

Una funcién g : X — E es mensurable si existe una sucesion (f,,)>°; de funciones
simples mensurable, tales que f,, — g p-casi siempre.

(Botelho, 2011, pag 206).

Proposicion A4.7. Sea (f, : X — FE)22, una sucesién de funciones mensurables y
f: X — E.Si f, — f u -casi siempre, entonces, f es mensurable.

(Botelho, 2011, pag 207).

Teorema A4.1 (Teorema de la mensurabilidad de Pettis). Las siguientes afirmaciones son

equivalentes para una funcién f : X — FE.

a) f es mensurable.

b) f es débilmente mensurable, estoes po f : X — R es mensurable para todo ¢ € F'.
¢) ||f]l : X — R es mensurable.

(Botelho, 2011, pag 206)
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Demostracion. (a)=—> (b) Se sigue inmediatamente de la definicién 4.1.

)
n=1

(b)=—> (c) Como F es separable, existe una sucesién (¢,,) de funcionales lineales en
F' tales que ||, || = 1 paratodoie ||y|| = sup ¢;(y) paratodo y € E. Fijandoun A € R,
por hipétesis, los conjuntos A; := {x € X : p; 0 f(x) < A}, i € N, son medibles. Por

tanto también es medible el conjunto

(e X1l <2t ={re X mpw(i() <)

{z € X :¢i(f(x)) <\ VieN}

A

Il
Y

s
Il
R

esto prueba que la funcién || f]| : X — R es medible.

(c)= (a) Sea (y;)2, una sucesion densa en £. Por hipétesis, para cada i € N, la funcién
7o X — Romi(e) = |[f(2) = will
es medible. Por tanto para cualquier n € N fijo, el conjunto

X = {xGX:Ti(:ﬁ)S%}:{:L‘GX:f(:U)EB[yi,H},

es medible. Ademds de eso, la densidad de la sucesion, (y;)$°, garantiza que X = [ J;°, A;
Seguidamente definimos la sucesién, (A})52, de conjuntos medibles disjuntos, dos a dos

dados por
j—1
A = XP AT = X7 = | X7 =23,

=1
y una funcién medible

o X — E,fn($> = ZXZZ%
=1
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Es claro que | J;°, AT = [J;2, X" = X. Asimismo, dado z € X, podemos tomar j € N
tal que ¥ € A}. En este caso # € X7y f.(z) = y;. Se sigue que f.(v) = y; ¥y

1
f(z)e B [yj, —} , Y por tanto
n

SENS

1f () = fa(@)ll = 1 (2) = ysll <

concluimos entonces que f,(z) — f(x) para todo z € X, y asi f es medible por la

proposicion 4.1. |

Definicion A4.14. Se dice que una funcién mensurable f : X — FE es
Bochner-integrable, si existe una sucesion de funciones simples mensurables f,, : X —

E,n €N, tal que f,, — f p-casi siempre y

tin [ 170 = ool de =0

en este caso, para cada conjunto mensurable A € ¥, definimos la integral de Bochner de

la funcién f sobre A por:

/A f(x)dp = lim /X Xa(@) fo(x)dp

(Botelho, 2011, pag 208)
Teorema A4.2. Una funcién medible f : X — E es integrable por Bochner si, y sélo si,

la funcién real || f|| : X — R es Lebesgue-integrable (Botelho, 2011, pag 209).

o0

-2 1 una sucesion de funciones

Demostracion. Supongamos que || f|| € L1(X). Sea (f,)

medibles simples que convergen p-casi siempre a f. Para cada n € N, considere el
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conjunto medible:
Api={z € X [ < If @) (1+27)]

y una funcién medible simple

gn X = E gn(z) = fulz)xa, (x).

Como f, — f p-casi siempre, es facil observar que g f,, — f u-casi siempre y

lgn ()| < 1LF () (T +277),

para todo n € Ny x € X. Concluimos la demostracién aplicando el teorema de

Convergencia dominada para la sucesién de funciones. (||g, — f1)22;. |

Proposicion A4.8. Sea f : X — F una funcién Bochner- integrabley 7' : E — F un
operador lineal continuo entre espacios Banach. Entonces, la funcién T'o f : X — F'es

Bochner-integrable si

J e n@in=([ rwn)

(Botelho, 2011, pag 210)

Demostracion. La integrabilidad de Bochner 7" o f es consecuencia de la estimativa

1T f (@) < IS )

Para todo € X, en combinacion con el teorema 4.2. Sea ahora (f,,)°°, una sucesion

de funciones medibles simples en valores de I, talque f, — f pu-casi siempre y
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| fn — fll — 0en Ly(z). Entonces (7" o f,,)>°, es una sucesién de funciones medibles

simples en valores de F' que convergen - casi siempre paral o f'y

/ ITo fu—To flldu < ||T||-/ 1 — flldp —> 0,
X X

cuando n — oo. Finalmente, de la definicién de integracién de Bochner se sigue que

/Tofd,u: lim [ To f,du

f, o= (i [ h)
/XTofd,uzT(/deu)

65

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Universidad Nacional Vicerrectorado e
1 del Altiplano Puno de Investigacion : Institucional

5 ; I ; i & Repositorio

DECLARACION JURADA DE AUTENTICIDAD DE TESIS

Por el presente documento, Yo Pﬂd YO CO"QMU l' ‘/qna/ R
identificado con DNI NH511595 en micondicion de egresado de:

¥ Escuela Profesional, O Programa de Segunda Especialidad, O Programa de Maestria o Doctorado

Clnuas Fisteo Matemdticas ,

informo que he elaborado el/la ® Tesis o O Trabajo de Investigacién denominada:

“_Integrales de Bochner y e| toorema de| puato fijo de Banath pura
la demostracion de existencia y unicidad de soluciones de ecvaciones
diferenciales ofdinarias en espacio de Banach. &

Es un tema original.

Declaro que el presente trabajo de tesis es elaborado por mi persona y no existe plagio/copia de ninguna
naturaleza, en especial de otro documento de investigacion (tesis, revista, texto, congreso, o similar)
presentado por persona natural o juridica alguna ante instituciones académicas, profesionales, de
investigacion o similares, en el pais o en el extranjero.

Dejo constancia que las citas de otros autores han sido debidamente identificadas en el trabajo de
investigacién, por lo que no asumiré como suyas las opiniones vertidas por terceros, va sea de fuentes
encontradas en medios escritos, digitales o Internet.

Asimismo, ratifico que soy plenamente consciente de todo el contenido de la tesis y asumo la
responsabilidad de cualquier error u omisidn«. .. documento, asi como de las connotaciones éticas y legales

involucradas.

En caso de incumplimiento de esta declaracion, me someto a las disposiciones legales vigentes y a las
sanciones correspondientes de igual forma me someto a las sanciones establecidas en las Directivas y otras
normas internas, asi como las que me alcancen del Cddigo Civil y Normas Legales conexas por el

incumplimiento del presente compromiso

Puno 31 de moyo del 20ﬁ

? 2

FIRMA (oWligatoria) Huella

66

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



aSidee

UNIVERSIDAD
lhﬂ NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

Universidad Nacional 4: | Vicerrectorado ‘ Repaositorio
del Altipiano Puno ARE | de Investigacion gzmary | Institucional
T =

AUTORIZACION PARA EL DEPOSITO DE TESIS O TRABAJO DE

INVESTIGACI(’)N EN EL REPOSITORIO INSTITUCIONAL
Por el presente documento, Yo__ £ 208v0 Col | anqut_Yano

Jidentificado con DNI__ 445445 95 en mi condicion de egresado de:

REscuela Profesional, OPrograma de Segunda Especialidad, O0Programa de Maestria o Doctorado

cienaos Fisuwo Matembticos

informo que he elaborado el/la (R Tesis o O Trabajo de Investigacién denominada:

« Tntgarales de Body\tr Y el Teoremo de| punto ﬂ.gch Ranach.
part To demostroon de extsten e Y uniexdod de Solutiones de

uovej ferendy’ rainariasy [
para la obtencién de OGrado, ®Titulo Profesional o OSegunda Especialidad.
Por medio del presente documento, afirmo y garantizo ser el legitimo, tnico y exclusivo titular de todos los
derechos de propiedad intelectual sobre los documentos arriba mencionados, las obras, los contenidos, los
productos y/o las creaciones en general (en adelante, los “Contenidos”) que seran incluidos en el repositorio
institucional de la Universidad Nacional del Altiplano de Puno.

.

También, doy seguridad de que los contenidos entregados se encuentran libres de toda contrasena,
restriccion o medida tecnolégica de proteccién, con la finalidad de permitir que se puedan leer, descargar,
reproducir, distribuir, imprimir, buscar y enlazar los textos completos, sin limitacién alguna.

Autorizo a la Universidad Nacional del Altiplano de Puno a publicar los Contenidos en el Repositorio
Institucional y, en consecuencia, en el Repositorio Nacional Digital de Ciencia, Tecnologia ¢ Innovacién de
Acceso Abierto, sobre la base de lo establecido en la Ley N° 30035, sus normas reglamentarias,
modificatorias, sustitutorias y conexas, y de acuerdo con las politicas de acceso abierto que la Universidad
aplique en relacidn con sus Repositorios Institucionales. Autorizo expresamente toda consulta y uso de los
Contenidos, por parte de cualquier persona, por el tiempo de duracién de los derechos patrimoniales de autor
y derechos conexos, a titulo gratuito y a nivel mundial.

En consecuencia, la Universidad tendra la posibilidad de divulgar y difundir los Contenidos, de manera total
o parcial, sin limitacion alguna y sin derecho a pago de contraprestacion, remuneracion ni regalia alguna a
favor mio; en los medios, canales y plataformas que la Universidad y/o el Estado de la Republica del Pera
determinen, a nivel mundial, sin restriccion geografica alguna y de manera indefinida, pudiendo crear y/o
extraer los metadatos sobre los Contenidos, e incluir los Contenidos en los indices y buscadores que estimen
necesarios para promover su difusion.

Autorizo que los Contenidos sean puestos a disposicién del publico a través de la siguiente licencia: Creative

Commons Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual 4.0 Internacional. Para ver una copia de
esta licencia, visita: https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

En sefial de conformidad, suscribo el presente documento.

Puno__ 21 g moyo del 2024

g

FIRMA \(gbligatoria) Huella

67

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



	DEDICATORIA
	AGRADECIMIENTOS
	ÍNDICE GENERAL
	ÍNDICE DE FIGURAS
	ÍNDICE DE ANEXOS
	ÍNDICE DE ACRÓNIMOS
	RESUMEN
	ABSTRACT
	INTRODUCCIÓN
	PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
	FORMULACIÓN DEL PROBLEMA
	HIPÓTESIS DE LA INVESTIGACIÓN
	JUSTIFICACIÓN DEL ESTUDIO
	OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN
	Objetivo General
	Objetivos específicos


	REVISIÓN DE LITERATURA
	ANTECEDENTES
	MARCO TEÓRICO
	Existencia y Unicidad en Espacios Euclideanos 
	Problema de Cauchy (PVI)

	ESPACIOS NORMADOS

	MATERIALES Y MÉTODOS
	MATERIALES
	La integral de Bochner
	El teorema del punto fijo de Banach

	METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN
	Tipo de investigación
	Método

	VARIABLES
	Variable independiente
	Variable dependiente


	RESULTADOS Y DISCUSIÓN
	PROBLEMA DE CAUCHY ABSTRACTO
	EXISTENCIA Y UNICIDAD EN ESPACIOS DE BANACH

	  CONCLUSIONES
	  RECOMENDACIONES
	  REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	ANEXOS

