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RESUMEN

La representacion de Bryant se basa en datos holomorfos y establece una correspondencia
entre las superficies de curvatura media constante en el espacio hiperbdlico y ciertos
objetos holomorfos. Esta representacion es similar a la férmula de representacién de
Weierstrass en el espacio euclidiano. El estudio de la representaciéon de Bryant ha sido
realizado por varios matematicos, y se ha refinado y generalizado a lo largo del tiempo.
Se han explorado extensiones de esta representacion en diferentes contextos geométricos
y se han obtenido resultados interesantes. En concreto, la representaciéon de Bryant de
las superficies de curvatura media constante es un importante resultado en la teoria de
superficies. Esta representacion utiliza datos holomorfos y establece una correspondencia
entre estas superficies y ciertos objetos holomorfos. Ha sido estudiada y generalizada
por varios matemadticos, y se han obtenido resultados significativos en diversos contextos

geométricos.

Palabras clave: Representacion de Bryant, Superficie, Geometria diferencial.
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ABSTRACT

Bryant’s representation is based on holomorphic data and establishes a correspondence
between surfaces of constant mean curvature in hyperbolic space and certain holomorphic
objects. This representation is similar to the Weierstrass representation formula in
Euclidean space. The study of the Bryant representation has been carried out by several
mathematicians, and has been refined and generalized over time. Extensions of this
representation have been explored in different geometric contexts and interesting results
have been obtained. In particular, Bryant’s representation of surfaces of constant mean
curvature is an important result in surface theory. This representation uses holomorphic
data and establishes a correspondence between these surfaces and certain holomorphic
objects. It has been studied and generalized by several mathematicians, and significant

results have been obtained in various geometric contexts.

Keywords: Bryant representation, Surface, differential geometry.
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CAPITULO1

INTRODUCCION

1.1.  JUSTIFICACION

La representaciéon de Bryant se refiere a un método utilizado para visualizar
superficies de curvatura media constante en el espacio tridimensional. Fue desarrollado
por Robert L. Bryant, un matemdtico estadounidense conocido por sus contribuciones
en geometria diferencial. En geometria diferencial, la curvatura media de una superficie
en un punto dado mide como se curva la superficie en ese punto. Una superficie se
dice que tiene curvatura media constante si su curvatura media es la misma en todos los
puntos. La representacion de Bryant proporciona una forma de visualizar estas superficies
mediante una proyeccion en el espacio euclidiano tridimensional. La idea principal es
considerar las superficies como grafos inmersos en el espacio tridimensional, donde los
vértices representan los puntos de curvatura media constante y las aristas conectan los
vértices vecinos. Esta representacion tiene varias propiedades interesantes. Por ejemplo,
las curvas en las superficies de curvatura media constante se proyectan como lineas rectas
en el espacio euclidiano, lo que facilita el estudio de propiedades geométricas. Ademds, la
representacion de Bryant también permite visualizar la interaccion entre diferentes partes
de la superficie y revelar patrones y estructuras ocultas. En resumen, la representacion
de Bryant es una herramienta ttil en la geometria diferencial para visualizar y estudiar
superficies de curvatura media constante en el espacio tridimensional. Proporciona una
forma intuitiva de comprender y analizar estas superficies y ha sido utilizada en diversos

estudios e investigaciones en el campo de la geometria diferencial.

13
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1.2. ANTECEDENTES

Camacho (2006), en su trabajo proporciona una prueba uniforme y completa
del Teorema Fundamental de Superficies en R3, un resultado crucial en la teoria de
clasificaciéon de superficies. El teorema aborda dos preguntas fundamentales: si una
superficie estd determinada por su primera y segunda forma fundamental, y si es posible
construir una superficie dadas dos formas cuadréticas que sean su primera y segunda forma

fundamental.

Para responder a estas preguntas, se utiliza el Teorema de Frobenius, cuya
demostracion se basa en el Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO). Estos resultados, junto con el Teorema de la Funcién Implicita, son
los pilares principales de la Topologia diferencial y el Calculo en Variedades, segin se

menciona en (Araujo, 2001).

El trabajo demuestra de manera completa el Teorema Fundamental de Superficies
al combinar estos resultados. Se menciona que Bonnet (Belén, 2020) ha estudiado
ampliamente las preguntas anteriores, y se proporciona una formulacién clédsica de
sus resultados en [Bryant, 1987, Do Carmo y Flaherty Francis, 1992, Lima, 1973,

Marcel Berger, 1998] desde una perspectiva moderna.

Se destaca que en la literatura basica de geometria actual es dificil encontrar una
exposicion completa de estos resultados. Sin embargo, se hace referencia al texto de
Stoker (Lima, 1973), que se considera magnifico, aunque no ofrece una prueba unificada

del Teorema Fundamental de Superficies.

En resumen, este trabajo presenta una prueba uniforme y completa del
Teorema Fundamental de Superficies en R3, responde a preguntas importantes sobre la

determinacién de superficies por su primera y segunda forma fundamental, y proporciona
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una construccién de superficies a partir de formas cuadréticas.

Cavalcante Oliveira (2018), en su tesis se estudian dos espacios homogéneos de
dos pardmetros, especificamente el grupo de Heisenberg E(0,12). El enfoque principal
se centra en las superficies de dngulo constante dentro de este grupo y se procede a su

clasificacion. Ademds, se presentan herramientas fundamentales necesarias para el estudio.

El objetivo principal de este trabajo es demostrar una generalizaciéon de una
proposicion que se aplica en el espacio Euclidiano. Dicha proposicién establece
condiciones bajo las cuales una superficie, homeomorfa a un disco y con curvatura
media constante, puede ser considerada totalmente umbilica. La demostracion de
esta generalizaciéon se lleva a cabo mediante la utilizaciéon de la diferencial de

Abresch-Rosenberg y los pares de Codazzi.

Garcia, s.f., en investigacion se centra en la teoria de superficies de curvatura
media constante uno en el espacio hiperbélico. Se menciona que esta teoria se inicié con
el trabajo seminal de R. Bryant, donde obtuvo una representacion de tales superficies en
términos de datos holomorfos, siguiendo una analogia con la formula de representacion
de Weierstrass en R3. Posteriormente, otros mateméticos contribuyeron en el tema, como
(Umehara M., 1993), quienes refinaron el trabajo de Bryant y construyeron una variedad
de ejemplos de superficies de curvatura media uno en H3, conocidas como superficies de

Bryant.

(de Oliveira, 1994), en su tesis se estudian las superficies con curvatura media
constante en el espacio hiperbolico de Robert Braynt. Las superficies en tal espacio con

curvatura igual a uno poseen propiedades similares y validas en el espacio euclidiano

Se menciona que A.J. Small reinterpreté las superficies de Bryant y proporciond

una férmula tipo Weierstrass para estas superficies, utilizando operaciones algebraicas en

15
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las derivadas de segundo orden de un par de funciones holomorfas. Ademads, se sefala que
se han realizado muchas otras contribuciones al respecto. Se destaca que Bianchi también
proporcioné un método explicito para construir superficies de curvatura media constante

uno en el espacio hiperbdlico a partir de datos holomorfos.

El resumen indica que se presentard una demostracion alternativa del resultado de
Bryant, con el objetivo de utilizar técnicas estdndar de la teoria de subvariedades y obtener
una representacion meromorfa para una clase de superficies. Se menciona que esto es
importante, ya que permite un estudio preciso de la geometria global de dicha familia,

aprovechando los poderosos teoremas del andlisis complejo.

Se concluye mencionando que esta demostracion alternativa puede sugerir
generalizaciones de la teoria, algo que ha sido explorado en investigaciones recientes

en el campo de otras teorias geométricas.

En resumen, este trabajo presenta una demostracion alternativa del resultado de
Bryant sobre las superficies de curvatura media constante uno en el espacio hiperbdlico.
Se destacan las contribuciones anteriores en el tema y se resalta la importancia de
obtener una representacion meromorfa para facilitar el estudio de la geometria global
de estas superficies y explorar posibles generalizaciones en otras teorias geométricas.
(Calderon Barreda et al., 2021), en esta memoria se aborda la nocién de curvatura en
superficies, un concepto interesante que carece de una definicién tnica. Dependiendo de
los aspectos que se deseen estudiar en relacién con una superficie, se utilizan diferentes

definiciones, siendo las mds comunes las de curvatura de Gauss y curvatura media.

El objetivo de esta memoria es estudiar superficies con curvatura de Gauss y
curvatura media constantes, presentando clasificaciones y diferentes ejemplos de cada

tipo. Esto proporcionard un recorrido por la historia de la busqueda de este tipo de
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superficies.

Ademds, se tratan conceptos de geometria intrinseca y extrinseca, introduciendo
resultados interesantes como la curvatura de Casorati, las conjeturas de Hopf y Willmore,

y el teorema de inmersién de Nash.

En resumen, esta memoria se enfoca en el estudio de superficies con curvatura
de Gauss y curvatura media constantes. Se presentan clasificaciones y ejemplos, y se
exploran conceptos de geometria intrinseca y extrinseca, junto con resultados relevantes

en el campo.
1.3. HIPOTESIS DEL TRABAJO

Es posible hacer la representacion de Bryant de las superficies de curvatura media
constante en el espacio hiperbélico H?, puesto que la representacion de Bryant de las
superficies de curvatura media constante ofrece una herramienta efectiva y versatil para
estudiar y comprender las propiedades geométricas y topoldgicas de estas superficies en

el contexto de la geometria diferencial.
1.4. OBJETIVOS GENERALES

Encontrar la representacion de Bryant de las superficies de curvatura media

constante en el espacio hiperbdlico H>.
1.5. OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Estudiar y analizar las propiedades de las superficies de curvatura media constante
e Mostrar que la curvatura media depende de los coeficientes de la segunda forma

fundamental en IL*.
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CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

2.1. EL ESPACIO EUCLIDIANO R"

El espacio euclidiano n-dimensional R” = R x R x --- x R, es el producto
cartesiano de n factores R. Los elementos de IR son llamados puntos o vectores que tienen

la forma x = (x1, 22, ...,2,).

Sean ¢ = (z1,...,2,), Yy = (y1,...,yn) elementos de R" y A\; € R, se define la

adicién x + y y el producto A\;x, como

c+y=(r14+uy,. ..., Tn+Yn)

Nz =(axy, ..., az,)
El vector 0 = (0,...,0) es el elemento neutro para la adicién y se llama origen de
coordenadas y —x = (—x1,..., —z,) es el simétrico de x.

Sean x,y,z € R"y A\, A2 € R, se cumplen las siguientes igualdades

a rt+y=y+<x

b. z+0==z

c. ¢+ (—x)=—-xz+x=0
d z+(y+2z)=(x+y)+=
e. M) = (M)

f. M+ )z =Mz + \x

18
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Definicién 2.1. Un producto interno en un espacio vectorial real £ es una correspondencia
que para cada x,y € F un nimero real, denotado por (x,y), de tal modo que, para

z,y,2 € R"y a € R, se cumplen (Elon, 2004)

a. (r,y) = (y,x)
b. (z,y+2z) = (2,y) + (z,2)

c. (ax,y) = alzx,y)

o

(r,z) >0,six #0

Existen muchos ejemplos de producto interno, sin embrago el producto interno
mds usado es el producto interno canénico.

Definicion 2.2. Sean z,y € R"”, el nimero real

(,y) =211 + - + Toin

se llama producto interno candnico de x por y. (Elon, 2014)

Se dice que dos vectores x,y € RR", son ortogonales, y se escribe z L vy, si

(x,y) =0.

La longitud de un vector en R", estd relacionada al producto interno.

Definicion 2.3. Sea z € R", el nimero real

2] = \/(z, z)

se llama norma (o longitud) del vector z, y satisface las siguientes propiedades (Elon,

2004)

a. |z +y| <|z|+ |y

19
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b. |az| = a] - ||

c. |z|>0,siz#0.

Si se usa el producto interno candnico, se tiene la norma canonica definida como

lo| = \Jad 4+ a2

si |z| = 1, se dice que x es un vector unitario, y todo vector de u € R", se puede expresar

como vector unitario mediante u = |—| para todo x # 0.
x

Teorema 2.1. Sean =,y € R", entonces

[z, )| < x| - |yl

vale la igualdad si, y solamente si, uno de los vectores es multiplo escalar del otro. (Elon,

2004)

Las normas en un espacio vectorial dan origen a la idea de distancia entre dos
puntos del espacio vectorial.

Definicién 2.4. Sean z,y € F, la distancia de x a y estd definida por

d(z,y) = |z = y|

La distancia goza de las siguientes propiedades, para x,y, z € E (Elon, 2004)

a. d(z,z) <d(z,y)+d(y,z)
b. d(z,y) = d(y,z)

c. dlxz,y)>0,siz#y

estas propiedades se derivan inmediatamente de las propiedades de la norma en un espacio

20
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vectorial real. La primera propiedad es la mds importante que es llamada la desigualdad

triangular.
2.2. TOPOLOGIA EN R"

Definicion 2.5. Sea a € R" y » > 0, se definen la bola abierta, bola cerrada y esfera,

respectivamente, con centro en a y radio r, como (Elon, 2004)

a. Bla;r)={zreR": |[x—a| <r}
b. Bla;r]={zeR": |z —a| <7}

c. Slg;rj={zeR": |x—a|=1}

Una notacién especial estd reservada para la esfera unitaria de dimensién n — 1:

Sl ={r e R |z| =1}

Asi, S"! denota la esfera con centro en el origen y de radio 1. Si n = 2, S! es llamada la
circunferencia unitaria.
Definicion 2.6. Se dice que un conjunto X € R" estd acotado, si estd contenido en alguna

bola cerrada Bla; r]. (Elon, 2014)

Decir que X estd contenido en alguna bola cerrada, es equivalente a: Un
subconjunto X estd acotado si existe un nimero ¢ > 0 tal que |z| < ¢ para todo z € X.
Definicion 2.7. Sea X C R". Un punto a € R" se llama punto de acumulacién de X si
toda bola abierta con centro en a contiene algin punto de X, diferente de a. Es decir, para

todo £ > 0, existe z € X tal que 0 < |z — a| < e. (Elon, 2004)

El conjunto de todos los puntos de acumulacién del conjunto X, estd denotado por
X', donde X' es llamado el conjunto derivado de X.

Definicion 2.8. Seaa € X C R". Se dice que el punto a es interior al conjunto X si, para
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algin r > 0, se tiene que B(a;r) C X. El conjunto int.X de los puntos interiores a X se
llama el interior del conjunto X. Si a € int. X, se dice que X es una vecindad de a. (Elon,

2014)

Decir que a es un punto interior al conjunto X significa que todos los puntos
suficientemente cercanos al punto a también pertenecen al conjunto X. Puesto que a €

int. X , entonces int. X C X.

Si un punto @ € X no es punto interior a X es equivalente afirmar que toda bola
con centro en a contiene puntos del complemento del conjunto X, es decir, para todo

d > Oexistey € R" — X tal que |y — a| < 4.

Sea X = {(z,y) € R? y > 0} el semi-plano superior cerrado (figura 1). Si

p = (a,b) con b > 0, entonces p € int.X.

En efecto,

(r.y) € Bp:b) = /(& —a)*+(y—b)?<b

= V=02 <@ —ap+ -0 <b

= -2y +b0*<b?
= y? <2y

= y>0

es decir, (z,y) € X,y B(p;b) C X. Por lo tanto p € int X.
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p

a
Figura 1

Semi-plano superior cerrado

Definicion 2.9. Un conjunto X C R” se llama abierto si todos sus puntos son interiores,
es decir, si para cada z € X existe § > 0 tal que B(z;9) C X. Asi, X es abierto si, y

solamente si, int X = X. (Elon, 2004)

Una bola abierta B(a;r) C R™ es un ejemplo de conjunto abierto, también es
abierto el conjunto X = R™ — Bla;r]|, o sea, el complemento de la bola cerrada, pero la
bola cerrada Bla; r] en R™ no es un conjunto abierto.

Definicién 2.10. La frontera de un conjunto X C RR" es el conjunto fr.X (0 0.X) formado
por los puntos de X que no son interiores a X, juntamente con los puntos de R" — X que

no son interiores a R"™ — X. (Elon, 2014)

Dado un conjunto X y un punto a € R", se tiene tres posibilidades: o a € int..X,
oa € int.R" — X, 0a € fr.X. Los puntos que pertenecen a la frontera de X son llamados

puntos frontera de X.

En el semi-plano superior cerrado X = {(z,y) € R? y > 0}, el conjunto frontera
es fr X = {(z,0); z € R} =eje x.
Definicion 2.11. Una sucesién en R" es una funcién f : IN — R", que asocia a cada

nimero natural k£ un punto x; € R". (Elon, 2014)

Las sucesiones se denotan por: (1, ..., Z,), (Tx)ren 0 simplemente (xy). Se dice

que una sucesion (zy) es convergente si existe a = lim xy, es decir, si para todo € > 0
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existe ky € IN tal que k& > k¢ implica |z — a| < e.
Definicion 2.12. Un punto a € R" se dice que es adherente a un conjunto X C R" si es

el limite de una sucesion de los puntos de ese conjunto. (Elon, 2004)

El conjunto de los puntos adherentes a X se llama la clausura de X y es denotado

por X. Un conjunto X C R" se llama cerrado si contiene todos sus puntos adherentes, es

decir, si X = X.

Un conjunto /' C R"™ es cerrado si, y solamente si, su complemento R" — F' es
abierto. Equivalentemente, A C R" es abierto si, y solamente si, R” — A es cerrado.

Definicion 2.13. Un conjunto X C R" es compacto si es cerrado y acotado. (Elon, 2014)

Decir que un conjunto K es compacto, es equivalente a: Toda sucesién de puntos

x, € K posee una subsucesion que converge a un punto de K.

Una aplicacién f : X — R", definida en el conjunto X C RR™, asocia a cada
puntoz € X suimagen f(z) = (fi(x),..., fu(x)).Las funciones f1,..., f, : X — R, se
llaman las funciones coordenadas de f. Entonces f puede escribirse como f = (fi,... f,).
Definiciéon 2.14. Se dice que f es continua en el punto a € X si, para cada ¢ > 0

dado,existe 6 > 0 tal que

reX, |lr—al<d=|f(z)— fla)| <e

. (Elon, 2014)

En términos de bolas: para cada bola B(f(a);e) dada, existe una bola B(a;d) tal
que f(B(a;0) N X) C B(f(a);e). Se dice que f : X — R™ es una aplicacién continua
en el conjunto X si f es continua en todos los puntos a € X. La continuidad de la

aplicaciéon f en el punto a es independiente de las normas en R"™. La compuesta de dos
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aplicaciones continuas es continua y la aplicacién es continua en un punto si, y solamente
si, sus funciones coordenadas son continuas en ese punto.
Teorema 2.2. Laimagen f(K) del conjunto compacto KX C X por la aplicacién continua

f+ X — R" es también un conjunto compacto. (Elon, 2014)

Toda funcién real f : K — R continua en un conjunto compacto K alcanza sus

valores minimo y maximo en los puntos de K.

Una caracterizacion de las funciones continuas es la siguiente: Sea X C R™, la
aplicacién f : X — RR™ es continua si, y solamente si, la imagen inversa f~1(A) de todo
conjunto abierto A en R" es un conjunto abierto en X.

Definicién 2.15. Un homeomorfismo del conjunto X C RR™ sobre un conjunto Y C R”
es una biyeccién continua f : X — Y cuyainversa f~! : Y — X también es continua.

(Elon, 2014)

Si f: X — Y es un homeomorfismo, se dice que X y Y son homeomorfos. La
aplicacion compuesta de dos homeomorfismos es un homeomorfismo. También el inverso
de un homeomorfismo es un homeomorfismo.

Definicién 2.16. La aplicacién f : U — R™, definida en el abierto U C R™, se dice que
es diferenciable en el punto a € U si existe una aplicacion lineal 7' : R™ — R" tal que

(Elon, 2004)

fla4+wv)— f(a) =T v+ r(v), donde lim@ =0

v—0 |v|

La transformacion lineal 7" es llamada la derivada de f en el punto a y es denotada

por f'(a).

Latransformacién lineal f'(a) : R™ — R" posee, en relacion a las bases candnicas,
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una matriz llamada la matriz jacobiana de f en el putno a, denotada por J f(a).

df1 df1

8_x1<a> @(a)
Jf(a) = :

ofn ofn

8_:c1(a) oz (a)

donde f = (f1,....fa)yz = (21,...,Tpn).
Teorema 2.3. Sean U C R™,V C R™abiertosy f : U — R", g : V — RP diferenciables
en los puntos a € U, b = f(a) € V, con f(U) C V. entonces gof : U — RP es

diferenciable en el punto a y
(go f)(a) =g ®)- f(a) : R™ = R”

(Elon, 2014)

Este teorema quiere decir que la derivada de la aplicacién compuesta es la

compuesta de las derivadas, y es llamada la regla de la cadena.

Si f: 1 C R — R es derivable en el intervalo I, con f'(x) > 0 para todo
x € I, entonces f es una funcién biyectiva creciente sobre J = f(I), y la funcién inversa
f~':J — I también es derivable, con If _1]’ = ﬁ, es decir, la derivada de la funcién
inversa depende de la derivada de la funcién f.
Definiciéon 2.17. Sea U C R™, V C R" abiertos. una aplicacién f : U — V se llama
un difeomorfismo entre U y V si es biyectiva diferenciable, cuya inversa f~! : V — U
también es diferenciable. Entonces se dice que U y V' son difeomorfos. (Elon, 2014)
Teorema 2.4 (Teorema de la aplicacion inversa). Sea f : U — R™ de clase ¢*(k > 1)

enel abierto U C R™. Sia € U estal que f'(a) : R™ — R™ es invertible entonces existe

una bola abierta B = B(a;¢) C U tal que la restriccién f|B es un difeomorfismo sobre
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un abierto V. (Elon, 2014)

2.3. CURVAS

En esta seccidn se desarrolla la teoria de curvas en el espacio, estudiando sus
parametrizaciones que representan la gréfica de las curvas y el recorrido de las mismas.
Definicién 2.18. Una curva parametrizada es una aplicacién diferenciable o : I — R? de

un intervalo abierto I = (a, b) de la recta real R en R3. (Carmo, 2016)

La diferenciabilidad de « estd dada por sus funciones coordenadas, es decir, sea
a : I — R3, definida por a(t) = (ay(t), aa(t), as(t)) o a(t) = (z(t),y(t), 2(¢)), la
aplicacion o/ : I — R? definida por o/(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)) es la derivada de a
llamada vector velocidad o vector tangente. La imagen del conjunto (1) C R3 es llamada

la traza de o.

Las curvas en R?, de la forma « : [ — R?, definida por «(t) = (z(t), y(t),0), se
pueden escribir como « : I — R?, con a(t) = (x(t), y(t)), es decir es una curva en el

plano R%.

Un ejemplo importante en IR? es la circunferencia de radio 1 y recorrido en sentido

antihorario (figura 2)

a:[0,27] = R? a(t) = (cost,sent)
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Figura 2

Circunferencia unitaria en R?

La curva parametrizada dada por

a(t) = (acost,asent,bt), teR

con ab > 0, tiene su traza en R? llamada hélice cilindrica construida sobre el cilindro

22 4+ y? = a? (figura 3)

Figura 3

Hélice cilindrica

Definicién 2.19. Se dice que una curva parametrizada diferenciable o : I — R3 es regular

si o/(t) # 0, pata todo ¢t € I. (Gonzélez, 2010)
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Sea a : R — R?, llamada la pardbola de Neill, definida por

at) = (%), teR

Figura 4

Pardbola de Neill

Esta curva es diferenciable pero no es regular puesto que o/ (0) = 0.

La gréfica de una funcién g : I — R diferenciable sobre un intervalo abierto es

una curva regular en R?, dada por

a(t) = (t,9(t), tel

, por ejemplo, la grafica de g(t) = t* dada por la pardbola y = 22
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Definicién 2.20. La rapidezent € I de la curva o : I — R3 es |o/(t)|. La longitud de

t2
[ e
t1

arco entre £; y to €s

(Tapp, 2016)

Se denota por £ o ¢(«) alalongitud de arco de la curva «, el término parametrizado
por longitud de arco estd dado para curvas con rapidez 1, es decir |o/(¢)| = 1 para todo

te I, ang(OO :tg —tl.

En términos de producto interno, la longitud de curva se escribe como sigue

() = / (), o (0t

tomando la norma euclidiana, se tiene

o) = /t 2 VIZOP + [y ()2 + [/ (0)Pdt

Definicion 2.21. Si o : I — R? es una curva regular parametrizada por longitud de arco,

entonces la curvatura de a en s € I es el nimero real
k(s) = |a"(s)]

(Tenenblat, 2008)

Sea la circunferencia de radio a parametrizada por longitud de arco

a(s) = (acosf,asenfﬁ) , s€R

a a
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1
La curvatura de av es k(s) = —, paratodo s € R.
a

Puesto que una curva regular parametrizada por longitud de arco tiene |o/(s)| =

(a/(s),a'(s)) = 1, implica que (/(s), " (s)) = 0, es decir, o/ (s) es ortogonal a a”(s),
de donde se define un vector unitario en la direccién de o' (s).

Definicion 2.22. Sea o : I — RR? una curva regular parametrizada por longitud de arco

tal que k(s) > 0. el vector

es llamado el vector normal de « en s. Tenenblat, 2008

Si se denota por t(s) al vector unitario o/(s), se tiene que (s) y n(s) son vectores

ortonormales y

Definicién 2.23. Sea o : I — RR? una curva regular parametrizada por longitud de arco

tal que k(s) > 0. El vector binormal a o en s es

(Tenenblat, 2008)

El vector binormal b junto con ¢ y n forman una base ortonormal de R?® que es

llamado el triedro de Frenet de la curva « en s.

Derivando el vector binormal

esto implica, que () es ortogonal a (s).
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Definicién 2.24. El nimero real 7(s) definido por

es llamado torsién de la curva en s. (Tenenblat, 2008)

Si o : I — R? es una curva regular, parametrizada por longitud de arco, tal que
k(s) > 0, para todo s € I, entonces el triedro de Frenet definido por t(s), n(s) y b(s)

satisface las siguientes ecuaciones

que son llamadas las férmulas de Frenet.
24. SUPERFICIES REGULARES

Definicién 2.25. Un subconjunto S de R? se llama superficie regular si, para cadap € S,
existe una vecindad abierta v C R? de p, un abierto U C R?, y una biyeccién X : U —

V' N S con las siguientes propiedades: (Aratjo, 2001)

a. X esde clase €°;
b. X es un homeomorfismo

c. Para cualquier ¢ € U la matriz jacobiana J X tiene rango dos.

La figura ?? representa la definicion de superficie regular en R3.
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Figura §

Superficie regular

Para cada p € S, la aplicaciéon X — U — V N S es llamada parametrizacion de
S en p, o sistema de coordenadas locales de S en p. Las columnas de la matriz J X (u, v)
son los vectores X, y X,, de tal modo que de la condicién 3. se tiene que las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

a. Lamatriz JX (u,v) tiene rango dos.
b. dX,:R? — R? es inyectiva.
c. Los vectores X, y X, son linealmente independientes.

d. X,(u,v) x X,(u,v) #0.

El plano en R?,es una superficie regular que estd parametrizado por

X(u,v) = (xg + uay + vby, yo + uwas + vbe, 2o + uaz + vbs)

donde (¢, Yo, 20) € R?, ademds (ay, az, az) y (b1, ba, b3) son linelamente independientes.

FEl cilindro circular

C={(z,y,2) ER*: 2* +y* =1}
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es una superficie regular, para cada x # 1, parametrizado por
X (u,v) = (cosu,senu,v)
La esfera S? es una superficie regular parametrizado por
X (u,v) = (senvcosu,senvsenu, cos v)

El grafico de la funcién f : U C R? — R es una superficie regular parametrizada por

X(u,v) = (u,v, f(u,v))

Sea a(u) = (f(u),0,g(u)), w € IR una curva regular, tal que f(u) no se anula, entonces,
la aplicacién

X(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u))

donde u € I y v € R es una superficie regular, llamada superficie de rotacion de la curva
« en torno al eje z.
Definicién 2.26. Sea U C R? un abierto, f : U — R es diferenciable, y A € R es la

imagen de f. (Tapp, 2016)

a. Elconjunto f~'(\) ={p e U: f(p) = A} es llamado pre-imagen de \.
b. ) es llamado un valor regular de f si para todo p € f~!, la matriz jacobiana para

f en p es diferente de la matriz cero. es decir, si

th= (0.2 0.5 w) # 0.0.0

Teorema 2.5. Sea U C RR? un abierto, f : U — R es diferenciable, y A € R es la imagen
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de f. Si A es un valor regular de f, entonces la pre-imagen f~!()\) es una superficie

regular. (Tapp, 2016)

Dada una superficie regular S, parametrizada por X, se puede obtener varias
superficies que tienen la misma traza que X, de la siguiente forma
Proposicion 2.1. Sea S una superficie regular parametrizada por X : U C R? — R3.
Sih: U c R? — U es una aplicacién diferenciable, cuyo determinante de la matriz
jacobiana no se anula y h(U) = U entonces, Y = X o h es una parametrizacién que tiene

el mismo trazo que X. (Tenenblat, 2008)

A la aplicacién Y de la proposicion anterior se le llama una reparametrizacion de

X por h y h es llamada un cambio de pardmetros.

Para el estudio del cilculo diferencial entre superficies, por ejemplo f : S — S
una funcién entre dos superficies regulares Sy S, el dominio est4 en el espacio tangente
y no en la misma superficie, asi se da una definicién de espacio tangente que su existencia
estd garantizada por la condicion 3. de la definicién de superficie regular.

Definiciéon 2.27. Se define el espacio tangente a una superficie regular S en un punto p,
denotado por 7,5, como el conjunto de los vectores velocidad en el punto p, de las curvas

cuyo trazo estd en .S.

1,8 ={d'(0); a: (—e,e) = Ses €y a(0) = p}

(Aratjo, 2001)

El espacio tangente 7,5 es un subespacio vectorial de R? de dimension 2, esto

denota que p + 7,5 es llamado el plano tangente a .S en p.
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La curva a en coordenadas locales estd dada por

« es diferenciable si, y solamente si, v y v son diferenciables, y

o (t) =d' ()X, + 0 ()X,

siendo el vector velocidad un elemento del subespacio vectorial 7,,S, implica que { X, X, }
es una base en cada punto de la superficie regular. La derivada de f : S — S en el punto

p es la aplicacién df, : 1,5 — T f(p)g , definida por

dfp(0’(0)) = (f e @)'(0), a'(0) € T,S

Una propiedad importante de las superficies en el espacio R? es conocer cada lado
de la superficie, por ejemplo, en la esfera uno puedo estar dentro o fuera de la esfera, es
decir la esfera tiene dos caras, sin embargo existen superficies como la banda de Mobius en
donde no se pueden diferenciar encontrar dos caras que son llamadas superficies con una
sola cara, a esta propiedad de la superficies se les llama orientabilidad. Para determinar si
una superficie es orientable se necesita de un vector que es ortogonal al plano tangente.
Definicion 2.28. Un vector normal a S en p es un vector en R? que es ortogonal a 7),S.
Es decir, N € R? es llamado vector normal a S en p si (N, v) = 0 para todo v € T,S. Un
vector normal unitario a S en p es un vector normal de longitud uno, o equivalentemente,

una orientacion para 7,,S. (Tapp, 2016)

Sea X : U € R? — V C S una parametrizacién de la superficie regular S con

X(q) = p. Puesto que X, y X, generan T,,S, entonces su producto cruz es ortogonal a
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TS, asi el vector normal unitario en p estd dado por

X
X

<
—~
)
~—

N(p) = S

<
—~
=
~—

Definicion 2.29. Un campo vectorial sobre una superficie regular S es una aplicacién
diferenciable v : S — R?. El es llamado campo tangente si v(p) € T,,S para todo p € S.
El es llamado campo normal si para todo p € S, v(p) es un vector normal a .S en p. (Tapp,

2016)

Ya que N es ortogonal a un plano en R3, entonces el plano tiene dos orientaciones,
una dada por NV y la otra por su simétrico —N.
Definicion 2.30. Una superficie regular S es orientable si es posible elegir, para cada

p € S, una orientacién en 7,5 que varie continuamente con p. (Aradjo, 2001)

En otra palabras, una superficie S es orientable, si existe una aplicaciéon continua
N : S — S? (donde S? es la esfera unitaria en R?) tal que, para cada p, N (p) es ortogonal
aT,S. A un campo de vectores N, asi, se le llama una orientacion de S.
Proposicion 2.2. Cualquier superficie conexa orientable tiene exactamente dos

orientaciones distintas. (Aradjo, 2001)

Ejemplos de superficies orientables son la esfera, el plano, etc; y la superficie no

orientable es la famosa banda de Mdobius.

Para el estudio de las curvaturas en una superficie es necesario definir las
propiedades intrinsecas de las superficie, una de ellas es llamada la primera forma
fundamental, que estd asociada a una forma cuadratica.

Definicion 2.31. Sea S una superficie regular parametrizada por X : U C R? — R3, para
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todo g € U, con X (q) = p, la aplicacién

I,: T, = R

dada por

L(x) = (w, w), = |w/*
es llamada la primera forma fundamental de S en p. (Tenenblat, 2008)

La aplicacién [, es una forma cuadratica definida positiva, esta forma cuadratica
puede ser expresada en la base { X, X, } del T,,5, sea a(t) = X (u(t), vt)) con p = «(0),

se tiene

L,(a/(0)) =(u' X, + V' Xy, u' Xy, + 0" X)),
:]p(XU)[u/]2 + 2( Xy, Xy)pu'v' + Ip(Xv)[UI]Q

=E[u)? + 2Fuv' + G[v']?

donde E, F'y GG son llamados los coeficientes de la primera forma fundamental para la

parametrizacién X (u, v), definidos por

E(u,v) = I,(Xy) =(Xu, Xu)
F(u? U) :<XU7XU>

G(u,v) =I(Xy) = (Xy, Xy)
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La matriz de la forma cuadratica [, asociada a la base {X,,, X, } de T,,S es

Las propiedades extrinsecas de las superficies regulares estdn dadas por la
orientacion de estas superficies y para ello se define la aplicacion de Gauss.
Definicién 2.32. Dada una superficie orientada, la aplicacion de Gauss es el campo de

vectores normales N : S — S? que define la orientacion de S. (Aradjo, 2001)

Los espacios tangentes 7,5 y T (,)S? son el mismo subespacio de R?, asi la

diferencial de la aplicacién de Gauss, se denota por

dN, : T,5 = T,S

Proposicion 2.3. La diferencial dN, : 7,5 — T,S de la aplicaciéon de Gauss es una

aplicacion lineal autoadjunta. (Carmo, 2016)

El hecho de que la diferencial de la aplicacién de Gauss sea autoadjunta, se puede

asociar a una forma cuadrdtica en 7},5, dada por

Q(v) = (dNy(v), v)

Definicion 2.33. La forma cuadritica /], definida en 7},S por

11, = —(dN,(v), v)

es llamada la segunda forma fundamental de S en p. (Carmo, 2016)
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Definicién 2.34. Sea C' una curva regular en .S pasando por p € S, k la curvatura de C'
en p,y cosf = (n, N), donde n es el vector normal a C'y N es el vector normal a S en p.

El nimero k,, = k cos 0 es llamado la curvatura normal de C' C S en p. (Carmo, 2016)

Figura 6

k, es curvatura normal de C en p

La curvatura normal k,, es la proyeccién del vector kn sobre la normal N a la

superficie .S en p.

En la diferencial de la aplicacién de Gauss, para cada p € S, existe una base
ortonormal {eq, e;} de T),S tal que N (e1) = —kie1y dN(e3) = —koeq, donde (k1 > k»).
Definicién 2.35. La curvatura normal mdxima k; y la curvatura normal minima ko
son llamadas curvaturas principales en p; las correspondientes direcciones, es decir, las
direcciones dadas por los autovectores e; y es son llamados direcciones principales en p.
(Carmo, 2016)

Definicion 2.36. Sea p € Sy sea dN, : T,,S — 1,5 la diferencial de la aplicacién de
Gauss. El determinante de d.V,, es la curvatura gaussiana K de S en p. El negativo de la

mitad de la traza de dN,, es llamada la curvatura media / de S en p. (Carmo, 2016)

En términos de las curvaturas principales, la curvatura gaussiana y la curvatura
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media estdn dadas por

)

K == klkg, H - 2

En un cambio de orientacion de la superficie, el determinaste no cambia y la traza
cambia de signo, es decir, en un cambio de orientacion la curvatura gaussiana no cambia
y la curvatura media cambia de signo.

Definicion 2.37. Un punto de una superficie es llamado

a. Eliptico si det(dN,) >0
b. Hiperbdlico si det(dN,) < 0
c. Parabdlico si det(dN,) = 0, con dN,, # 0

d. PlanosidN, =0
(Carmo, 2016)
Los puntos en la superficie no dependen de la orientacién.

Para conocer algunas propiedades de la aplicacion de Gauss, es necesario escribir
en coordenadas locales. Sea X : U C R? — S una parametrizacién de la superficie S que
es compatible con la orientacién /N de S, es decir,

X, x X,

N = w2 v
| Xy x X,

y sea a(t) = X (u(t),v(t)) una curva parametrizada en .S, con «(0) = p, de donde

o (t) = Xu' + X0
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y la diferencial de la aplicacién de Gauss

dN = N,u' + N,

como N,, N, € T,S, entonces

Ny = anXy +anX,
2.1)

Nv = aa2Xu + a22X1)

Puesto que {X,,, X, } es la base del 7,,5, 1a segunda forma fundamental se puede escribir

como

IL,(a') == (dN(d/), )
=— (N + N,o', Xu' + X0

=e[u']? + 2fu'v + g[v']?

donde e, fy g son llamados los coeficientes de la segunda forma fundamental, y se definen

como

e=— (N, Xyu) = (N, Xuu)
f = <Nv>Xu> = <N7 Xuv> = <N7 Xvu) = _<Nu;Xv>

g=—- <Nv7Xv> = <N7 va)

Los elementos (a;;) de la matriz de la diferencial de la aplicacién de Gauss, con respecto
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alabase {X,, X,}, como

fF —eG
W TEG R
a2 :—gF— A
EG — F?
el — fE
TR~ e
el —gFE
22 T BG

Las ecuaciones dadas en (2.1), juntamente con los valores a;;, son llamadas las ecuaciones

de Weingarten.

La curvatura de Gauss y la curvatura media en términos de los coeficientes de la

primera y segunda forma fundamental, se escriben como

K — eqg — f2 H_leG—QfF+gE
T EG—r> YT T EG- P2

La relacion que existe entre la curvatura normal y las dos formas fundamentales, es
como sigue: Sea X (u, v) una parametrizacion de la superficie regular S'y sea ¢ = (ug, vo).

La curvatura normal en p, con X (¢) = p, que para cada vector w € 7,5 no nulo, le asocia

Sea X (u,v) una parametrizacién de una superficie orientada S, a cada punto de X (U) le
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corresponde un triedro (X, X,, N). Se expresa las derivadas de segundo orden de X con

respecto al triedro:

Xow= DL X, +T23 X, + MN

<

2.2)
Xow= L X, +T4X, + AN

IS

Xpo = ThLX,+T%LX, + MN

Para obtener los \;, a la primera ecuacion se le hace el producto interior con /V,
de donde resulta que

€:>\1

andlogamente, se obtienen Ay = A\3 = fy \y = g.

Los coeficientes fyfj son llamados los simbolos de Christoffel de la parametrizacién

X (u,v), ellos son simétricos en relacion a los sub-indices, es decir Ffj = F?Z

Resolviendo el sistema, es posible obtener relaciones entre los simbolos de

Christoffel, con ayuda de la identidad

de donde, la curvatura de Gauus se expresa como

1
K = E((F%)v - (F%Q)u + F%2)(Pi1 - F%z) + F%l(FSQ - Fb) (2.3)

esta formula es llamada la férmula de Gauss, su importancia se debe a que solamente
envuelve coeficientes de la primera forma fundamental, los simbolos de Christoffel y su
derivadas. Esta discusion forma parte de la demostracion del siguiente teorema debido a

Gauss y que €l mismo le llam6 teorema de Egrégio, Do Carmo en Carmo, 2016 le llama
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teorema Egregium (Gauss).
Teorema 2.6. La curvatura de Gauss es invariante por isometrias locales. Mds
precisamente, si f : U C S — S por una isometria local entonces, para cualquier p

en U, la curvatura de S en p es igual a la curvatura de S en f(p). (Aradjo, 2001)
2.5. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Los espacios que se definen en R" son importantes, pues ellos tienen abiertos,
cerrados y se definir métrica u homeomorfimos entre dos conjuntos y para tener conjuntos
parecidos en otro espacio, se estudian las llamadas variedades.

Definicién 2.38. Una variedad M de dimensién n, o n-variedad, es un espacio topolégico

con las siguientes propiedades: (Boothby, 1986)

a. M es de Hausdorff,
b. M es localmente euclidiano de dimensién n, y

c. M tiene una base contable de conjuntos abiertos.
Un ejemplo de n-variedad es el conjunto M abierto en R".

La idea de generalizar a una variedad es agregando diferenciabilidad.
Definicion 2.39. Una variedad diferenciable de dimensién n es un conjunto M y una
familia de aplicaciones inyectivas x,, : U, C R™ — M, definidos en los abieros U, de R"

en M, tales que se cumplen las siguientes condiciones.

a. U,za(Us) =M

b. Para todo par z,,z3, con z,(U,) Nx5(Us) = W # 0, los conjuntos x, (W) y
x;l son abiertos en R" y las aplicaciones a:gl oz ! son diferenciables.

c. La familia {(U, z,)} es mdxima relativa a las condiciones 1. y 2. (Do Carmo y

Flaherty Francis, 1992)
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Al par (U,z,) (o a la aplicaciéon z,) con p € z,(U,) se le llama una
parametrizacion o sistema de coordenadas de M en p. Una familia {(U, x,,) } satisfaciendo
las condiciones 1. y 2. es llamada una estructura diferenciable. Dada una estructura
diferenciable, es posible completarla en una maxima; Elon Lages Lima en su libro (Lima,

1973) encuentra el maximal a una estructura diferenciable.

Un ejemplo de estructura diferenciable es el espacio R", éste espacio tiene un
sistema de coordenadas cartesianas, cada punto punto de R™ es una n-upla de nimeros
reales, tomando x(xq,%s,...,2) = (x1,22,...,x,) como la aplicacién identidad, esta
aplicacion es inyectiva, cubre todo el espacio R".

Definicion 2.40. Una variedad diferenciable M, es llamada variedad de Hausdorff si M,

con la topologia dada, es un espacio de Hausdorff.

El célculo diferencial entre espacios euclidianos se extiende a las variedades
diferenciables. La dimension de la variedad estd dada por la dimension del espacio en
donde estd definida la parametrizacién de la variedad M, es decir, si z, : U, C R" — M
es la parametrizacion de M, su dimension es n y una variedad diferenciable de dimension
n se denota por M™.

Definicion 2.41. Sean M™ y N" variedades de clase ¢ (r > 1). Se dice que una
aplicacién f : M — N es diferenciable en el punto p € M si existen sistemas de

coordenadas x : U CR™ - MyY :VCR" - Nconpe Uy f(U) CV tales que

Y lofox:UCR™ = R"

es diferenciable en 2! (p). (Lima, 1973)
La aplicacion
f Ty — y_l o f SR
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es llamada la expresion de f en el sistema de coordenadas x e y. En particular f; M — N

es continua en el punto p € M.

La diferenciabilidad de la expresion de f es independiente de los sistemas de

coordenadas, esto es debido a la condicidn 2 de la definicion de variedad diferenciable.

Se dice que f : M — N es diferenciable si f es diferenciable en todos los puntos
de M.Y f: M — N esde clase € (k < r) si, para cada p € M la expresién de f es de
clase €*.

Definicién 2.42. Un difeomorfismo f : M — N es una biyeccion cuya inversa es también
diferenciable. Si ambas f y f~! son de clase €%, se dice que f es un difeomorfismo de

clase €*. (Lima, 1973)

Sea M™ una variedad de clase ¢* y x : U C R™ — M un sistema de coordenadas
en M . Entonces x es un difeomorfismo de clase €, en donde, la expresion en los sistemas

xy v~ ! es la aplicacién identidad id: R™ — R™.

Las curvas diferenciables son las aplicaciones diferenciables o : I — M, donde
I es un intervalo abierto de la recta real. La condicion de diferenciabilidad de o implica
que « sea continua y que, dao un sistema de coordenadas x : U C R™ — M, para todo

1

subintervalo J tal que a(J) C z(U), la compuesta 2~ o« : J — U sea una curva

diferenciable en R™.

El espacio tangente 7,5 de superficies regulares en R?, estd conformado por el
conjunto de vectores tangentes v € R3 en p, de las curvas diferenciables contenidos en S,

y por lo tanto el espacio tangente de una superficie regular estd contenido en R3.

Si M es una variedad diferenciable de dimensién n, los vectores tangentes v no

pertenecen al espacio R", estos vectores se obtienen abstractamente, pues M no estd
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contenida en ningtin espacio euclidiano.

Sea M una variedad de clase €* y sea p € M. Denotamos por C,, el conjunto de
todas las curvas A\ : J — M, definidos en un intervalo abierto .J, conteniendo 0, tal que
A(0) = py Aesdiferenciableen 0. Si A € C,, y x : U — M es un sistema de coordenadas
en M, conp € z(U), laimagen \(.J) no estd enteramente contenida en z(U). En tal caso,

Lo )\, estd reduciendo suficientemente el dominio de ) a un intervalo J’,

la restriccion z~
conteniendo 0, tal que A\(J') C z(U).

Definicion 2.43. Se dice que curvas A, 1 € C), son equivalentes, y se escribe A ~ p, si
existe un sistema de coordenadas x : U C R" — M, conp € x(U), tal que 27+ o \ :

J = R'y 7l opu : I — R" tienen el mismo vector velocidad en ¢t = 0, es decir,

(x71o A)(0) = (z7' o u)’(0). (Lima, 1973)

La igualdad (27! o A\)'(0) = (27! o u)’(0) es verdadera para todo sistema de
coordenadas x : U — M, p € x(U). Entonces la relacion A ~ pu es una relacion de
equivalencia en C,.

Definicién 2.44. El conjunto cociente C},/ ~ denotado por T),M es llamado el espacio

tangente a la variedad M en el punto p. (Lima, 1973)

El espacio tangente a una variedad diferenciable M en un punto p, es el conjunto

de todos los vectores tangentes a M en p, Asi

T,M = {v : v es un vector tangente en p}

Sea M™ un variedad diferenciable, el conjunto

TM ={(p,v): pe M,veT,M}
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es llamado fibrado tangente de M. Sea {(U,,x,)} la estructura diferencible de M.Y
0

_"--7_
8371 8£Cn

espacios tangentes de x, (U, ). Para cada «, se define

sea (x1, T, ..., x,) las coordenadas de U, y { } las bases asociadas en los

Yo : Uy X R" = TM

por

. 0
ya('rh"'?xn?ub"‘?un): xa<x17"'7xn)7zui_
i—1 8@01

donde (ug,...,u,) € R™
Definicion 2.45. Un campo de vectores X en una variedad diferenciable M es una
correspondencia que a cada punto p € M asocia un vector X (p) € T,M. (Do Carmo y

Flaherty Francis, 1992)

Considerando una parametrizaciéon X : U C R™ — M, se puede escribir

X(p) = Yoy

=1

donde cada a; : U — R es una funcién en U y { } es la base asociada a la

al‘i
parametrizacién z. Se dice que X es diferenciable si y sélo si, las funciones a; son

diferenciables para alguna parametrizacion.

Es util pensar en un campo de vectores como una aplicacién
X:D—=F

del conjunto D de las funciones diferenciables en M en el conjunto ' de las funciones en

M, es decir, todo campo de vectores asocia el conjunto de funciones diferenciables con
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valores en M en el conjunto de funciones en M, definida del siguiente modo
of
(XNp) =) _aip) 5= p)

Sea ¢ : M — M un difeomorfismo, v € T,M y f es una funcién diferenciable en una

vecindad de ¢(p), entonces

(o) ple) = LT owoa) = o(fop)n)

t=0

Sea X (M) el conjunto de todos los campos vectoriales sobre A, en donde este conjunto
resulta ser un espacio vectorial sobre R, si f es una funcién sobre M y X € X (M),
entonces fX € X(M).Si X eY son campos diferenciablesen M y f : M — R es una
funcién diferenciable, es posible considerar las funciones X (Y f) e Y (X f) que envuelven
derivadas de orden superior.

Lema 2.1. Sean X e Y campos vectoriales diferenciables en una variedad diferenciable

M . Entonces existe un tinico campo vectorial Z tal que, para todo f € D(M),
Zf=(XY =-YX)f

(Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

El campo vectorial Z dado por el lema anterior es llamado Corchete de Lie de X

e Y,y es denotado por

[X,Y]= XY —YX

El corchete de Lie en coordenadas locales estd dada por

B - 8b] 80,3‘) 8
[X’ Y] N z]z—l (az 81‘1 bz 81‘1 8xj
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donde

"9 "9
X:Eaia—xi, Y:ija_xi

La operacion corchete de Lie posee las siguientes propiedades como se establece en la
siguiente proposicion.
Proposicion 2.4. Si XY y Z son campos diferenciables en M, a, b son nimeros reales,

y f, g son funciones diferenciables, entonces: (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

a. [X,Y] = —[Y, X] (anticonmutatividad)

s

[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linealidad)

c. [[X,Y],Z]+]Y,Z],X]+][Z, X],Y]=0 (identidad de Jacobi)

o

X, gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.

El corchete de Lie [X, Y] puede ser interpretado como una derivacién de Y a lo
largo de las trayectorias de X. Ademds, si dos campos X, Y conmutan en la operacién
corchete, entonces [X, Y] = 0.

Definicion 2.46. Sean M™ y N™ variedades diferenciables. Una aplicacion diferenciable

@ : M — N es una inmersion si

dy : TpM — Tw(p)N

es inyectiva para todo p € M. (Lima, 1973)
2.6. METRICA RIEMANNIANA

En el estudio de la geometria, las métricas tienen importancia, porque permiten
calcular distancias, dreas, etc. Estas medidas se realizan en una variedad diferenciable.
Definicion 2.47. Sea M una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana ( o estructura
riemanniana) en )/ es una correspondencia que asocia a cada punto p € M un producto
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interno (, ) (es decir, una forma bilineal simétrica, definida positiva) en el espacio tangente
T, M, que varia diferenciablemente con p en el siguiente sentido: Siz : U C R" — M

es un sistema de coordenadas locales en torno de p, con z(z1,...,x,) = q € z(U) y

0

8_%(61) =dx(0,...,1,...,0), entonces

<%(Q)’a%j(q>> = G (1, )

q
es una funcidn diferenciable en U. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Esta definicién no depende de la eleccion del sistema de coordenadas. Las funciones
gi; son llamadas expresiones de la métrica riemanniana en el sistema de coordenadas
x:U— M.

Definicién 2.48. Una variedad diferenciable para la cual se define una métrica riemanniana
se denomina una variedad riemanniana. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Ejemplo 2.1. Si M = R", el espacio euclidiano de dimensién n, con la métrica euclidiana.
Identificando 6% cone; = (0,...,1,...,0). La métrica estd dada por (e;, e;) = 6;;, R"
es llamado espacio euclidiano de dimensién n y la geometria riemanniana de este espacio
es la geometria métrica euclidiana. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Ejemplo 2.2. El espacio hiperbdlico H".

Considere el semiespacio superior R", dado por
H" = {(x1,...,2,) € R": x, > 0}

Con la topologia inducida como abierto de IR, H" es una variedad diferenciable de

dimension n. Se define en H" la métrica
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entonces H" es una variedad riemanniana llamada el espacio hiperbdlico de dimension n.
Ejemplo 2.3. Un grupo de Lie es un grupo GG con una estructura diferenciable tal que
la aplicaciéon G x G — G dada por (z,y) — zy~ ', z,y € G, es diferenciable. Las
traslaciones a la izquierda L, y a la derecha R, dadas por L, : G — G, L,(y) = zy;

R, : G — G, R,(y) = yx son difeomorfismos.

Dada una variedad diferenciable M, se denota por X' (M) como el conjunto de los
campos vectoriales de clase € y por D(M) el anillo de las funciones reales de clase
.

Definicion 2.49. Sea M una variedad diferenciable. Una conexién afin V en M es una
aplicacion

YV X(M) x X(M) — X(M)

denotada por (X;Y) — VxY que satisface las siguientes propiedades.(Do Carmo y

Flaherty Francis, 1992)

a. VfX+gyZ = fVxZ+gVyZ
b. V(Y +7) = ViV + Vi Z

c. Vx(fY)=[fVxY +X(f)Y

La conexién afin V xY se interpreta como la derivada direccional.
Proposicion 2.5. Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin V. Entonces
existe una Unica correspondencia que asocia a un campo vectorial V" a lo largo de la curva
. . ., DV . .
diferencial ¢ : I — M en otro campo vectorial e a lo largo de ¢, denominado derivada

covariante de V" a lo largo de c, tal que

D DV DW
. V+W
: dt( )= @ i
b. a(f\/) = %V + f donde V' es un campo de vectores a lo largode cy f es

una funcion diferenciable en 1.
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c. SiV esinducido por un campo de vectores Y € X (M), es decir, V (t) = Y (c(t)),

DV
entonces e Vae/arY . (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

En un sistema de coordenadas (1, . .., x,) en torno de p, se escribe
X=) wX; Y=Y yX
( J

0 )
donde X; = —, se tiene

8@-
VXy IZJZZVXZ (Zy . jXJ>
i J
i,J i,J
Haciendo Vx, X; = >, Fijk, donde I';; : V' — R son llamados los simbolos de

Christoffel de la conexién V asociadas al sistema de coordenadas. Las funciones I';; son

funciones diferenciables y

ViV = Z (Z zy T+ X (y )) X,

esto muestra, que VxY (p) depende de x;(p), yx(p) y de las derivadas X (yx)(p) de yx
segliin X.

Definicién 2.50. Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin V. Un campo
vectorial V' a lo largo de una curva c¢; — M es llamado paralelo si s 0, para todo
t € 1. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Proposicion 2.6. Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin V. Seac: [ —

M una curva diferenciable en M y Vj un vector tangente a M en ¢(iy), ty € I. Entonces

existe un dnico campo de vectores paralelo V' a lo largo de c, tal que V (to) = Vg, (V (¥)
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es llamado el transporte paralelo de V' (¢() a lo largo de ¢). (Do Carmo y Flaherty Francis,

1992)

La derivada covariante permite definir transporte paralelo a lo largo de curvas
dependiendo de la métrica, en particular la derivada covariante permite definir geodésicas
que son curvas cuyo vector tangente es paralelo, es decir tiene derivada covariante nula.
Con la métrica euclidiana la geodésica es el segmento de recta que une dos puntos y es
caracterizada por la trayectoria de menor longitud.

Definicién 2.51. Una curva parametrizada v : I — M es una geodésica en ty si
D (dv ) ‘. . . .
a\a) = 0; si v es geodésica en ¢, para todo ¢ € I, se dice que 7y es una geodésica.

(Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Siv:[a,b] C I — M es una geodésica, la restriccion de v a [a, b] es llamada
(segmento de) geodésica uniendo y(a) a y(b). Es usado también la palabra geodésica a la

imagen (/) de una geodésica .

A partir de la definicién de una geodésica y de la derivada covariante en términos
de un sistema coordenadas y de los simbolos de Christoffel, es determinado las ecuaciones

diferenciales que satisfacen una geodésica.

Sea (U, z) un sistema de coordenadas en torno de (). En U.

~ es una geodésica, si s6lo si,

D (dfy) d’xy, pdridx;\ 0
0=2 (4 = pe @idrj ) O
at \dt ; ( = Ty a ) o

]
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equivalentemente

d’xy, dx; dz;
—= k1 = k=1,...
dt +zj: i a0 el

la cual es una sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Para el estudio del sistema de ecuaciones diferenciales es conveniente considerar el
fibrado tangente 7'M . Si (U, x) es un sistema de coordenadas en )/, entonces todo vector
del espacio tangente 7, se puede escribir como ., yl% Toda curva diferenciable
~v : I — M determina una curva t — (fy(t), C;—Z(t)) en TM. Si v es una geodésica

entonces, en 17'U, la curva

(ot 40, 40

satisface el sistema

d.]?k .
dyx
en términos de coordenadas (z1, ..., Ty, y1,...,yn) de TU.

Definicién 2.52. Sea M una variedad diferencial con una conexién afin V y una métrica
riemanniana ( , ). La conexidn se llama compatible con la métrica ( , ), si para toda curva
diferenciable ¢ y cualesquier pares de campos de vectores paralelos Py P’ alo largo de
¢, se tiene (P, P') = constante. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Proposicion 2.7. Sea M una variedad riemanniana. Una conexién V en M es compatible

con la métrica si y sélo si, para todo par V' y W de campos de vectores a lo largo de la
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curva diferenciable ¢; — M se tiene

(Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)
Corolario 2.1. Una conexién V es una variedad riemanniana M es compatible con la

métrica si y sélo si

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ), X)Y,Z e X(M).

(Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)
Definicion 2.53. Una conexién afin V es una variedad diferenciable M es llamada
simétrica si

VxY — VyX = [X,Y]

paratodo X,Y € X(M). (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

En un sistema de coordenadas (U, z), la simetria implica que

VX, — Vi, X; = [X;, X;] =0, X, =

paratodo i, j = 1,...,n. Ladltima ecuacién implica que

k _ Tk

es decir, los simbolos de Christoffel son invariantes al intercambio de subindices.
Teorema 2.7 (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M, existe una tinica conexion

afin V en M satisfaciendo las condiciones
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a. V es simétrica.

b. V escompatible con la métrica riemanniana. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

La conexion dada por el teorema anterior es denominada conexion de Levi-Civita

0 conexion riemanniana de M.

Sea (U, z) un sistema de coordenadas, donde
Vi X; =Y ThX,
i

Entonces
El ijgkm - 9 0:1,3 9jk aﬂj Gki amkgzj

donde 9ij = <XZ,X]>
Como la matriz (gy,,) admite inversa (g*™), entonces los simbolos de Christoffel de la

conexion riemanniana en términos de la métrica se escriben como

1 0 0 0
F’.C,:_ {_ . — g — —— 7,} km
vo2 zk: o0x; 9ik + Oz; 9k 83:ng 4

y la derivada covariante como

DV do* dx;
- = - eyl 228 X
dt Ek:{dt+ij is" dt} g
A continuacion, se define el operador curvatura, y sus propiedades utilizando los simbolos
de Christoffel.

Definicién 2.54. La curvatura R de una variedad riemanniana M es una correspondencia

que asocia a cada par X, Y € X' (M) una aplicacién R(X,Y") : X(M) — (M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixnZ, 7€ X(M)
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donde V es la conexion riemanniana de M. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Si M =R paratodo X,Y,Z € X(R"),con Z = (z1,...,2,),

VxZ=(Xz,...,Xz,)

VyVXZ = (YXZl, ce ,YXZn)

Entonces

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixyZ =0

Proposicion 2.8. La curvatura R de una variedad riemanniana tiene las siguientes

propiedades

a. Resbilineal en X (M) x X(M), es decir,

R(le -I-gXQa}/l) :fR(Xlayl) + gR(X27}/1)

paratOdO f?g S D(M) yX!>X27Y17}6 € X(M)
b. Paratodo par X, Y € X (M), el operador curvatura R(X,Y") : X(M) — X (M)

es lineal, es decir,

RIX,Y)(Z+W) =R(X,Y)Z + R(X,Y)W

R(X,Y)fZ =fR(X,Y)Z

paratodo f € D(M)y Z,W € X(M). (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)
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Proposicion 2.9 (Primera identidad de Bianchi).

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

(Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Usando la siguiente notacién

(R(X,Y)Z,T)=(X,Y,Z,T)

son vdlidas las siguiente igualdades

a (XY, Z.T)+ (Y, Z,X,T) + (Z,X,Y,T) =0
b. (X,Y,2,T) = —(Y,X,Z,T)
C. (Xa}/aZaT) = _(X7KT72)

d. (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y)

Al operador curvatura, estd relacionado la curvatura seccional o curvatura riemanniana
que se define a continuacién

Definicion 2.55. Dado un espacio vectorial V. Se define la expresion

& Ayl = /|2 Plyl? — (z,y)?

como el drea del paralelogramo bidimensional determinado por el par de vectores x,y € V.
(Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)
Proposicion 2.10. Sea o0 C T, M un subespacio bidimensional del espacio tangente 7, \/

y sean z,y € o dos vectores linealmente independientes. Entonces

(z,y,7,y)
HEN = e
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no depende de la eleccién de los vectores x,y € o. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)
Definicion 2.56. Dado un punto p € M y un subespacio bidimensional o C T,M el
nimero real K (x,y) = K(0), donde {z,y} es una base cualesquiera de o, es llamado

curvatura seccional de o en p. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

El espacio hiperbdlico H" tiene curvatura seccional -1.
Proposicion 2.11. Si XY € X (U), la aplicacién B : X(U) x X(U) — X (U)* dada
por

B(X;Y)=VgY —VyxY

es bilineal y simétrica. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

Seape Myne (T,M) L,laaplicacién H,, : T,M x T,M — R dada por

Hn(x»y) = <B(f75:y>»77>

x,y € T,M, es una forma bilineal simétrica.

Definicion 2.57. La forma cuadratica /], definida en 7, M por

es llamada la segunda forma fundamental de f en p segtn el vector normal 7. (Do Carmo

y Flaherty Francis, 1992)

La aplicacion bilineal H,, se asocia a la aplicacion autoadjunta S, : T, M — T, M
por

(Sy(x),y) = Hy(x,y) = (B(x,y),m)

Definicién 2.58. Una inmersién f : M — M es minima si para todo p € M y todo
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n € (T,M)* se tiene que traza S,, = 0. (Do Carmo y Flaherty Francis, 1992)

En un sistema de coordenadas £, . .., £, en X (U)*, se escribe

z,y € T,M,1=1,...,m,donde H; = Hg,. El vector normal dado por

1
H=- t Si) E;
- g (traza S;)

7

donde S; = Sg,, no depende del referencial F;. El vector H es llamado el vector curvatura
media de f. f es minima si y sélo si H(p) = 0, para todo p € M.

Definicion 2.59. Llamaremos a la 2-forma compleja ()
Q = Ydw?

diferencial de Hopf de la superficie 1. (Cerezo Cid, 2022)

Sea U C C, consideremos los operadores 0, = (05 — i0;)/2, Y Opar»(0s + 10;) /2,

y sea z = s + ¢t. Entonces la ecuacién de LLiouville se escribe como

(log ¢).z = —(¢/2)¢

si ds* = A|dz|? es una métrica riemanniana en U, entonces \ satisface la ecuacién de
Liouville si y s6lo si ds? tiene curvatura constante de valor c.

Teorema 2.8. La tnica solucién del problema de Cauchy para la ecuacion de Liouville es

4lg'(2)”

— it
At dgzpe =~

¢(s,1) =
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donde g(z) es una extensién meromérfica de g(s) = m(a(s)).
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CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1. METODOLOGIA DE INVESTIGACION

Dado un punto en la superficie con curvatura media constante, calcular las
curvaturas principales en ese punto. Las curvaturas principales son los valores propios de
la segunda forma fundamental de la superficie y representan las tasas de curvatura en las
direcciones principales. Utiliza las curvaturas principales para determinar las posiciones
relativas de los vértices en el espacio tridimensional. Para ello, se puede utilizar formulas
especificas dependiendo de la curvatura media constante que se estd considerando, como
curvatura media constante positiva, negativa o cero. Conecta los vértices vecinos con
aristas rectas en el espacio tridimensional. Las aristas deben seguir las relaciones de

conectividad de la superficie original.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. EL ESPACIO HIPERBOLICO

Definicion 4.1. Sea f la forma bilineal simétrica sobre R* con la forma cuadrtica

2 2

Q(xuyazat) :tQ_x _yQ_Z

Un operador lineal T" sobre R* que preserva esta forma bilineal (o cuadrdtica) particular,

se llama transformacién de Lorentz, y el grupo que preserva f se llama grupo de Lorentz.

(Hoffman et al., 1973)

El modelo hermitico de H?, estd dado por:

4 g+ x3 X1+ ’iZL’Q
(2o, 1, 29, x3) € L* — € Herm (2)

xry — il‘g o — T3

donde Herm (2) es el conjunto de las matrices hermitianas de orden 2, el producto

lorentziano estd dado por

aq bl (05} bg 1 _ _
) . —5(0402 + ascr — biby — baby)

b1 C1 bg Cy
El espacio de Lorentz es el conjunto
L' =R ()
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donde, considerando el punto = = (¢, x1, x2, x3, ) de R*, est4 definido como

2 2 2 2

El grupo de Lie complejo

SL(2,C) ={A € My(C) : det(A) =1}

actda sobre L* mediante

¢ € SL(2,C)— ¢-m=¢pmo*

m € Herm(2), ¢* = ¢t, es decir, ¢* denota la matriz transpuesta y conjugada de ¢.

Puesto que det(¢) = det(¢*) = 1. Entonces

det(pme*) = det(p) det(m) det(d*)

=det(m)

Esto implica que la accién preserva la métrica y la orientacion de L%

El espacio hiperbélico H? es el conjunto

H? ={z eL': —af+ 2%+ +2;=—1, 7y > 0}

La métrica inducida de IL* est4 dada por

(m,m) = — det(m)
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a b
En efecto, seam = entonces
b ¢
a b a b
<m7 m) = )
b ¢ b ¢

1 _ _
=—§(ac+ac—bb—bb)
= — (ac — bb)

= — det(m)

Definicion 4.2. Una superficie de Bryant es una superficie en H? de curvatura media

constante 1. (Collin et al., 2001)

Sea F una variedad conexa de las bases (e, €1, €2, e3) de L que satisface las

siguientes condiciones

egNept ANeg ANeg >0

2%(eg) > 0

;

-1, sia, =0

(€ases) =19 0, sia#p3

\ 1, sia=p=1,203
El espacio I’ es una subvariedad suave de L* x L.* x L* x L*. donde e, : ' — L*
tal que

de, = egw?

67

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

escribiendo w' por wy, se tiene

deg =e;w"

— i J
dei =eqw + €;W;

oyl J
O—wj—l—wi
Ademas, se tienen
dw' = —w; AN w’
i i ki j
dw; = —wp ANwi —w' Aw

La aplicacién ey : F' — H3 es una sumersion. Y e, 3, e3 € TeO]HI3, se tiene

es(ds?) = (deg, deg) = (w)? + (w?)* + (w*)?

Sea N3 C IL*, que denota el cono positivo nulo

N} ={vel*: (v,v) =0ya°v) >0}

La aplicacién e + e3 : F' — N3 es una sumersion suave. Sea dp? la métrica de N3, se
tiene

d(eg + e3) = (eg + 63)w3 + (al(w1 + w%) + 62(w2 + wg)

(e0 + e3)*(dp®) = (d(ep + e3), d(eo + e3)) = (w' +w;)? + (w* + w})2

Sea [eg + €3] : ' — S2 una aplicacion que denota la linea que pasa por eg + e3.
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Usando SL(2,C) para parametrizar /' como sigue

y sea ey(g) = g - e, = geng*. Entonces la aplicacion g — (e,(g)) es una aplicacion de
SL(2,C) sobre F'. Las formas canénicas w?, w;'- sobre esta aplicacién son invariantes a la

izquierda. Por lo tanto se verifica la ecuacion

3 012 1 1 : 2 2
1 w’ +iw (w' —ws) +i(w? — w3)
g 'dg =5 1 ’ ’ (4.1)

(w! + wl) —i(w? + w3) —(w? + w?)

La métrica de Cartan-Killing en SL(2, C) estd dada por la forma cuadrética holomorfa
¢ = —4det(gdg)

Definicion 4.3. Si M? es una superficie de Riemann, una aplicacién holomorfa
F:M?*— SL(2,C)

es llamada nula si F*(¢) = 0. Bryant, 1987

Se define la aplicacién e; : M — LL*, donde esdf = w? = 0, asi

el dreainducidoen M es dA; = w' Aw? > 0. Puesto que dw® = —wi Aw' —wi Aw? = 0,
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se sigue que existen funciones suaves h;; = hj; 1,7 = 1,2, tal que

3 1 2
wy = hllw + hlg’w

3 1 2
Wy = h21w + h22w

Entonces, la segunda forma cuadrética se escribe como
II = h11 (w1)2 + 2h12w1w2 + hgg(w2>2
y la curvatura media, estd dada por

1
H = 5(}111 + hgo)

4.2. TEOREMA DE REPRESENTACION DE BRYANT

En esta seccidn se presenta el resultado principal de la investigacion.
Teorema 4.1. Sea M? una superficie de Riemann y sea F' : M? — SL(2,C) una
inmersién nula. Entonces ey o F' = f : M? — H? es una inmersién conforme suave con
H = 1. Reciprocamente, si M? es simplemente conexay f : M? — H? es una inmersion
con H = 1, entonces existe F' : M? — SL(2,C) que es holomorfo con respecto a la

estructura compleja inducida en M? tal que f = ¢ o F. (Bryant, 1987)
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Demostracion. Considerando la siguiente notacién

w=w'+iw?, T=w —iw

La ecuacién (4.1) se escribe como

Ly ] w® + iwy (wh +wi) +i(w? +w3)
g ag =7

2
(w! —wf) —i(w? — ws) —(w? + iw})

(w' + w}) +i(w? + w3) = (W' +iw?) + (W +iw) =w+ 7Ty

(w! —w?) —i(w? —wd) = (w —w?) — (W} —iw) =w -7

Entonces

Denotando

F*(w® 4+ iw?) =2a
Fr(w+7) =2y 4.2)

F*(w —m) =2
donde o, By v son 1-formas en M?y
F*(g~'dg) =

Por hipétesis, F' : M? — SL(2, C) es una inmersioén holomorfa nula, es decir, F*(¢) = 0.
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Entonces

0= F*(¢) =F*(—4det(g"dg))
0=—4(—a*—3v)
0 =4(a® + 37)

0=a®+ By (4.3)

De la propiedad z + zZ = 2Rz, se tiene

y de la propiedad de z = z, se tiene

Ahora, sea f = ¢y o F, entonces

fr(ds?) =F*((w*)* + ww)
=(a+a)? + (B +)(B+7)
=a® + 200 + &° + BB+ By + By + 17
=(0” + ) + (2aa + BB +47) + (a® + B7)

f*(ds*) =2aa + BB + V3 (4.4)

Esta expresion es definida positiva, la aplicacién f : M? — H? es una inmersién conforme

con la métrica inducida ds} = f*(ds?).
Sea U C M un conjunto abierto simplemente conexo sobre el cual existe una
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1-forma ¢ del tipo (1, 0) tal que

a5} = 69

en U. M es cubierto por tales conjuntos abiertos. Restringiendo a U, existen funciones

A, By Cen U satisfaciendo

F*(w? 4+ iw?) =2A¢
F*(w — 7) =2B¢

F*(w+7) =2C¢

de las ecuaciones (4.2), se tienen

a=A¢
B =B¢
v=C¢

reemplazando en la ecuacion (4.3), se tiene

0 =a’ + By
0 =(A¢)* + (B¢)(C9)

0=A2+ BC
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y de la ecuacioén (4.4)

200+ B + 77 =" (ds®) = ds} = ¢¢
2(A¢)(Ag) + (Bo)(Bo) + (C)(Co) =¢¢
2AA(¢0) + BB(¢9) + CC(dd) =¢¢

2AA+ BB+ CC =1 4.5)

Puesto que U es simplemente conexo, existen funciones p, g en U tal que

Reemplazando en la ecuacion (4.5), se tiene

2(pq)(P9) + p°P* + T =1
(pD)* + 2(pp)(qq) + (qq)* =1
(pp + q9)* =1

pp+qq =1
Puesto que A¢p, B¢y y C'¢ son holomorfas en U, entonces

A Ao
2 Co

P _
q¢ q

es meromorfa en U. La 1-forma pdg — gdp del tipo (1,0) tiene las siguientes
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representaciones

p*d(g/p)  dondep #0

—q*d(p/q) donde q # 0

pdq — qdp =

Sea h: U — SU(2) definida por

Entonces eq o (F'h) = ey o F puesto que h toma valores en SU(2). Ademds

(Fh) (g~ dg)(v) =(g~"dg)(d(Fh)(v))
=(Fh)~d(Fh)(v)
=h"'F~YdF(v)h + h ' F ' Fdh(v)
=h~"(g~"dg)(df ) (v)v + h~'dh(v)
—h~' F* (g7 dg)(v)h + h~ dh(v)

(Fh)*(g~"dg)(v) =h™"F* (g~ dg)h + h™"dh

esto es:

(Fh) ™ d(Fh) = h™"(F dF)h + h™dh

en funcion de las formas tenemos:

1 w? + iw? w47 | rao—a .
S (Fh)* =h ¢h + h~'dh (4.6)

w—n  —(w4iwy) P’ —pq
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| pa =&
h oh =
p* —pg
| pa =&
h oh =
p* —pg
h=tdh =
htdh =

remplazando en al ecuacién (4.6)

1 w® + fwi w+T
5 (Fh)”
w—7 —(w+iw})
1 w? + iw? w+T
5 (Fh)
Z = 3 4 o2
| w7 —(w’ +iwy)

g p||pe —q q -
o)
-p q p* —pgq p —q
peqd+ p*p  —q*q — ppyq qp —po
0 0 pd —qo
0 —o¢l(pp)? + 2(pp)(qq) + (99)?]
0 0
0 —¢(pp+ qq)?
0 0
0 —¢
0 0
q p dg —dp
-p q dp dq
Gdq + pdp  —Gdp + pdg

| —pdq+qdp  pdp+ qdq

B 0 —¢ N qdq +pdp  —qdp + pdq
] L0 0 —pdq +qdp  pdp + qdg
| Gdp+pdp pdg — gdp — ¢
| [ gdp—pdg  pdp+qdq
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Entonces

(Fh)*(w + =) =2(pdq — qdp — ¢)
(Fh)*(w — ) =2(qdp — pdq)

(Fh)*(w® 4 iw?) =2(gdq + pdp)

Por lo tanto,

Fh:U — SL(2,C) es un campo orientado en U de la inmersién f = ey o F' = eo(F'h),

entonces

(F'h)"(m) = @ — 2(qdp — pdq)

y puesto que gdp — pdq es del tipo (1, 0) podemos escribir de la siguiente forma:

entonces tenemos:

(Fh)*(w}) =Re[(Fh)*(w)]

(Fh)*(w3) = — Im[(Fh)*(7)]

calulamos la parte real e imaginaria de (F'h)*(r).
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Re[(Fh)* () :%(Fh)*(w +7)
— (69— 6+ 05— 6)
— (69— 6+ 35— §)

=5 (66— 1)+ 57~ 1)
—Relo(e) ~ 1)

~Im|(FRY ()] =3 (Fh)*(ix — i)
=569~ 6) ~ i35 ~ )
= (0o~ G~ U6+ 9)
— (w0 + 6 36— 9)
=2 (60 +1) = 55 + 1)
— — Im[(6 + 1)

Identificando (Fh)*(wf) conw’, i,j =0,1,2,3y haciendo ¢ = v, + it), tenemos:

w =Re{[(¢1 — 1) + ith] (—w' —iw?)}
=Re{— (Y1 — Dw' —i(¢y — L)w® — ithyw' + Pow?}
=Re[(1 — 1)w" + ow? — i(Pow’ + (¢ — 1)w?)]

w =(1 = ¢1)w' + o’
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wi = — Im{[(¢y + 1) + iys] (—w* — iw?)}
=—Im{—(¢¥1 + 1)w1 — (¢ + 1)w2 - iw2w1 + waZ}
— — Im[(1 = ¢)w" + Pyw? — i(Pow’ + (P + 1)uw?)]

wy =thow' + (1 + L)w”

Si se sabe que:

3 3
’LUl hll h12 wl
3 3
Wy h21 h22 Wy

entonces se tiene

w:{’ = h11w1 + h12w2 = (1 - 1/11)71)1 + ¢2w2

wg’ = h21w1 + h22w2 = 7,&211)1 + (¢1 + 1)w2

de esta igualdad se obtiene que

hir = (1 — 1), hia = ho1 = s, hao = (Y1 + 1)

si se tiene que

1
H =§(h11 + hao)

H

5((1 — 1) + (Y1 + 1))

H =1

Reciprocamente, sea M? simplemente conexo y sea f : M? — H? una inmersién
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con H = 1, existe una (1,0) forma ¢ definida globalmente en M? por

Seag: M* — SL(2,C) tal que

eog(p) = g(p)eog(p) = 9(p)g(p) = f

consideramos G de SL(2,C) en F dado por:

G:SL(2,C) —F

9(p) = (eog(p), e19(p), €29(p), e39(p))

escogemos ¢ de modo (G o g)*(w) = —¢, entonces

L 1, w3 + dw? w+ T
9" (g dg) =59
2 = 3 4 ;o3
w+m  —(w+iwy)
1| —p —20-17
n —ip

donde p = g*(w?)(formareal) y n = g*(w — )

n = (wl — sz) — hnwl — h12w2 + ihlzwl + ihgng
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Usando el hecho de que H = 1 tenemos que

1

H - 2(h11 + h22)
2 — h11 + h22
1 - hll = h22

entonces tenemos

n=uw"— iw? — hjw! — hyow? + ihpaw® + ihgow?
= (1= by + ihig)w' + (ihoy — i — hig)w?
= (1= hyy +ih)w' + (2 = hiy) — 1+ ihyy)iw?
= (1 — hay + ih2)w' + (1 — hyy + ihig)iw?
= (1 = hyy + ihy) (w' + iw?)

n= (1 — h11 + ihlg)w

es de la forma del tipo (1,0).

Consideremos la 1-forma p en M? con valores en SU(2) definida por

ip =1

| —

la 1-forma y satisfae dy = —p A p de hecho:

1 wdp —dn

dn —udp
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tenemos:

dp = dwf = (1 + h%Q - h11h22)w1 VAN w2
= (1 —+ h%2 — h11(2 - hu))’wl N 'U}2

1

dn = dw — dr = dw' — idw? — dw? + idw3
= —wy Aw® +iwi Aw' +wh Aw? +i(—wi A wy)
= wi Aw® +iwi Aw' + wi Awi +iw A w}
=i(p A (W' —iw?)) +i((w® —iwy) A p)
=i(pANw+mAp)

= i(p(w — 7))
remplazando los resultados en dyu, obteniendo
—(1 = 2hy1 + b + i) sw AW ip(w — )

ip(w — ) (1 —2hyy + A3, + hiy)sw A w

1 nAn  2ip A1

2ipAn nAn

1{ — 7 p -1

1 nAn  2ip A1
2ipAn A7
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estoesdu = —puAp

Dada una aplicacién h : M? — SU(2) tenemos

d(hp) = dh A p+ hdp

=dh A p+h(—pA p)

=dhANp—dhAp
d(hp) =0
pues —hyu = —dh con la ecuacién diferencial dh = hy

tiene solucién siy solo si dh A pu + hdp =0

que es la condicion de compatibilidad, existe

u = h~'dh de la forma

para p, q funciones diferenciales en M?
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Sea ' = gh™! y calculamos F~1dF

dF = dgh™ + gdh™*
F7YdF = hg~(dgh™" + gdh™")
= h(g~'dg)h™" + h(g~ g)dh™"

= h(g~'dg)h™" + hdh™*

o —1 0 ¢ —1 —1
= huh™ +h h™' + hdh

0 0
0 —¢
=dhh™" + hdh™" + h ht
0 0
si se sabe que [ es la matriz identidad
hh™' =1

dhh™ " 4+ hdh™' =0
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pgd —q*
I

pqg —q

P —pg

pq —¢
dF = F ¢

P* —pg

Por lo tanto dF es de clase (1,0) y podemos concluir que F' : M? — SL(2,C) es
holomorfa.
Asi mismo F' es un inmersion nula pues:
pqg —q
det(F~1dF) = P>
= (—0’¢ + *¢*)¢”

det(F~'dF) = 0

y satisface

eoF = eo(gh™) =eg=f
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Si Fy, Fy : M? +— SU(2,C) son holomorfas, se tiene

F1 == FQh

entonces h : M? «— SL(2,) es una apicacién holomorfa de M? en SL(2,C). Por lo

tanto SU(2) es una subvariedad de SL(2,C) y por lo tanto h es contante. O
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V. CONCLUSIONES

Al finalizar el trabajo de investigacion se llego a la siguiente conclusion.

e Se demostr6 el teorema de la representacion de Bryant utilizando la curvatura
media en términos de los coeficientes de la segunda forma fundamental

e Serealizo un estudio de las superficies de curvatura media en el espacio euclidiano
tridimensional y en el espacio hiperbdlico de dimension tres en el modelo
hermitico.

e La curvatura media se logré mostrar que depende solamente de los coeficientes de

la segunda forma fundamental.
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VI. RECOMENDACIONES

e El teorema de representacion de Bryant tambien se puede demostrar mediante la
diferencial de Hopf de la superficie viene dado por Q@ = ¢(z)dz* donde Q) es una
2-forma holomorfa.

e el teorema de representacion de Bryant es un resultado util para las demostraciones

en curvatura total finita para superficien en H?®
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