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RESUMEN

La presente investigacion tiene por finalidad mostrar que el Método Lagrangiano Aumen-
tado permite la solucion del problema general de optimizacién no lineal. Para tal efecto
se describe las condiciones de Karush Kuhn Tucker para puntos estacionarios y se estu-
dia las Condiciones de Optimalidad de primer y segundo orden para soluciones locales.
Se analiza el Método de Penalizacion cuadritica como base para el Método Lagrangiano
Aumentado demostrandose que los puntos estacionarios del Lagrangiano Aumentado son
puntos estacionarios del problema general de optimizacion no lineal y que, bajo ciertas
condiciones el algoritmo generado por el Método Lagrangiano Aumentado converge a
puntos estacionarios cuando es aplicado a un problema general de optimizacion no lineal,
permitiendo asi encontrar su solucion. El algoritmo del Lagrangiano Aumentado genera
una sucesion de iteraciones {x;} donde x; es la solucién aproximada de un subproblema

que implica la funcién Lagrangiana Aumentada.

Palabras Clave: Condiciones de Karush Kuhn Tucker, Condiciones de Optimalidad, La-
grangiano Aumentado, Multiplicador de Lagrange, Optimizacién No Lineal, Puntos Es-

tacionarios.
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ABSTRACT

The purpose of this research is to show that the Augmented Lagrangian Method allows
the solution of the general nonlinear optimization problem. For this purpose, the Karush
Kuhn Tucker conditions for stationary points are described and the first and second or-
der optimality conditions for local solutions are studied. The Quadratic Penalty Method
is analyzed as a basis for the Augmented Lagrangian Method showing that the statio-
nary points of the Augmented Lagrangian are stationary points of the general nonlinear
optimization problem and that, under certain conditions the algorithm generated by the
Augmented Lagrangian Method converges to stationary points when applied to a general
nonlinear optimization problem, allowing thus to find its solution. The Augmented La-
grangian algorithm generates a sequence of iterations {x;} where x; is the approximate

solution of a subproblem involving the Augmented Lagrangian function.

Key Words: Karush Kuhn Tucker Conditions, Optimality Conditions, Augmented La-

grangian, Lagrangian Multiplier, Nonlinear Optimization, Stationary Points.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La investigacion sobre problemas de optimizacion lineal cubren una amplia gama de
aplicaciones, pero en general en la vida real las personas suelen encontrarse con otro tipo
de problemas de optimizacién que son de tipo no lineales; la solucién de estos problemas
es de complejo desarrollo mds atin si presentan restricciones de igualdad y desigualdad;
por lo que se busca métodos o algoritmos de optimizacion eficientes para hallar la solucién

de estos problemas.

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

,Seré posible mostrar que, bajo ciertas condiciones, el algoritmo generado por el
Método de Lagrangiano Aumentado converge a puntos estacionarios del problema de

optimizacién no lineal con restricciones?

1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

1.3.1. Hipétesis General

El Método de Lagrangiano Aumentado permite la solucion de problemas de optimi-

zacion no lineal con restricciones de igualdad y desigualdad.
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1.3.2. Hipétesis Especificas

1. Las condiciones de Karush Kuhn Tucker (KKT) se aplican para encontrar puntos

estacionarios de problemas de optimizacion no lineal.

2. Las condiciones de optimalidad de primer y segundo orden garantizan que las con-

diciones de Karush Kuhn Tucker (KKT) generan soluciones locales.

1.4. JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

La investigacion en el drea de optimizacidn no lineal es de suma importancia, puesto
que es un principio bésico del andlisis de problemas complejos de decision; ademds hay un
amplio y creciente planteamiento de estos problemas en la teoria de control, en problemas
de bioequivalencia, en la estadistica aplicada, en la mecénica de fluidos, economia, estudio
de poblaciones, etc. (Beck, 2023).

El motivo del presente trabajo es hacer estudios cualitativos de cardcter explicativo
y descriptivo de la solucién del problema de optimizacién no lineal con restriciones de
igualdad y desigualdad, las cuales tienen un alto grado de complejidad de desarrollo a
comparacion de los lineales.

Como consecuencia se ve necesario recurrir al Método Lagrangiano Aumentado que
es asociado a los multiplicadores de Lagrange, este método desencadena un algoritmo que
sirve para dar solucion a problemas de optimizacidn con restricciones.

Por lo expuesto, para el desarrollo de la presente investigacion, es preciso brindar

aspectos tedricos partiendo de conceptos, teoremas y propiedades primordiales.
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1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo General

Mostrar que, bajo ciertas condiciones, el algoritmo generado por el Método de La-
grangiano Aumentado converge a puntos estacionarios del problema de optimizacién no

lineal con restricciones, que son soluciones locales.

1.5.2. Objetivos Especificos

1. Describir las condiciones de Karush Kuhn Tucker (KKT) para problemas de opti-

mizacion no lineal.

2. Estudiar condiciones de optimalidad de primer y segundo orden para garantizar la

validez de las condiciones de Karush Kuhn Tucker (KKT).

3. Estudiar métodos de penalizacion para hallar la solucién de problemas de optimi-

zacion no lineal.

4. Mostrar que el Método Lagrangiano Aumentado genera puntos estacionarios del

problema de optimizacién no lineal con restricciones.

15
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CAPITULO 11

REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

En los problemas de optimizacion no lineal se pueden presentar algunos donde sea
necesario maximizar una funcién no lineal, sin embargo como méx f(x) = —min(—f(x))
se considera solo problemas de minimizacion en esta investigacion; asi pues presenta-
mos algunos estudios de investigadores que de una u otra manera tienen que ver con la
investigacion planteada.

Mehta (2020) halla la solucién del problema de optimizacion con restricciones no
lineales de objetivo inico mediante un algoritmo iterativo para las multiples topologias y
muestra asi el proceso de convergencia global, donde los resultados numéricos se obtienen
por la herramienta de solucién Octave.

Yi-Chih, Yung-Cheng, & Peng-Sheng, (2015) proponen un método artificial y me-
jorado que consta de dos fases tomando de referencia el método inmunoevolutivo para
la resolucién de problemas de optimizacidn restringida no lineal que presenta variables
reales, variables enteras y variables discretas.

Wang, Zhang, Wang, & Rong (2020) disefian un algoritmo de primer orden para en-
contrar una solucién 6ptima inexacta de problemas de optimizacién no lineal restringidos
utilizando un software computacional econdémico, apoyandose de una actualizacién de
parametros de penalizacién durante la resolucion de los subproblemas generados.

Bertsekas (1999) proporciona una informacién completa y accesible de algoritmos

para resolver problemas de optimizacion no lineal, centrandose en un andlisis matematico
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riguroso. Hace una introduccién de los métodos modernos y sus aplicaciones.

Nocedal & Wright (1999) brindan una descripcion completa de las técnicas mas po-
derosas y de vanguardia para resolver problemas de optimizacién; muestra las diferentes
aplicaciones que tienen desarrollando de manera comprensible diferentes algoritmos y se-
flala el camino a las investigaciones futuras sobre la mejora y ampliacion de los algoritmos
en softwares de optimizacion.

Rojas (2018) estudia las condiciones de cualificacion y optimizacién del problema
de relaciones andlogas del equilibrio de Nash generalizado mediante el algoritmo de La-
grangiano Aumentado, utiliza las condiciones de términos para probar la convergencia
global y a su vez calcular un punto de Karush-Kuhn Tucker (KKT).

Croceri & Sottosanto (2011) muestran la resolucion de problemas de cuadrados mi-
nimos no lineales con restricciones de igualdad y desigualdad mediante un algoritmo
apoyado en la minimizacion secuencial del Lagrangiano Aumentado, se apoyan con el
método de gradiente proyectado y el esquema de tipo Armijo; a su vez presentan resulta-
dos numéricos previos mediante una insercion en el software Matlab.

Cui, Ding, Li, & Zhao (2021) aplican el Método de Lagrangiano Aumentado para la
resolucion de problemas de optimizacién de matrices convexas de gran escala, analizan
dos tipos de condiciones suficientes para asegurar las condiciones de crecimiento cuadra-
tico de una clase de problemas de optimizacion restringidas y regularizadas por funciones
espectrales no suaves. Finalmente hacen una introduccion de la resolucion de problemas
de optimizacion de la matriz convexa central.

Kanzow, Steck, & Wachsmuth (2018) proponen una variacién del Método de La-
grangiano Aumentado para resolucion de problemas de optimizacion restringidas en es-
pacios de Banach, ademads presentan soluciones numéricas para realzar la factibilidad del

método.
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Soledad (2018) extiende el Método Lagrangiano Aumentado para la resolucién de
problemas de optimizaciéon multiobjetivo restringidos mediante el uso de escalarizaciones
y el uso de la funcién Lagrangiana Aumentada vectorial; se demuestra la convergencia a
un punto estacionario del problema multiobjetivo.

Andreani, Secchin, Ramos, Ribeiro & Velazco (2021) afirman que el algoritmo de
Lagrangiano Aumentado es un método exitoso para resolver problemas de optimizacién
con restricciones, donde el andlisis de convergencia es mejor con el empleo de nocién de
condiciones de optimizacion secuencial.

Viéazquez (2021) presenta la resolucion de problemas de optimizacidn con restriccio-
nes mediante métodos de penalizacion y el Método de Lagrangiano Aumentado; afirma
que este ultimo es un método de perfeccionamiento respecto a los métodos anteriores ya
que tiene una mayor velocidad de convergencia, de esta forma hace una introduccién a
los algoritmos de resolucion de problemas de optimizacion con restricciones. Por consi-

guiente es considerado como base para la presente investigacion.

2.2. MARCO TEORICO

En esta seccion veremos algunos conceptos y notaciones propias relacionadas con el
problema:

ci(x)=0,ice
min f (x) sujeto a
X

ci(x)>0,iel
donde f,c;: R" — Ry f es conocida como funcién objetivo; ademds I y € conjuntos

finitos de indices.

Sea n un nimero natural. El espacio vectorial a considerar es R" = R xR x ... xR

n veces
donde los elementos de dicho espacio son vectores columna. Como en R" todas las nor-
mas son equivalentes, |-|| denota una norma cualquiera en R" y |-||, denota la norma

18
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euclideana. El producto interior en R” se denota por x y, para todo x,y € R" y la sucesién

serd denotada por {z;}.

2.2.1. Conceptos Topologicos

En esta subseccion nos ocuparemos de introducir los conceptos bdsicos topoldgicos

a manera de fijar notaciones.

Definicion 2.2.1. Una sucesion en R" es una aplicacion k € N — z;, € R”", definida en el

conjunto N =1{0,1,2,3,...} denotada por {z;}.

Decimos que el punto x € R" es el limite de la sucesién {z; } cuando para todo € > 0

dado, es posible obtener k € N tal que
k>k=|a—x <e

En este caso, también decimos que la sucesion {z;} converge para X y representamos esto
por zx — X0 131_{130 Zx = X 0 limz; = O si no hubiese confusion.

En particular una sucesién {z;} satisface la propiedad P para k suficientemente
grande, si existe N tal que P se satisface para todo k > N. (Alves & Wegner, 2014)

Por ejemplo si 7z — 5 entonces significa que ||z — 5| < 1 o que [|z]| < 10.

Existen resultados importantes respecto a la sucesion que nos servirdn para el desa-

rrollo del presente trabajo, los cuales resaltamos a continuacion:

= Si una sucesion {z;} converge para un limite X, entonces toda subsucesion {zx, } ;.

también converge para X.

= Por el Teorema de Bolzano Weierstrass toda sucesion limitada en R” posee una

subsucesion convergente.

19
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= Sean las sucesiones {z;} C R"y {4} C R— {0}, con A — 0. Se dice que z es el

. Z . .
orden de A, es decir z; = 0(4;) cuando k 0; y asociado a este concepto se tiene

Ak

que:

* o(tx) +oltx) = o(tx).
° bTO(tk) = O(tk).
* o(o(t)) = o(t).

o([lo(@)ll) = o(n)-
(Lages, 2004)

Definicion 2.2.2. Dado el punto a € R" y el niimero real r > 0, la bola abierta de centro
ay radio r es el conjunto B(a;r) de los puntos x € R" cuya distancia al punto a es menor
que r. En simbolos:

B(a;r) ={xeR"|x—a| <r}

Andlogamente, la bola cerrada de centro a 'y radio r es el conjunto B|a;r] asi defi-

nido:

Bla;r] ={x e R"|[x—al <r}

Se dice que el conjunto X C R" es limitado cuando estd contenido en alguna bola
Bla;r]. Como Bla;r| C B[0;k|, donde k = r+ |a|, decir que X es limitado equivale a decir
k > 0 tal que ||x|| < k para todo x € X.

Una funcién f : X — R" se dice limitada cuando su imagen f (X) C R" es un con-
junto limitado, es decir, cuando existe ¢ > 0 tal que || f (x)|| < ¢ para todo x € X. (Lages,

2004)

Definicion 2.2.3. Sea a € X C R”, se dice que el punto a es interior al conjunto X cuando,
para algiin r > 0 se tiene B (a,r) C X. Esto significa que todos los puntos suficientemente

20
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proximos de a también pertenecen a X. El conjunto interior X de los puntos interiores a
X se llama interior del conjunto X, denotado por intX. Evidentemente, intX C X. Cuando
a € intX, se dice que X es una vecindad de a.Un conjunto A C R" se llama abierto cuando

todos sus puntos son interiores, es decir cuando A = intA. (Lages, 2004).

Definicion 2.2.4. Un punto a es adherente al conjunto X C R" cuando existe una sucesion

de puntos x; en X tal que limx; = a. (Lages, 2004).

Definicién 2.2.5. Se llama clausura del conjunto X C R" al conjunto X formado por
todos los puntos adherentes a X. Por tanto a € X si y solo si a = limzy, z; € X. Se dice
que a € X es lo mismo afirmar que a es adherente a X.Un conjunto F € R" se llama
cerrado cuando F = F es decir, cuando el limite de toda sucesion convergente de puntos

de F es un punto de F.
Entre los resultados topoldgicos importantes que vamos a utilizar, podemos destacar:

= Un conjunto F C R" es cerrado si y solamente si, su complemento R"” — F es abierto.

Equivalentemente A C R" es abierto si y solamente si R" — A es cerrado.

= La clausura de cualquier conjunto X C R" es cerrado. Es decir para todo X C R" se

tiene ):( =X.

= Sea F C R" un conjunto cerrado. Dado cualquier a € R" existe por lo menos un

xo € F tal que ||xo — a|| < ||x —al| para todo x € X.

= Un conjunto X C R" se llama compacto cuando es limitado y cerrado. Las siguien-

tes afirmaciones sobre el conjunto K C R" son equivalentes:

* K es compacto.

* Toda sucesion de puntos z; € K posee una subsucesion que converge para un
punto de K.
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= Sea K C R" compactoy F C R" cerrado. Existen xy € K y yg € F tal que ||xo — yo|| <

||x — y|| para cualquierx e Ky y € F.

(Lages, 2004)

Definicion 2.2.6. Se dice que a € R" es el punto de acumulacion del conjunto X C R"

cuando toda bola de centro a contiene algiin punto de X diferente de a.

Los resultados topoldgicos resaltantes que utilizaremos con respecto al punto de

acumulacién son:

= La equivalencia de las siguientes afirmaciones: a es un punto de acumulacién de
X, a es el limite de una sucesién de puntos z; € X — {a} y toda bola de centro a

contiene una infinidad de puntos de X.

= Todo subconjunto infinito limitado X C R" admite por lo menos un punto de

acumulacion.

(Alves & Wegner, 2014)

Definicion 2.2.7 (Conjunto Convexo). Un conjunto C C R" es llamado convexo cuando
Vx,y € C, el segmento [x,y| = {(1 —t)x+ty |t € [0,1]} estd enteramente contenido en C.

(Alves & Wegner, 2014)

Convexo No Convexo

Figura 2.2.1: Conjunto Convexo y No Convexo.
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Lema 2.2.1. Sean u,v € R" conu #v. Si ||ul|a = ||v||2 =r, entonces ||(1 —t)u+1tv| <r,

paratodot € (0,1). (Alves & Wegner, 2014)

Lema 2.2.2. Sea S C R" un conjunto cerrado no vacio. Dado 7 € R", existe 7 € S tal que
lz =2zl < [lz—x]|

para todo x € S. (Alves & Wegner, 2014)

Lema 2.2.3. Sea S C R" un conjunto no vacio, convexo y cerrado. Dado s € R", existe
un vnico's € S tal que

Is =5[l2 < [Js = ]2

para todo x € S. (Alves & Wegner, 2014)

2.2.2. Funciones Diferenciables

Sea f : U — R una funcién definida en el abierto U C R". Paracadai=1,...,n,la

i-ésima derivada parcial de f en el punto a = (ay,...,a,) € U es el nimero
of _ o flatte)—f(a) | flar,....aitt,....an) — f(a)
axi =0 t t—0 t

caso este limite exista.
Sea f: U — R una funcién que posee las n derivadas parciales en todos los puntos

del abierto U C R". Luego se definen n funciones.

af af

ox;” " dxy

: of . 9f
U — R, dondea—Xi.xHa—Xi(x)

Si estas funciones son continuas en U, diremos que f es una funcién de clase c! y
escribiremos f € C!.

Una funcién f : U — R", definida en el abierto U C R", se dice de clase C' cuando
cada una de sus funciones coordenadas fi,. .., f, : U — R es de clase C'.
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Una funcién f : U — R, definida en el abierto U C R", se dice diferenciable en el

punto a € U cuando cumple las siguientes condiciones:

af
7a_xn (Cl)

d
1. Existen las derivadas parciales B_f (a),...
xi

2. Paratodo v = (0,...,0) tal que a+v € U, se tiene

car )
fla+v)—f(a)= .Za_x,'al—i_r(l))’ donde ||1|1\IEO V]| -

Una funcién f : U — R", definido en el abierto U C R”, se dice diferenciable en
el punto @ € U cuando cada una de sus funciones coordenadas fi,...,f, : U — R es

diferenciable en ese punto.

(Lages, 2004).

Teorema 2.2.1. Toda funcién f: U — R de clase C' es diferenciable.

d d
Sea f : U — R una funcién que posee las derivadas parciales 8_f (x),..., 5 / (x) en
X1 Xn
todo punto x del abierto U C R". La j-ésima derivada parcial de la funcién 8_f U —R
Xi

en el punto x € U serd indicada por

’f O (9 (. ij=1
X)=—=](x iL,j=1,....n
anaxi 8xj 8x,~ ’ J ’ ’
Si estas derivadas parciales de segundo orden existieran en cada punto x € U tendremos
2
ox jaxi

de clase C2 y escribiremos f € C2. (Lages, 2004)

n? funciones : U — R. Cuando tales funciones fueran continuas diremos que f es

Considerando f : R” — R una funcién de clase C? entonces su gradiente y hessiana

se definen como:

9f
dx| Pf P
. 0x10x1 0x10x,
Vf= , Vif=| L
' o’ .
of 0x,0x1 0x,0x,
0x,
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(Alves & Wegner, 2014)

Ejemplo 2.2.1. Sea f : R? — R dada por
2
f(x) = 2xF —x1x0 +23 — 2x1 + 302 + 1™

» La gradiente de f es:

d
% dx; —xp — 2+ €12
Vi) = | o] = )
5 —X1 20+ S+
8x2 3
» La hessiana de f es:
2 2
a f (9 f 4+ex1+x2 _1+ex1+x2
sz(x) — 8x18x1 8x18x2 —
% f % f

-1 +ex1+x2 2+€x1+x2

0x20x1  0x20x
Teorema 2.2.2 (Teorema de la Funcién Implicita). Dada una funcion f : U — R, de clase
C* (k> 1) en el abierto U C R""!, sea (xo,y0) € U tal que f (xo,y0) =cy 3—5 (x0,Y0) #
0. Existen una bola B = B (x0;8) y un intervalo J = (yo — €,y0+ €) con las siguientes

propiedades:
_ Jf _
a) BxJCUy a—(x,y) # 0 para todo (x,y) € B X J.
y
b) Para todo x € B existe un inicoy = & (x) € J tal que f (x,y) = f(x,& (x)) =c.

Una funcion & : B — J, asi definida es de clase c* y sus derivadas parciales en cada

punto x € B son dadas por
d
9E  — 5L (x.E0x)
dx: O (v £/
dxi 9L (x,& (x))
(Lages, 2004)

Teorema 2.2.3 (Teorema de Taylor). Sea f : R" — R una funcion diferenciable, si x € R",
entonces
f@x) = f®) + V@ (x=%) +r(x)
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con lim r(x)_ =0. (Alves & Wegner, 2014)
X—X ||x —x||

Corolario 2.2.1. Sea f : R" — R es una funcion diferenciable, si x € R" y x =X+ td

entonces

fE+1d) = f(X) +tVFER) d+o(1). (2.1)
(Alves & Wegner, 2014)

Teorema 2.2.4 (Teorema de Taylor de Segundo Orden). Si f : R" — R es una funcién dos

veces diferenciable y X € R, entonces

fx) = @)+ V) (x—3)+ %(X—X)Tvzf(f) (x—X) +r(x)

con lim rx) =0. (Alves & Wegner, 2014)

X% ||)C—)_C||2
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CAPITULO 111

MATERIALES Y METODOS

3.1. MATERIALES

En el presente trabajo de investigacion, los materiales que se utilizaron fueron:

Libros.

= Revistas indexadas.

» Articulos.

= Papers online.

= Laptop.

m Internet.

s Memoria USB.

= Papel bond.

= Lapiceros.

3.2. METODOS

El presente trabajo "Método Lagrangiano Aumentado para la solucién de problemas

de opimizacion no lineal", debido a Charmaz (2008) se desarroll6 utilizando el método
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descriptivo dentro del contexto de la teoria fundamentada, también se utiliza la hermenéu-
tica que permite comprender, interpretar y evaluar la hipétesis y objetivos de la presente

investigacion.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES

Consideremos el problema general de optimizacion no lineal con restricciones.

ci(x) =0, ice
min f(x) sujeto a 4.1)
X
ci(x) >0, iel

donde:
= f.¢;:R" - Ry fes conocida como funcién objetivo.
= [y € conjuntos finitos de indices, donde:

* ¢;, 1 € € son las restricciones de igualdad.

* ¢;, i € I son las restricciones de desigualdad.

Definiéndose el conjunto viable
Q={x|ci(x)=0,i € &ci(x) >0,icl} (4.2)

como el conjunto de puntos x que satisfacen las restricciones.

Para este caso de problemas con restricciones nos limitaremos a los puntos viables
en una vecindad de x*.

Un vector x* serd una solucion local del problema (4.1) si x* € Q y existe una
vecindad ./ de x* tal que f(x) > f(x*) parax € A4 NQ.

El conjunto activo <7 (x) para cualquier punto viable x, se compone del conjunto €
junto con los indices de las restricciones de desigualdad para las cuales ¢;(x) = 0; es decir
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o (x)=eU{iel|ci(x)=0} (4.3)

Observaciéon: En un punto viable x,
= La restriccion de desigualdad i € I es activa si ¢;(x) = 0.

» La restriccién de desigualdad i € I es inactiva si ¢;(x) > 0

4.1.1. Cono Tangente y Cono Viable Linealizado

En esta subseccion definiremos los conceptos de conos y la Condicién de Califica-
cion de Independencia Lineal (LICQ) los cuales serdn de utilidad para la demostracion de

las condiciones de Karush Kuhn Tucker (KKT).

Definicion 4.1.1 (Cono). Un subconjunto no vacio ¢ C R" es un cono, si para todo t > 0
yd € € setiene quetd € 6.

0 0

Figura 4.1.1: Conos.

Ejemplo 4.1.1 (Cono convexo y cerrado). Dados los vectores vi,vy,v3,- -+, vy € R" —

{0}: el conjunm
m
v = {Z)’ivi |yi>0,i=1,-- m}
i=1

demostrar que es un cono convexo 'y cerrado.
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Figura 4.1.2: Figura del Ejemplo 4.1.1

Demostracion.

Considerando la matriz B = (Vl vy e Vm) € R, tenemos
¢ ={By|yeR",y>0}

Para mostrar que ¢ es cono, tomemos d = By € € y t > 0. Asimismo, td = B(ty) € €,
pues 7y > 0. La convexidad se obtiene de la relacion (1 —7)By+tBw = B((1 —1)y+tw).

Ahora probaremos que % es cerrado, por induccién en m.

i) Param = 1. Sea (dk) C €, tal que d* — d. Tenemos d* = ykvl, con yk > (. Asimis-
mo,
[vil[» =vl —=vid

vle
[[vi][?

lo que implica que yk — vy, donde y = > 0, pues yk > 0. Por tanto, d* =

yKv1 = yvy y asimismo, d = yv; € €.

ii) Suponiendo que el ejemplo sea vélido para m — 1. Vamos a demostrar que vale para
m. Considerando primero el caso que rango(B) = m. Sea (d*) C ¢, tal que d* — d.

Entonces, dk = Byk , con yk > 0. De este modo
B'By* =BTd* — BTd
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asi yk —y,cony= (BTB)_lBTd. Como yk > 0, tenemos y > 0. Por lo tanto, dF =
BY* — By y asi, d = By € €. Supongamos que rango(B) < m; las columnas de B

son linealmente dependientes, lo que implica que existe ¥y € R™ tal que

By=0 4.4)
y ¥ > 0 paraalgini=1,--- ,m. Considerando, para j = 1,--- ,m, la matriz
B]: (Vl cee Vj*l v]+l oo Vm> ER}’ZX(”‘I*I)

obtenida suprimiendo la j-ésima columna de B. Por induccidn, tenemos que el con-
junto

Ci={Bjz|zeR" ! z>0}

es cerrado para todo j = 1,--- ,m. Por lo tanto, la unién UJ’"C '/ €s un conjunto ce-
rrado. Para concluir la demostracién, vamos a mostrar que C = U;”C i-Sead e C.

Entonces d = By, para algtin y > 0. Considerando

- . Yi i
f =max< —= >0

donde Yy es dado por (4.4). Asi, para todo i tal que % > 0, se tiene y; +t7y; > 0.
Ademas como 7 < 0, en consecuencia también vale y; +779; > 0 para cada i tal que

% < 0. Sea j tal que f = —)%. Definiendo y = y+ 77, tenemos que y > 0y y; = 0.
J

Por lo tanto de la ecuacion (4.4), obtenemos

d=By=B(y+fy)=Byc(;

Ya que la inclusién U’J”C i C C es inmediata, completamos la prueba. [

Definicion 4.1.2. Sea un punto viable x, {z;} es una sucesion viable que converge a x si
Zr € Q para todo k suficientemente grande y 7 — X.
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Definicion 4.1.3. Un vector d es tangente a Q en un punto x* si existe una sucesion
viable {z;} en Q que converge a x* y una sucesion de escalares positivos {t;} con ty — 0

de modo que

L, Zx—X
Iim
k—oo I

=d (4.5)

Figura 4.1.3: Direcciones Tangentes.

el conjunto de los vectores tangentes a Q en x* se denomina cono tangente y es denotado
por To(x).
Definicion 4.1.4. El cono viable linealizado se define como el conjunto
dT'Vei(x)=0, Vice
FxX)=< 4 | (4.6)
dTVei(x*) >0, Vie.o(x*)NI
Observacion: Note que el cono tangente y el cono viable linealizado satisfacen la defi-

nicién de cono.

Ve
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Figura 4.1.4: Conos Viables Linealizados.

F(x*)

Ve

F(x*)

Ve

F (&) =Tax")
Figura 4.1.5: Conos Viables Linealizados-Conos Tangentes.

Definicion 4.1.5 (LICQ). Dado el problema general (4.1), un punto x € Q satisface la
Condiciones de Calificacion de Independencia Lineal (LICQ) si el conjunto de gra-

dientes de las restricciones activas {Vc;(x*),i € o7 (x*)} es linealmente independiente.

4.1.2. Condiciones de Optimalidad de Primer Orden

Las condiciones de optimalidad de primer orden ayudardn a determinar la validez
de las condiciones de Karush Kuhn Tucker (KKT), previamente para enunciar las con-
diciones necesarias de optimalidad definiremos la funcién Lagrangiana para el problema
general (4.1) el cual se define de la siguiente forma.
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ZL(x,A) = f(x) — _Z Aici(x) 4.7)

Teorema 4.1.1 (Condiciones necesarias de primer orden). Sea x* una solucion local de
(4.1), donde f y c; son funciones continuamente diferenciables, si x* satisface LICQ,
entonces existe un vector 1™ llamado multiplicador de lagrange, de componentes A;" pa-
rai € Ul tal que se cumplen las siguientes condiciones denominadas condiciones de

Karush Kuhn Tucker (KKT):

V. LA =0 (4.8a)

G(x*)=0Vice (4.8b)

ci(x*) > 0,¥iel (4.8¢)

AF>0Viel (4.8d)

Aci(x*)=0,Vie eUl  (Condicién de complementariedad) (4.8e)

como A =0 por la condicion de complementariedad para todo i & </ (x*), entonces
(4.8a), se reescribe como:
0=V, L A)=Vfx)— Y A'Vex")
ied (x*)
donde si se satisface LICQ entonces los Vci(x™) son linealmente independientes, luego

A" es tinico. (Nocedal & Wright, 1999)

Para llegar a la demostracion de este Teorema 4.1.1 necesitaremos de varios resulta-
dos previos.
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Primeramente veremos una relacién entre el cono tangente y el cono viable lineali-
zado, para ello consideraremos a A(x*) como la matriz cuyas filas son los gradientes de

las restricciones activas en el punto viable x*, es decir:

AT = [Vei(x)] . () (4.9)
donde el conjunto activo o7 (x*) se define como en la ecuacién (4.3).

Lema 4.1.1. Sea x* un punto viable del problema general (4.1). Entonces las dos afirma-

ciones siguientes son verdaderas.
i) To(x") C 7 (x%).
ii) Sila condicion LICQ se satisface en x*, entonces F (x*) = To(x™).

Demostracion.
Consideremos las restricciones activas ¢; en x*, coni = 1,2, --- ,m. Para (i) :
Sid € To(x"), ademés {z;} y {#} sean las sucesiones para las que se cumple las condi-

ciones de vector tangente (4.5), asi,

L X
lim
e

=d, t;>0 paratodo k

.o e— X —dly
es decir llm ———

] . = 0 lo que implica que zx —x* — dfy, = o(t;). Luego, se tiene
—ro0 k

que

2% =X"+td+o(ty) (4.10)

Tomando i € € y luego por el Corolario 2.2.1, se tiene que
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1
0 = —ci(z)
Iy

- % [(ci(x") +11d) + 1.V (ci(x™) +1ed)o (1) +o([lo(ne) )]

— % [(ci(x") + 5V ei(x*) d + o(1)) + 1V (ci(x*) + trd o (1) + o(||o(t)|])]

— % [ci(x) +1Vei(x") d +o()]

= Vei(x)Td+ @.
k

luego considerando el limite cuando k — oo, se tiene que
Ve (x)Td=0 (4.11)

Para las restricciones de desigualdad activas i € o7 (x*) N1, de manera similar se tiene que

1
0 < —ci(z)
Tk

1
< t_ [ci(x*) +thc,~(x*)Td + O(Ik)}
k
< Vei(x)Td+ @.
k

y considerando el limite cuando k — oo se tiene que
Vei(x*)Td >0 (4.12)

Luego por (4.11) y (4.12) se tiene que d € % (x*) por lo que T (x*) C F(x™).

Para (ii):

Como LICQ se satisface en x*, entonces la matriz A(x*) de dimensiones m x n, formada
por los gradientes de las restricciones activas tiene un rango fila completo m. Luego sea Z

una matriz donde sus columnas son una base para el espacio nulo de A(x"), es decir

Z € R™(=m) 7 tiene rango columna completo, A(x*)Z =0 (4.13)
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Sead € .7 (x*) y suponiendo que {#};-_, es una sucesion de escalares positivos de modo

que lim #;, = 0. Consideremos el sistema de ecuaciones paramétricas R por
k—po0

c(z) —tA(x")d 0
R(z,t) = = (4.14)
ZT (z—x* —td) 0
Afirmamos que las soluciones z = z; de este sistema para t = #; > 0 dan una sucesion
viable que tiende a x* y que cumplen la Definici6n 4.1.3.
Parat =0,z =x", el jacobiana de R en este punto es
A(x™)
V.R(x*,0) = (4.15)
7T
que resulta ser no singular por construccién de Z. En consecuencia por el Teorema de
la funcidén implicita (2.2.2), el sistema (4.13) tiene una solucién dnica z; para todos los

valores de #; suficientemente pequefios. Asimismo, de (4.14) y de la Definicién 4.1.4 se

tiene que

ice=ci(z) =uVei(x)Td=0 (4.16)

i€ (xYNI = ci(z) =t Vei(x)Td >0 (4.17)

por lo que z; es viable.
Como R(zx,t;) = 0 para todo k, entonces por el Teorema de Taylor 2.2.3 y considerando

(4.9) se tiene que
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0— R(Zk,tk) _ C(Zk) — tkA(x*)d

zT (Zk —x" - lkd)

AW (@ —x") +o(llax —x7]) — A (x")d

ZT(Zk —x*— lkd)

A(x") . .
= (zxg —x" —txd) +o(||z — x7|])
7T
Note que como
Zk—X*—fdeO llzx — x|
154 5%
1 |AKY) . 1 .
0=— (zk —x" —txd) + —o(||zx —x7])
Ik 7T Ik
-1
1 A(x") o(||zx — x*
0= —(z—x"—1d) + olllzx =211 (4.18)
Tk 77 Tk
-1
0= gy || elllaxl)
k ZT k
luego
-1
a—x_ A o(lla ) wio)
Tk 7T Tk
por otro lado
limMIO
koo ||z — x*|
entonces
o(llzx—x"]])
lim —2%—— =0
koo llze—=x*]|
Ik
de donde
ollla=x1) _ =+l
5% fr
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asi reemplazando en (4.19)

Tk

luego tomando el limite cuando k — oo se tiene que

*
. kX
lim k =d

Ik
por lo tanto, d € To(x") para un d arbitrario € .7 (x*), es decir .Z# (x*) C To(x™) y consi-

derando (i) del Lema 4.1.1 se tiene que .7 (x*) = T (x"). O

Teorema 4.1.2. Si x* es una solucion local de (4.1), entonces se tiene

Vi(x*)Td >0, paratodo d € To(x") (4.20)
Demostracion.
4k
Sead € To(x"), d # 0. Entonces existe una sucesién z; C Q tal que 7y — x* y —”Zk x* ”
p—X

d
m. Por otro lado, tenemos

0< flzr) = f(x") = V(") (ze—2) + ol — "),

para todo k suficientemente grande. Dividiendo por ||z —x*|| y tomando el limite obtene-

mos Vf(x*)Td > 0, completando la prueba. O

%)

Figura 4.1.6: Regiones entre Direcciones Tangentes y el Gradiente de la Funcién Objetivo.
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A continuacién presentaremos un Lema que es indispensable para demostrar el Teo-

rema 4.1.1. Este lema define un cono K como:
K={By+Cw|y>0} (4.21)

donde B y C son matrices de dimension n X m y n X p, respectivamente, ademds y
y w son vectores de dimensiones apropiadas. Sea un vector g € R", el Lema de Farkas

afirma que bien g € K, o bien existe un vector d € R" de modo que
gld<0, Btd>0, C'd=0 (4.22)

este lema asevera que una y s6lo una de estas alternativas es cierta.

v

(a)Obien ge K (b) O bien existe un hiperplano de separacion

Figura 4.1.7: Lema de Farkas.

Lema 4.1.2 (Lema de Farkas). Sea el cono K definido como en (4.21) y sea cualquier
vector g € R", se tiene que g € K o que existe d € R" que satisface (4.22), pero no ambos.

(Nocedal & Wright, 1999)

Demostracion.
Primero se demuestra que las dos opciones no pueden cumplirse a la misma vez. Si g € K,
existen vectores y > 0 y w de modo que g = By 4+ Cw. Ademds si existe un d con la

propiedad (4.22), por productos internos se tiene que

0>d'g=d"By+d"cw= (B'd)"y+ (CTd)"w>0
41
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donde de la dltima desigualdad se sigue el hecho de CTd =0, B'd >0,y y > 0. Por lo
tanto, no se puede tener ambas alternativas a la vez.

Mostraremos ahora que una de las condiciones siempre se satisface. Primeramente cons-
truiremos d con la propiedad (4.22) en el caso que g ¢ K para ellos utilizaremos el hecho

que K es cerrado.

Corolario 4.1.1. Sea:

C= {cl cp ¢3 - cp}
siendo c; € R1 (vectores columna) coni=1,--- ,p
T
w= {wl Wy w3 ... wp]
Note que
p
Cw=Y wi;
i=1
Cw= Z wic; + Z WiCj
w;>0 w;<0
Cw= Z wic; + Z (—wi)(—ci)
w;>0 w;i<0
p
=Cw= vid; ;vi >0
i=1
Luego sea:
B= {bl by b3 --- bm:|
siendo b; € R™! (vectores columna), coni=1,--- ,m
T
Y= {yl Y2 ¥3 .. ym}
m
By = yib;
i=1
Asi,

K=By+Cw,y>0
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K= Z)’ibi +Zvidi7 dib; >0
luego por el Ejemplo 4.1.1 tenemos que K es cerrado.

Como K es convexo y cerrado por los Lemas 2.2.2 y 2.2.3 existe un vector 5 que estd

mads préximo de g en el sentido de la norma euclidiana, es decir
~ 2 , 2
_ —m — 4.23
15— 813 = minls — g13 (4.23)

Ya que s € K, y dado que K es un cono se tiene que o5 € K para todos los escalares

a > 0. Ademds puesto que ||ots— g||3 se minimiza con o = 1, calculando se tiene que

d . d R
S lles—gll3 = (a5 —g) (05 —¢)
= 5 (a5—g)+(a5—g)7s

(4.24)

Abhora, sea s cualquier otro vector en K. Como K es convexo, por la propiedad (4.23)

de minimizacién de 5 se tiene que

[5+6(s—5) —glI3 > ||s—gl[3 paratodo 6 € (0,1]

donde

16(s —5) +5—gl[3 = 0%ls =512 +[[5—gl[3+26(s —5)" (5~ g) > [[5— ][5
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En consecuencia
20(s—5)" (5—g)+6|ls—5])3>0

dividiendo esta ultima expresién por 8 y tomando el limite a medida que 8 | O, se tiene

que (s —5)T (5—g) > 0. Por ende, a causa de (4.24)
sT(§—g) >0, paratodo s € K (4.25)

Ahora afirmamos que el vector

d=5—g

cumple las condiciones (4.22). Se observa que d # 0 puesto que g ¢ K. Asi de (4.24) se
tiene que

d"g=d"(5—d)=(5-g)"5—d"d=—||d|j3 <0,

luego d cumple la primera propiedad de (4.22).

Por otro lado de (4.25), se tiene que d’s > 0 para todo s € K, entonces
dT (By+Cw) >0 paratodo y>0 ytodo w.

Luego si y = 0 se tiene que (CTd)Tw > 0 para todo w, lo cual es valido solamente
si CT'd = 0. Similarmente si w = 0, se tiene que (BTd)Ty > 0 para todo y > 0, lo cual
es valido solamente si B'd > 0. Por lo tanto, d también cumple la segunda y tercera

propiedad en (4.22) lo que concluye la demostracion. [

Corolario 4.1.2. Aplicando el Lema de Farkas al cono N definido por las condiciones
del problema general (4.1) se tiene
N = { Z AiVei(x*), A >0 para i € of (x*) ﬁl} (4.26)
i€ (x*)
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y considerando el vector g € N
g=Vf{x")

existe d tal que
g=Vfx") = Z A Vei(x) :A(x*)T)L*, A" >0 para i€ o (x*)NI (4.27)
i€ (x*)

con A(x*) definido como en (4.3). O bien existe una direccion d de modo que
dTVf(x*) <0

ya que

d'Vei(x*) >0 para i € o (x*)NI
dTVei(x")=ice
lo que implica que d € F (x*) por la Definicion 4.1.4.

Ahora para demostrar el Teorema 4.1.1, consideramos los Lemas 4.1.1 y 4.1.2 para
generar las condiciones KKT definidas en el Teorema 4.1.1. Asi pues sea x* € R" una
solucién local en el que se cumplen la condicién LICQ. Luego por el Teorema 4.1.2 se
tiene

d"Vf(x*) >0 paratodo d € .F (x*)

Asi por el Corolario 4.1.2 existe A* que satisface (4.27).
Finalmente afirmamos que el vector A* estd definido por
Ai, i€ (x")
A= (4.28)
0, ielld(x")
satisface las condiciones de KKT (4.8) junto con la solucién local x*.

En efecto:
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= La condicion (4.8a) es derivada inmediatamente de (4.27) , la definicion (4.7) de la

funcién Lagrangiana y la definicién de A* en (4.28).
= Ya que x* es viable, se cumplen las condiciones (4.8b) y (4.8¢).

= Se tiene de (4.27) que A" > 0 para i € o7 (x*) N1, en tanto que de (4.28), A =0

parai € I|.</ (x*). Por ende, A, > 0 para i € I, campliendo asi (4.8d).

» Se tiene para i € <7 (x*) NI que ¢;(x*) = 0, en tanto que para i € I|./ (x¥), se tiene

A" = 0. Por lo que A;"c;(x*) = 0 para i € I, cumpliendo asi (4.8e).
Por lo tanto, la demostracion estd completa.

Definicion 4.1.6 (Complementariedad Estricta). Dada una solucién local x* de (4.1) y el
vector A* que satisface (4.8), la condicion de complementariedad estricta se cumple si
exactamente uno de A" y c¢;(x") es cero para el indice i € I. En otras palabras tenemos

A >0 para cadaie€ IN o (x*).

4.1.3. Condiciones de Optimalidad de Segundo Orden

Por Taylor
SO +w) =)+ V() wto(w) (4.29)

donde
SO +w) = f(x) = V() Tw

[l

—0

Luego si x* es un minimizador local por el Teorema 4.1.2 Vf (x*)Tw > 0 para todo w €
F(x*). Asi en (4.29) f crece si V.f(x*)"w > 0 y mantiene su valor si Vf(x*)Tw=0.

En consecuencia no podemos determinar si la funcién crece o decrece considerando solo
informacién de primer orden, por lo que son primordiales las condiciones de segundo
orden las cuales analizan los términos de la segunda derivada en las expansiones en serie
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de Taylor de f'y c;. Para ello se considera a f y ¢;, i € €Ul dos veces continuamente
diferenciables.

Dado el cono .% (x*) de la Definicién 4.1.4 y un vector multiplicador de Lagrange A*
que cumpla las condiciones KKT (4.8), se define el cono critico ¢'(x*, 1) de la siguiente

forma:
(x',1%) = {we F ()| Vei(¥") w =0, paratodo i € /(x') 11 con A >0}

De manera equivalente se tiene,

(
Vei(x*)Tw=0, paratodo ice

weC(x,A") < Vei(x*)'w=0, paratodo i€ o/ (x*)NI con Af>0 (430)

\ Vei(x)Tw >0, paratodo i € /(x*)NI con A} =0

El cono critico contiene las direcciones w que tienden a pegarse a las restricciones de
desigualdad activas, incluso cuando se hace una pequefa variacion en el objetivo, aquellos
indices i € I para los que las componentes A;* del multiplicador de Lagrange sean positivas
asi como a las restricciones de igualdad. De la ecuacién (4.30) y del caso que A, = 0 para

todas las componentes inactivas i € I|.<7 (x"), se tiene que
wEE(x*,A*) = A Ve (x*)'w=0 paratodo iceUl (4.31)

por lo que, de la primera condiciéon KKT (4.8a) y de (4.7) que define la funcién Lagran-
giana, se tiene
weE B AY) =>wl Vi) = Y 2wl Ve (x*) =0 (4.32)
iceUl
A continuacién se define una condicién necesaria que implica a las segundas deriva-
das. Six" es una solucién local, entonces el hessiano de la Lagrangiana tiene una curvatura

no negativa a lo largo de las direcciones en %’ (x*,A*) llamadas direcciones criticas.
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Teorema 4.1.3 (Condiciones necesarias de segundo orden). Sea x* una solucion local de
(4.1) y que se cumple la condicion LICQ. Si ™ es un vector multiplicador de Lagrange

para el que se cumplen las condiciones KKT de (4.8), entonces
wIV2 2(x*,A*)w >0, paratodo we € (x*,1%) (4.33)
(Nocedal & Wright, 1999)

Demostracion.

Utilizamos la idea de demostracién del Lema 4.1.1 como en x* se satisface la LICQ,
entonces por el Lema 4.1.1 €' (x*,A*) C Z(x*) = Jo(x*) asi si w € € (x*,A™) entonces
existe sucesiones {z} y {fx} con zz — x* de modo que

Jim £ (4.34)
k—oo Iy

donde (4.34) también se puede escribir como
z—x" =nw+o(t) (4.35)

Siguiendo los pasos de la demostracion del Lema 4.1.1 podemos construir el resultado

para {z; }, por (4.16) y (4.17)
ci(zr) = 6 Vei(x*)Tw, paratodo i € o7 (x*) (4.36)

luego de (4.7), (4.36) y (4.31), se tiene

Lz A) = flz) = Y, Afcilze)

iceUl

=flz)—tc Y, A'Vei(x)w (4.37)
i€q/ (x*)

= f(z)
A continuacién haremos una expansion en serie de Taylor para conseguir una estimacion
de £ (zx,A™) cerca de x*. Para ello utilizaremos la expresion del Teorema de Taylor y la
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continuidad de los hessianos V2 fy Vzc,-, i € e U1, obteniéndose

L, M) = L& A%) + (2 —x) TV LA+

1
5 (@ =) Vel (A7) @ = x) o[l = xI) - (4.38)

Debido a las condiciones de complementariedad (4.8e), se tiene que £ (x*,A%) = f(x¥).
De (4.8a), el segundo término del lado derecho es igual a cero. Por lo que, empleando

(4.35), se puede reescribir (4.38) de la siguiente forma
g(z A‘*)_ * l 2 Tv2$ * A{* 2 439
ks _f(x )+2tkw XX (x ) )W+0(tk) ( : )
Luego reemplazando (4.37), se obtiene

flze) = f(xX")+ %II%WTV?CXX(X*, A5 w4+ o(t?) (4.40)

Ahora si w! V2 _Z(x*,A*)w < 0, entonces (4.40) implica que f(z;) < f(x*) para todo k
suficientemente grande, lo que contradice que x* sea una solucién local. Por lo tanto, la
condicion (4.33) se cumple. ]
Observacion: Las condiciones necesarias, suponen que x* es una solucién local y se
infieren propiedades de f y c;, para los indices activos i. Por el contrario las condicio-
nes suficientes, las cuales son condiciones sobre f'y ¢;, i € € Ul que son enunciadas a
continuacidn, establecen que x* es una solucién local del problema (4.1), en esta no se
requiere la calificacion de la restriccion, ademads la desigualdad en (4.33) se reemplaza

por una desigualdad estricta.

Teorema 4.1.4 (Condiciones suficientes de segundo orden). Sea x* € R", existe un vec-
tor multiplicador de Lagrange A" de modo que se cumplan las condiciones KKT (4.8).

Entonces si
wIVZ 2", A*)w >0, paratodo w € € (x*,A*),w #0 (4.41)

En consecuencia x* es una solucion local estricta para (4.1). (Nocedal & Wright, 1999)
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Demostracion.

Afirmamos que existe una vecindad U de x* y un niimero 3 > 0 tal que
fx) = F(x*) > Bllx—x*||%, VxeQnU (4.42)

Supongamos que (4.42) no es cierto, es decir:
. . o 1 2 .
Para toda vecindad 3 existe x, tal que f(x;) — f(x") < ;ka —x"||* asf existe una sucesion

{xr} € Q—{x"} tal que x; — x™.

1
Fu) = F() < g =", vk (4.43)
considerando la sucesion limitada { “ ” } utilizando el Teorema de Bolzana Weiers-
X —
*
trass podemos asumir pasando a una subsucesion si fuese necesario que {W} sea
X

Xk —x*
ek — x|
del cono tangente w € To(x*) — {0} y porel Lema 4.1.1 w € #(x*) — {0}.

convergente y supongamos que — w € R—{0} luego por la Definici6én 4.1.3

Luego utilizando el Teorema de Taylor 2.2.3 y el Corolario 2.2.1 tenemos en (4.43)

1 * * * * *
e =271 > f(n) = F () = V)T (e =x7) + o[l = x")
dividiendo esta dltima relacién por ||x; —x*|| > 0

fOu) = () _ o f ) (e —x) 4 Uk =)

e =[] [l — ] [l — x*|

Tomando el limite cuando k — oo tenemos que
VxHTw<0 (4.44)
y como para A* se cumple las condiciones de KKT tenemos en (4.44)

0> V) w= Z Vei(x*)Tw

sl (x*)

:Z?Li*Vci(x*)Tw—l— Y AiVei(x)Tw

ice ied (x*)NI
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de donde

Z A Vei(x)w<o
i€/ (x5 ‘“;0_’
asi pues Ve; (x*)Tw =0, Vi € o (x*) N1 con A} >0, es decir w € € (x*,1%).

Por otro lado utilizando el Teorema del Taylor de segundo orden, para todo k se tiene

Pl 1P > ) — ) = VA ()
+ %(xk —x*)TVZf(x*)(xk —x") +0(||x—x*|]2)
Similarmente:

0=ci(x) — ci(x*) = Vei(x*)T (g —x*) + %(xk — X))V () (g —x*), VieeUA")NI)

0=ci(x) — ci(x*) = Vei(x*)T (o —x*) + %(xk — XV (g —x*), Vied(x)NI

luego multiplicando por A; su multiplicador asociado a ambas expresiones y restan-

dolas obtenemos

1 * * * 1 *
e = P> (Ve + Y Aivel)(u—x )+ 5 ((e—x")"+
iedl (x*)

Y i =) V2ei(x) (e —x) + ol — x*|?)

Lo que contradice (4.43). Concluimos que toda sucesion viable {x;} que se aproxima a x*
satisface f(x) — f(x*) > B|lx —x*|| para todo k suficientemente grande, en consecuencia

x* es una solucién local estricta. OJ

4.2. METODO DE PENALIZACION CUADRATICA

Un enfoque fundamental para la optimizacién con restricciones es reemplazar el
problema original por una funcién de penalizacién que consiste en el objetivo original del
problema de optimizacion mas un término adicional para cada restriccion, que es positivo
cuando el punto actual x infringe esa restriccion y cero en caso contrario.
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La mayoria de los métodos definen una sucesion de funciones de penalizacion, donde
los términos de penalizacion para las violaciones de las restricciones se multiplican por
algin factor positivo. Al hacer que este coeficiente sea cada vez mayor, se penaliza las
violaciones de restricciones cada vez mas severamente, forzando asi al minimizador de
la funcién de penalizacién acercarse cada vez més al conjunto viable del problema con
restricciones.

Estos métodos a veces se conocen como métodos de penalizacion externa, porque
el término de penalizacion para cada restriccion es distinto de cero s6lo cuando x es no
viable con respecto a esta restriccion. A menudo, los minimizadores de las funciones de
penalizacion son no viables con respecto al problema original y se acercan a la viabilidad
s6lo en el limite a medida que el pardmetro de penalizacion se hace cada vez més grande.

La funcién de penalizacién mds simple de este tipo es la funcién de penalizacién
cuadrdtica, en el que los términos de penalizacion son los cuadrados de las violaciones
de las restricciones. Consideremos el problema con restricciones de igualdad para nuestro
andlisis

mxinf(x) sujetoa  ¢;(x)=0,i€¢€ (4.45)
que es un caso especial de (4.1). La funcién de Penalizacién Cuadratica Q (x; ) para esta
formulacién es

0@y

fx)+ i Y i () (4.46)
donde u > 0 es el pardmetro de penalizacion. Llevando u a cero, penalizamos las viola-
ciones de restricciones con una severidad cada vez mayor.

Consideramos una sucesién de valores {1} con y; — 0 mientras que k — oo, y bus-
camos el minimizador aproximado x; de Q (x; L) para cada k. Debido a que los términos
de penalizacion (4.46) son suaves es decir, cada término cl2 tiene almenos tantas derivadas
como c;, podemos usar métodos de optimizacién sin restricciones para buscar xj. Los mi-
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nimizadores aproximados xi, x;_ 1, etc se pueden utilizar para identificar un buen punto de
partida para la minimizacién de Q (-; l 1) en la iteracién k+ 1. Al elegir bien la sucesién
{mx} y los puntos de partida puede ser posible realizar unos pasos de minimizacién sin
restricciones para cada valor L.

Para el problema general de optimizacion restringida (4.1), que contiene restriccio-

nes de desigualdad asi como restricciones de igualdad, podemos definir Q como

0™ £ )+ LW+ e L (mix(-a (.00 @4

Un algoritmo general para la funcién de penalizacion cuadritica es:

Algoritmo 4.2.1 (Penalizacion Cuadritica).
Dado gy > 0, tolerancia 1y > 0, punto inicial xy;
Jork=0,1,2,...
Encontrar un minimizador aproximado xy de Q (-; L), empezar en xy,
y terminar cuando ||VQ (x; ) || < e,
if satisface la prueba de convergencia final
STOP la solucion aproximada xy;
Elegir un nuevo pardmetro de penalizacion .1 € (0, ty);
Elegir un nuevo punto de inicio xj_,;

end (for)

4.2.1. Convergencia de la Funcion de Penalizaciéon Cuadratica

Describimos algunas propiedades de convergencia de la funcién de Penalizacion

Cuadratica en los siguientes dos teoremas.

Teorema 4.2.1. Supongamos que cada xy es el minimizador global exacto de Q (x; L) en
el Algoritmo 4.2.1'y W, — 0. Entonces cada punto de acumulacion x* de la sucesion {x;}
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es una solucion del problema (4.45).

Demostracion.

Sea X una solucién global de (4.45), es decir,

f(@) <f(x), Vxconci(x)=0,ice

Puesto que x; minimiza Q (-; t;) para cada k, tenemos que Q (xi; ) < O (X; W), lo que

implica la desigualdad

f () + 2%11( ie{;c? () < f(®)+ 2%]{ iez;c% (x) = f (%) (4.48)
Asi obtenemos
Y () < 2pe [f (®) — f ()] (4.49)
ice

Supongamos que x* es un punto de acumulacién {x;}, es decir existe una subsucesioén
infinita /¢ tal que

lim x; = x*
ket

Tomando el limite cuando k — oo, k € ", en ambos lados de (4.49), obtenemos

Y e () = lim ) e (x) < lim 2ue [f (%) - f (x)] = 0

ice ke’ ice
Y como y — 0 tenemos que ¢; (x*) = 0 para todo i € €, en consecuencia x* es viable.

Ademads, tomando el limite cuando k — oo para k € Z" en (4.48), tenemos por no negati-

vidad de i y de cada ¢; (x;)? que

Luego como x* es un punto viable, X es el minimizador global. [
Como este resultado requiere que encontremos el minimizador global para cada sub-
problema, su propiedad de convergencia para la solucién global (4.45) puede ser dificil
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de realizar en la prictica. El siguiente resulado se refiere a las propiedades de conver-
gencia de la sucesion {x;} cuando permitimos minimizaciones inexactas pero cada vez
mas precisas de Q (-; tx). En contraste con el Teorema 4.2.1 muestra que la sucesion es
atraida hacia puntos KKT, es decir, puntos que satisfacen la condiciones necesarias de
primer orden (4.8), en lugar de un minimizador global. También muestra que las cantida-
des ¢; (xz) /W pueden usarse como estimaciones de los multiplicadores de Lagrange A;*

en ciertas circunstancias.
Teorema 4.2.2. Si las tolerancias Ty, en el Algoritmo 4.2.1, satisfacen
T, — 0

y los pardametros de penalizacion satisfacen W, — 0, entonces para todos los puntos de
acumulacion x* de la sucesion {x;.} en el que los gradientes de restriccion Vc;(x*) son
linealmente independientes, tenemos que x* es un punto KKT para el problema (4.45).

Para tales puntos, tenemos que la subsucesion infinita % tal que khglg X, = X" satisface
€

fim — 0% _ A*, Vice (4.50)
kek M

donde L™ es un vector multiplicador que satisface las condiciones KKT (4.8).

Demostracion.

Diferenciando Q (x;uy) en (4.46), obtenemos

V0 (o i) = Vi () + ) Ci‘(;{k) Vei (x) (4.51)

ice

Al aplicar el criterio de terminacion para el Algoritmo 4.2.1, tenemos que

IV/ (x +Z“ e () || < 4.52)
ice
y COmo
1970l X %5, ()| < V7 () + T E%) v, ()
ice k ice Mk
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entonces
¥ v, )| < 9700+ E Ve )| -+ 197 () < 54 197 (o)
ice ice
de donde
15 e (o) Ve (e | < s+ 19 F G ] 453)
ice

Tomando el limite cuando k — o para k € ", como el término entre corchetes del lado

derecho se aproxima a ||V f (x*) ||, y ux — 0, concluimos que

Y ci(x")Vei(x*) =0 (4.54)

ice

Dado que los gradientes de restriccion V¢; (x*) son linealmente independientes, tenemos
que ¢; (x*) = 0 para todo i € €, entonces x™* es viable.

Dado que x* es viable, se satisface la segunda condicién KKT (4.8b). Luego solo nece-
sitamos verificar la primera condicion KK7 (4.8a) y demostrar que el limite (4.50) se
cumple.

Sea A (x)T la matriz cuyas columnas son las gradientes de las restricciones, es decir,
A)" = [Ver (0)]iee (4.55)

y A denotamos por el vector —c (xy) /L.

Luego
Z?L,ﬁVci () = A () X
ice
Yy Vi@ (s 7) = Vif () = Y M Vei ()
de donde -
A ()" A= Vf (5) = VaQ (3 ) V20O (s ) || < (4.56)

Para todo k € ¥ suficientemente grande, como V¢; (x*) son linealmente independientes,
la matriz A (x;) tiene un rango de columna completo, de modo que A (x)A (x)” es no
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singular. Multiplicando (4.56) por A (xy), se tiene

A () A ()" A= A () [Vf () — VeQ (i e )]

de donde

A= [AGOAG)T] A IV () ~ V2@ (v 1)

Tomando el limite cuando k — o en %" y considerando que 7, — 0, tenemos que

lim 2, = [A (x*)A(x*)T]_lA(x*)Vf(x*)

donde el limite lo denotamos por 4.

Y como A* = lim —M.
ket Hi

Ademads de (4.52) se tiene

Vf (xk) — Z }l,kVCi (xk)

ice

< Tk

entonces tomando el limite, concluimos que
Vi) —AE) A =V ) =Y A Ve (x) =0
ice
De modo que A* satisface la primera condiciéon KKT (4.8a). Asi x* es un punto KKT,

con su multiplicador de Lagrange A*. 0

4.3. METODO LAGRANGIANO AUMENTADO

El Método Lagrangiano Aumentado es un método de optimizacion restringido para
obtener el minimo de una funcién sujeta a restricciones de igualdad y desigualdad como
4.1).

El método transforma el problema de minimizacién restringida en un problema de

minimizacion no restringida restando una estimacion de cada multiplicador de Lagrange
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multiplicado por la funcién de restricciéon y agregando a la funcién objetivo un término
que aumenta con la magnitud de la violacion de la restriccion.

El Método Lagrangiano Aumentado conocido también como método de los multi-
plicadores, reduce la posibilidad de un mal condicionamiento introduciendo estimaciones
explicitas del multiplicador de Lagrange en la funcién a minimizar que se conoce como
funcion Lagrangiana Aumentada.

Este método esta relacionado con el Método de Penalizacién Cuadratica pero reduce
la posibilidad de un mal condicionamiento de los subproblemas que se generan en este
enfoque al introducir estimaciones explicitas del multiplicador de Lagrange en cada paso
en la funcién que se va a minimizar. Prescinde de la necesidad de iteraciones para seguir
siendo estrictamente viables con respecto a las restricciones de desigualdad.

En esta seccién utilizamos superindices k y k+ 1 en las estimaciones del multipli-
cador de Lagrange para denotar el indice de iteracion y los subindices i para denotar los

indices componentes del vector A.

4.3.1. Marco de Motivacion y Algoritmo

Primero consideramos el problema con igualad de restricciones (4.45). La funcién de
penalizacion cuadratica dada por (4.46) penaliza las violaciones de restricciones elevando
al cuadrado las inviabilidades y escaldndolas en 1/(2u). Sin embargo, como vemos en
el Teorema 4.2.2, los minimizadores aproximados x; de Q (x; 1) no satisfacen del todo
las condiciones de viabilidad ¢; (x) = 0, i € €. En cambio, se perturban ligeramente como

vemos en (4.50) para satisfacer aproximadamente

cj (xk) = —,leﬂ,i*, Viee (4.57)

Esta perturbacién desaparece a medida que u;, — 0, pero nos podemos preguntar si
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se puede alterar la funcién Q (x; 1) para evitar esta perturbacion sistematica, es decir,
hacer que los minimizadores aproximados satisfagan mejor las restricciones de igualdad
¢i(x) = 0. Al hacerlo, podemos evitar la necesidad de disminuir y a cero, y asi evitar
el mal condicionamiento y los problemas numéricos asociados con Q (x; 1) para valores
pequeios de este pardmetro de penalizacion.

La funcién Lagrangiana Aumentada .2 (x,A; 1) logra estos objetivos al incluir una
estimacion explicita de los multiplicadores de Lagrange A, con base en la férmula (4.50),

en el objetivo. De la definiciéon

L) Y 0= Y A (x +—Zc (4.58)

ice ZEE

Vemos que el Lagrangiano Aumentado difiere del Lagrangiano estdndar (4.7) para
(4.45) por la presencia de los términos al cuadrado, mientras que difiere de la funcién de
Penalizacion Cuadrética (4.46) con la presencia del término de suma que involucra los
A. En ese sentido, es una combinacién de las funciones de penalizacién Lagrangiana y

Cuadrética. Cuando diferenciamos con respecto a x, obtenemos

ViZn (x, A1) =V f(x)— Z [Ai —ci(x)/u] Ve (x) (4.59)

ice
Usando x; para denotar el minimizador aproximado de %4 (x, 4; ), podemos usar

la l6gica de la demostracién del Teorema (4.2.2), para deducir que
A AR —ci(x) Juk, Vice (4.60)
Reordenando esta expresion tenemos

ci(0) ~ — (/1,.* _ Aik) , Viee

Entonces concluimos que si A estd cerca del vector multiplicador 6ptimo A*, la no
viabilidad en x; serd mucho mds pequefia que L, en lugar de ser proporcional a t; como
en (4.57).
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(Cémo podemos actualizar las estimaciones del multiplicador A¥ de iteracién en
iteracién, de modo que se aproxime a A* cada vez con mayor presicion, basdndose en la

informacién actual?. La ecuacidn (4.60) sugiere inmediatamente la férmula
A =2F —ci(n) /i, Vice (4.61)

Algoritmo 4.3.1 (Método de Multiplicadores - Restricciones de igualdad).
Dado Ly > 0, tolerancia 1y > 0, puntos de partida xp) y AL
fork=0,1,2,...
Encontrar un minimizador aproximado x; de £y (-, Ak Plk) , empezar en xi,
y terminar cuando HVX.,?A (x,),k;[.tk) H < T,
if satisface la prueba de convergencia final
STOP con la solucion aproximada xy;
Actualizar los multiplicadores del Lagrange usando (4.61) para obtener AR
Elegir un nuevo pardmetro de penalizacion W1 € (0, ly);

Establecer el punto de partida para la siguiente iteracion en xj_ | = X,

end (for)

4.3.2. Lagrangiano Aumentado para Restricciones de Igualdad

Ahora demostramos dos resultado que justifican el uso de la funcién Lagrangiana
Aumentada y el método de los multiplicadores. Para simplificar, limitamos nuestra aten-
cion al caso con restricciones de igualdad, es decir, el problema (4.45) para el cual el
Lagrangiano Aumentado estd dado por (4.58).

El primer resultado valida el enfoque del Algoritmo 4.3.1 al mostrar que cuando co-
nocemos el vector multiplicador de Lagrange exacto A*, la solucién x* de (4.45) es un

minimizador estricto de % (x,A"; 1) para todo u suficientemente pequefio. Aunque no
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conocemos A" exactamente en la prictica, el resultado y su prueba sugieren fuertemen-
te que podemos obtener una buena estimacién de x* minimizando %4 (x,A™; i) incluso
cuando U es particularmente cercano a cero, siempre que A sea una estimacién razonable

de 1%,

Teorema 4.3.1. Sea x* una solucion local de (4.1) en la que se satisface la LICQ (es decir,
los gradientes Vci(x*),i € €, son vectores linealmente independientes), y se satisfacen las
condiciones suficientes de segundo orden especificadas en el Teorema 4.1.3 para A = A*.
Entonces existe un valor [t tal que para todo u € (0,[t], x* es un minimizador local

estricto de L (x, A" L)

Demostracion.
Probamos el resultado demostrando que x* satisface las condiciones suficientes de segun-

do orden para ser un minimizador local estricto de . (x,A*; 1), es decir
V. Ly (x A1) =0, V2. % (x*,A*; 1) definido positivo (4.62)
Usando las condiciones KKT (4.8) y la férmula (4.59), tenemos que

ViZa (AT ) = V) = YA — e () /1] Ve (x7)

ice
=Vf(x*) =Y AV (x*) =V 2 (x*,1") =0
ice

verificando la primera parte de (4.62) indenpendientemente de (.

Ahora demostramos la segunda parte de (4.62) demostrando que
ul' V2. Ly (x* A% 1) u> 0
para todo u € R" y todo u > 0 suficientemente pequefio. De (4.55), tenemos
AT =[Vclliee
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y notamos que por LICQ de la Definicién 4.1.5, A tiene rango de fila completo. Ademds

V2 Ly (" A1) = V2.2 (X, A7) + ﬁATA (4.63)

Segtn el teorema fundamental del dlgebra, podemos dividir cualquier u € R" en compo-

nentes NullA (espacio nulo de A) y RangoA” , y escribir
U=w +ATv,

donde w € NullA y v es un vector en RI€!. Usando (4.63) y las propiedades de w y v,

tenemos que

ul' V2 .20 (& A% ) u=wl V2 2 (" A ) w+2wT V2w V2 2 (x*,4%) ATy
(4.64)
+TAVE.ZL (M) ATy + 0T A (1/u) ATA) ATy
Buscamos limites en los tres términos del lado derecho de esta expresion.

Debido a (4.41) y la compacidad de la esfera unitaria intersectada con NullA, existe un

escalar a > 0 tal que
W Vol (X A)w>a|w|)?, VYwe NullA

Dando un limite inferior en el primer término del lado derecho en (4.64). Para el segundo

término, definimos b wf HV)ZCXZ (x*,2*)AT|, de modo que

2wl V2.2 (x* AF)ATv > —2b ||w]|||v||

Dando un limite inferior para el segundo término. Para el tercer término, si definimos

¢ |AV2.2 (v, A7) AT

, obtenemos
VIAVZ 2 (X A ATy > —c|v||?
Finalmente, si d es el valor propio mds pequefio de AA, tenemos
1 1 d?
vI'A (—ATA) ATv> — [AATy|* > S |2
H H H
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Sustituyendo estos limites inferiores en (4.64), obtenemos

WIVLLn (5 A wu > allw® =26 vl wll + (@ /i — ) ||v]|?
(4.65)

=alllw| - (b/a) |V[]* + (d* /1 — c = b*/a) |Iv]]®

El primer término del lado derecho de esta expresion es claramente no negativo. Ya que

d > 0 por el rango completo de A, el segundo término también es no negativo, siempre

que U sea cualquier valor tal que

donde u € (0, ). En efecto, el lado derecho de (4.65) es estrictamente positivo a menos

que v=0y w =0, lo que implica que V2%, (x*,A*; 1) es definido positivo, segiin sea

necesario. Por lo tanto, hemos verificado (4.62) y es completada la demostracién

4.3.3. Lagrangiano Aumentado para Restricciones de Igualdad y Desigualdad

Vamos a transformar todo problema con restricciones de igualdad y desigualdad

(4.1) a un problema con restricciones de igualdad introduciendo la variable de holgura

t; de la siguiente forma:

ci(x)=0, i€e
min f (x) sujeto a (4.66)
X
—ci(xX)+17=0, iel
Para todo u > 0 definimos el Lagrangiano aumentado para el problema (4.66)
Za (1), A ) = £ () + Y Aici () + Y A (—¢i (x) +12) +
ice il
+ — Z c; Z —i—t (4.67)
ice i€l
la minimizacién
min.%, ((x,2),A5¢) (4.68)
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en relacion a ¢ puede ser hecha explicitamente. Tenemos que
R

8ti —C; (x) —f—l‘l-z) (22‘,’) =0

((xat)al;.u') = Zliti+ﬂ (

=2 [Aﬂr% (—ei(x) +fi2)} 0

luego
ti:O (] [)L,—i—ﬁ(—c,(x)—{—tlz)] :0

Asi, para todo x € R" fijo, el minimo global se alcanza en el punto #; (x,A; 1).

0, si —pAi+ci(x) <0, (ci(x) <p;)
i (x, Az ) = (4.69)

vV —Ai+ci(x) = \/ci(x) —puA;, caso contrario

Ademis:
(
—ci(x), sici(x) < uA;
—ci(x)+17 =4
—ci (%) + (—pAi+ci(x)), sici(x) = pAi
\
(
—ci(x), sici(x) <uhi, (—uk<—c;(x))
= 9
—pAi, sici(x) = pdi,  (—pdi = —ci(x))
\
luego

—c; (x) + 1} = mix {—c; (x), —uA;} (4.70)

Asfi el Lagrangiano aumentado de (4.67) queda como:

2 (x,A5 1) —l—Zlc, —|—Z).,-méx{—c,'(x),—/.tli}—i—
ice iel
ZC +Z(méX{—ci(x)a—lili})2
ice iel
(x)+ Y Aici (x —|——Zc )+ Y Aimax{—c; (x),—pA;} +
ice 168 iel
1
+5= Y (mix{—c; (x),—pA})> 4.71)
21 i
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Por otro lado sea

wi = Aimax {—c¢; (x), —pA;} + i max ({—c; (x), —pA:})* 4.72)
entonces, si —¢; (x) > —ui;, (),,- — ci‘l(Lx) > 0), se tiene
s () + 52 (3
w; = —Aici (x G i (x
— E -A’iz 22’16‘1 ()C) Clz (;C):| _liZ
2] 2 u
_H [ ._c,(x) 2_ 2
=5 _PLZ } A;
- ) 2
— * lnax {o,xi _al) H — A2
2| W
en cambio si —¢; (x) < —uUA; (li — Ci‘(Lx) < O) , Se tiene
292
a2y A
Wi UA;: + o
_Hae2
= 22‘1
2
_ K [méx {O,?Li _al) H A7
Por consiguiente
o a@ e
wi= (max{O,?L, i }) A 4.73)

asi pues (4.71) se reduce a:
1
L (x, A3 1) :f(x)+27tici(x>+ﬁ2c%(x>+

ice ice
) 2
Y <méx {o,;Li - CIL(LX) }) — /l,?] (4.74)
icl

Por tanto, en vez de (4.68) consideraremos el problema

u
+2

min.% (x,A; 1), xeR" (4.75)

El teorema siguiente muestra que los puntos KKT del problema original (4.1) co-
rresponden a puntos estacionarios sin restricciones del Lagrangiano Aumentado de este
problema, para cualquier pt > 0. Antes precisaremos un resultado auxiliar.
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Lema 4.3.1. Sean a € Ry b € R. Entonces
a=max{0,b} (4.76)

si, y solamente si,

a—b>0,a(a—b)=0,a>0 4.77)

Demostracion.

Observamos que (4.76) significa que
a>0,a>bya=00a=5>b
estas condiciones también pueden ser escritas como (4.77). ]

Teorema 4.3.2 (Puntos estacionarios del Lagrangiano aumentado). Sea f,c;: R" — R con
i € eUI, funciones diferenciables en el punto x € R". Entonces para i > 0 cualquiera, el
punto ()_C,I) es una solucion del sistema de Karush Kuhn Tucker del problema (2.2) si, y

solamente si,

Demostracion.

Se tiene que:

(a)
0Ly /_ — _8f()‘c) —aci(f) 1 8c,~(x)
ox (x,?t,u) ox +i§;7h ox +—l§;c,(x) ox
- Gi(x dc; (X)
gl fon- 2] 1152
“;{max{ u no dx
luego:

V. %y (;—C, ZN) =V, f (%) + Z (ZVXC,- (x) + Ciﬁf) V.ci ()‘c)) +

ice

+E [maxfo. - v @)
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(b) Siice

en particular

oA <_,7L;IJ> =0 siysolosi ¢;(x)=0,Vice (4.79)

(c) Siiel

0Ln (_ = ( , { — G ()_c)} —)
— (x,A;u) = [ mix< 0,4 — — A

en particular

9% (2 2m) =0 (4.80)
siy solo si
I,-:méx{o,z,—c"l(f)}, Viel (4.81)
de donde por el Lema 4.3.1
c,fc) >0, Iic;l()_c) _0, 2,50

es decir que:

ci ()_C) >0, A (f) =0, E,’ >0

Luego considerando (4.79) y (4.81) en (4.78), tenemos que

V% (ﬂ; u) =Vof (X)+ Y AiVici (%) + Y. AiVici (%) (4.82)

ice icl

Concluyéndose de (4.82), (4.79) y (4.81) que
V% ()T,I;[J) =0

O]
Los siguientes lemas garantizan que los puntos estacionarios del problema con va-
riables de holgura (4.66) genera puntos estacionarios del problema original.
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Lema 4.3.2. Sea f,c; : R" — R diferenciables en el punto X € R", entonces para todo | >
0 y cualquier A, X es un punto estacionario del problema (4.75) con la funcion objetivo
definida por la formula (4.74), si y solamente si, el punto (%,t (X)), donde t (X) € R™ estd
definido en (4.69), es estacionario para el problema (4.68) con funcion objetivo dada por

(4.67).

Demostracion.
Sea ¥ un punto estacionario del problema (4.75) con funcién objetivo definida por (4.74),
es decir V%4 (x,A;u) = 0.
Considerando el problema (4.68) con la funcién objetivo dada por (4.67), se tiene
Vi (x,1), A, 1) = Viof (1) + Y AVxci (x) — ¥ AiVies (x) +
ice il

! ci(x) Vi (x L —ci (%) +17) Vici (x
+.u<iezsz( )VXl( )) FL(;}( l()+tz>vx1( ))

=V f(0)+Y, (li + Ciflx)) Vici(x) =Y, (li + M) Vi (x)

ice icl H

—V )+ Y (zi + C’ff)) Veer () — LY (i — ci(0) +12) Vi ()

ice iel

Por otro lado, utilizando (4.70) se tiene que
,u)L,- —Cj (x) —f—l‘iz = [,l/ll + max {—Ci (f) , —[,lli}
—ci(x), si —ci(x)>—ui
= uA;+
—‘Ll,ﬂ,i, si —Cj (x) < —[.Ll,'
,LL)L,'—C,' (x), si [,LA,'—C,' (x) >0
0, st udi —ci(x) <0
= max {0, ,u7L, —Cj (x)}
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de modo que

V() 2ib) = Vo ()4 F ( x)) V,ei (2) —%gme&x{o,uﬂu — (9} Vaer (1)
=V, f(x)+ 1628 (/1 + ‘(L )) Vici(x) — ;f (méX {0’ —Ai+ Cil(lx) }) Vici(x)
asi

VeZa((x,0),A:10) = Vo (x, Az 1)

y si X es un punto estacionario del problema (4.41) con funcién objetivo dada por (4.40),

entonces
VoZa (5,1 (%)), As i) = 0= VoL (£, A1 1)

Por otro lado,

0%
8t,~

2
((x,2), A ) = 24:t; + o (—ci(x) +17) (21)
= %ti (A — ci(x) +t,-2)

yenti:ti(fc)

0%
VS () A =

]

Lema 4.3.3. Para f,c;: R" — R cualquiera, si para algiin i > 0 el punto (%,f) es una
solucion local del problema (4.68) con funcion objetivo definida por la formula (4.67),
entonces f coincide (ignorando los signos de las coordenadas) con el punto t (%), definido

de acuerdo con (4.69).

Demostracion.

Definimos la funcion

Za(F50), A1) = F (D) + Y Aiei () + Y A (—ci (F) +22) +

ice iel

+— (Zc +Y (- i()?)+t,-2)2>

ice iel
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luego,
OL0 () ae) —2ir 2 (e (B4 2) (20
8t,~ ((x7t> ,)L,,Ll) = 22/11‘1 + ﬁ (_Cz ()C) +t; ) (2tl)
=20 |kt (D + 1)
2 = 2
= —1; (,Llﬁ,, —Cj (x) +1; )
u
entonces
21; -
m (i + (—ci(x)+77)) =0
de donde
=00 [Ap+(—ci(®)+5)] =0 (4.83)
si

u/'Li—ci()Z) >0

se tiene que

i=0=1;(% (4.84)

y por otro lado si A; — ¢; (¥) < 0 supongamos que 72 # (1; (%)) = ¢; (£) — uA; y luego por

(4.83) se tiene que 7; = 0. Por otro lado

P Ly
2 (50, As) =

1

(,llli —ci (%) + 3l7lz)

TN TN

(HA; —ci (X)) <O

Puesto que 7 es un minimizador local y por el Teorema 4.1.3 se tiene V2%, ((x,1),A; 1) >

Ly .
0 y como esta matriz es diagonal, entonces 8t2A ((x,7),A;u) >0
i
Asi se tiene que
f; ==+t (f) .
O
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente trabajo de investigacion son las siguientes:

1. Six™ es una solucién local del problema

ci(x)=0, i€e
min f(x) sujeto a #)
X
ci(x)>0, iel

y satisface la condicién LICQ, entonces existe un vector multiplicador de Lagrange A*

tal que se satisface las condicones de Karush Kuhn Tucker (KKT):

V& (x*, M%) =0
ci(x*)=0,Viece
ci(x*)>0,Viel

AF>0,Viel

Afei(x*)=0,Vieeul

donde .Z (x,A) = f (x) — Z Aici (x)

icEUl

2. Sea x™ una solucién local del problema (#) que satisface las condicién LICQ; si 1™ es
un vector multiplicador de Lagrange que cumple las condiciones (KKT). Entonces se

cumple

wlV2 2 (x*, A" )w >0, Yw € € (x*,1%)

3. Six* € R" y A" es un multiplicador de Lagrange que satisface las condiciones KKT
de modo que
wIVZ 2 A)w >0, we L (A%, w#0
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entonces x* es una solucién local estricta para el problema (#).

4. Para u > 0O cualquiera, el punto ()_C,I> es una solucién local del sistema KKT del

problema (#) si y solamente si V.Zy ()_C,I; ‘LL) =0, donde

Ly (x, A5 +Z?Lc, +—Zc

ice l€8

u

2

oo )
iel

Es decir los puntos KKT del problema (#) corresponden a puntos estacionarios sin

restricciones del Lagrangiano Aumentado para cualquier y > 0.

5. Six™ es una solucién local del problema (#), satisface la condicién LICQ y si x™ satis-
face las condiciones suficientes de segundo orden para un multiplicador de Lagrange
A*, entonces existe [t tal que para todo u € (0,1t], x* es un minimizador local estricto
de %4 (x,A", 1) definido por:

Ly (x, A5 )= Y Aici(x —|——Zc

ice 168
6. El problema (#) con restricciones de igualdad y desigualdad podemos transformarlo a
un problema con restricciones de igualdad introduciendo variables de holgura ¢; de la
siguiente forma

ci(x)=0 NEK:
min f (x) sujeto a
X

—ci(X)+7=0 ,iel
Resultando que los puntos estacionarios del problema transformado, son también pun-

tos estacionarios del problema de optimizacién no lineal.
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CAPITULO VI

RECOMENDACIONES

1. Se recomienda demostrar las condiciones de Karush Kuhn Tucker (KKT) con otras
condiciones de calificacién que sean mds débiles que las condiciones de calificacién

de independencia lineal (LICQ).

2. Existen problemas especiales de optimizacion no lineal que no satisfacen las condicio-
nes de calificacion usuales y problemas que no satisfacen las condiciones de Karush
Kuhn Tucker (KKT), por lo que se recomienda estudiar otros métodos de optimizacion

no lineal especialmente para estos casos.

3. Considerar que existen otros métodos para resolver problemas de optimizacién no li-
neal como: PQS (Programacién Cuadratica Secuencial), basados en Newton, de filtros,
de puntos interiores, de penalizaciones. Todos tienen alguna ventaja sobre otras, pero
no existe un método que resuelva todos los problemas (algunos son mds rapidos pero

ocupan mucha memoria), algunos resuelven mds problemas pero son lentos.

4. Existen diferentes algoritmos comerciales basados en los métodos anteriores como
LANCELOT y ALGENCAN que son aplicados a problemas de estadistica, economia,
bioequivalencia, etc. Por lo que se sugiere realizar trabajos de implementacion de al-

goritmos basados en los diferentes métodos de solucién.
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