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RESUMEN

El proyecto de investigacion desarrollado propone disefiar e implementar un
controlador adaptativo autosintonizado para controlar la estabilidad de un péndulo
triple invertido lineal utilizando conocimientos de la ingenieria de control,
electronica analdgica y digital, mecanica analitica y la programacion.

Para modelar el sistema no se hizo uso de la mecénica clésica de Newton,
sino se utilizd6 la mecanica analitica de Euler — LaGrange, como método de
estimacion de parametros se empled el método de los minimos cuadrados recursivos
mejorados, ademas se disefio un observador de estados de orden minimo para
garantizar la realimentacion de todos los estados, la ley de control utilizada fue un
regulador proporcional integral 6ptimo cuadratico con realimentacion de estados, las
simulaciones se realizaron en el software de MATLAB ®.

El sistema mecanico disefiado se construyd a base de aluminio, los sensores
utilizados para la medicion del desplazamiento del carro asi como para los
deslazamientos angulares de las varillas son potenciémetros, como elemento
actuador se us6 un motor DC de iman permanente de 24 voltios.

Se desarrollé un software en el programa LabVIEW 2012 para el monitoreo
y control del péndulo triple, para la comunicacién entre el sistema mecéanico vy el
software de control se disefio una tarjeta de adquisicién y envio de datos con el
PIC18F4550 de Microchip via el puerto USB, ademas se emple6 un PIC16F877 con
la finalidad de compartir parte del algoritmo de control con el fin de minimizar el
tiempo de retardo en el envio, recepcién y procesamiento de datos.

Se comprobo la adaptatibilidad del controlador disefiado frente a cambios en
la dindmica del sistema, demostrando la eficacia del regulador adaptativo, ademas se
realiz6 comparaciones entre el controlador disefiado y un controlador éptimo, se
observo que un simple regulador 6ptimo no responde correctamente a medida que la
dindmica del sistema varia del punto en el cual fue disefiado, de esta forma se
demostrd la ventaja de utilizar un control méas inteligente frente a uno fijo, sin
embargo los recursos computacionales requeridos son mas elevados, por lo que se
debe de tomar en cuenta al momento de disefiar un controlador para un sistema

determinado.

Vi
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ABSTRACT

The developed research project aims to design and implement an adaptive
controller autotuning to control the stability of the triple inverted pendulum using
knowledge of control engineering, analog and digital electronics, analytical

mechanics and programming.

To model the system does not use classical mechanics of Newton, but we
used the analytical mechanics of Euler - LaGrange, as parameter estimation method
we used the recursive least squares algorithm, and it was designed a state observer to
ensure every state feedback, the control law used was proportional integral optimal
quadratic regulator with state feedback, simulations were performed in MATLAB ®

software.

The mechanical system designed is constructed of aluminum, the sensors
used for measuring the displacement of the car and rods are potentiometers, as

actuator we used a permanent magnet DC motor of 24 volts.

Software was developed in LabVIEW 2012 for monitoring and control of the
triple pendulum, for communication between the mechanical system and the control
software it designed a data acquisition card with the PIC18F4550 by USB port, also
used a PIC16F877 in order to share some of the control algorithm in order to

minimize the time delay in the sending, receiving and processing data.

The adaptability of the controller designed was tested for changes in the
system dynamics, demonstrating the effectiveness of the adaptive controller, | made
comparisons between the controller designed and an optimal controller , was
observed that a simple optimal regulator does not respond correctly as the system
dynamics varies the point at which it was designed, thus demonstrated the benefit of
using a more intelligent control against one fixed, however the computational
resources needed are higher, so this should be taken into account when designing a

controller for a given system.

vii
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INTRODUCCION

En la actualidad la mayoria de industrias combina el uso del control PID para
el control bésico de los procesos con el uso de técnicas de control predictivo basado
en modelo para aplicaciones de control avanzado, sin embargo existe ausencia de un
mecanismo de adaptacion que permita a los controladores ajustarse a los cambios de
la dinamica del proceso, por ello la disponibilidad de una solucién de control
adaptativo, capaz de operar de manera eficaz y robusta en entornos industriales y
mejorar el rendimiento de control de los sistemas, por lo tanto, es de gran interés
considerarlos por razones econémicas y de seguridad en su aplicacion en la industria.

Entre las ultimas estrategias de control que buscan obtener un mejor
rendimiento estan aquellas que se basan en conocimientos de la inteligencia artificial,
I6gica difusa y ultimamente el control adaptativo predictivo experto, en todas estas
nuevas estrategias se toma gran interés en disefiar mecanismos de adaptacion que
sean capaces de responder adecuadamente frente a cambios dinamicos del proceso e
incertidumbres no modeladas.

El control adaptativo se divide en tres grandes esquemas que son: La
programacion de ganancias o gain sheduling, por modelo de referencia y el regulador
autoajustable, siendo este Gltimo capaz de estimar en linea los parametros y estados
del proceso, por tanto, debido a la gran importancia del control adaptativo y su
mecanismo de adaptacion, el presente proyecto de investigacién busca disefar e
implementar un controlador adaptativo autoajustable aplicado a un proceso altamente
no lineal e inestable con el fin de observar los beneficios de usar un control variable
frente a uno fijo .

El sistema en el que se aplicara el controlador adaptativo autoajustable es el
péndulo triple invertido, este proceso es altamente inestable y presenta caracteristicas
no lineales que los hacen idoneo para el estudio, las aplicaciones del péndulo triple se
presentan en distintos campos de investigacion como la robotica, la estabilizacion de
misiles, estudios sobre vibraciones sismicas entre otras.

El presente proyecto de investigacion consta de seis capitulos, distribuidos de

la siguiente manera:

viii
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El CAPITULO I: Planteamiento y formulacion del problema; describe la
problematica de estudio, se plantea las soluciones que se pueden alcanzar con la
realizacion del proyecto, tomando como base, investigaciones ya hechas. Asi mismo,
se tiene la justificacion respectiva de la ejecucion del proyecto, sus objetivos,
hipdtesis y limitaciones correspondientes.

En el CAPITULO Il: Fundamento Teérico; se tienen: los conceptos,
enunciados, férmulas, teoremas, etc., aplicados al estudio del tema de investigacion
de manera clara y precisa, en las areas de: teoria de control analdgico y digital,
estrategias de los controladores adaptativos, métodos de estimacion de parametros y
mecanica analitica.

El CAPITULO Il1: Método de investigacion; detalla especificamente el tipo y
disefio de la investigacion realizada, las técnicas e instrumentos de recoleccion de
datos, fases de la investigacion y condiciones de prueba, se analiza el ambito de
estudio en donde se aplicara el proyecto de investigacion, ademas de los recursos y
financiamiento del proyecto.

El CAPITULO IV: Exposicion, disefio y andlisis de resultados; es la parte
principal del proyecto de investigacion, en este capitulo realizamos el modelamiento
matematico completo no lineal y el modelo linealizado del sistema motor - péndulo
triple, ademaés utilizamos el método de los minimos cuadrados recursivos mejorados
(MCRM) como estimador de parametros del proceso, como ley de control utilizamos
un regulador proporcional integral optimo cuadratico con realimentacion de estados,
realizamos el disefio mecanico, controlador electrénico y el software de control en
LabVIEW, mediante la técnica de prueba y error realizamos las pruebas con el fin de
probar nuestro disefio, por ultimo hacemos una comparacion entre el regulador
adaptativo disefiado y un controlador fijo.

Finalmente se exponen las conclusiones a las cuales se llegaron en la
realizacion del presente proyecto de investigacion, asi mismo damos
recomendaciones y sugerencias para futuras investigaciones y trabajos relacionados

que se puedan llevar mas adelante.

El Autor
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1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Uno de los problemas clasicos en el area de ingenieria de control es
controlar la estabilidad de un péndulo invertido lineal, pero existen variantes de
este como el péndulo rotacional o de Furuta, asi como afiadir mas articulaciones
al péndulo como son el péndulo doble y el péndulo triple, este Gltimo presenta
caracteristicas importantes ya que mimetiza el movimiento del cuerpo humano
y su mecanismo de balanceo, investigaciones han demostrado un progreso en
esta area y sus aplicaciones se dan en el campo de la robotica humanoide,
proyectos militares para la estabilizacion de misiles, en estudios referentes a
sistemas de aislamiento de vibracion sismica donde se estudia la frecuencia y
respuesta de la funcion de transferencia.

La mayoria de sistemas de control utilizados actualmente en las
industrias son los PID, sin embargo este presenta limitaciones en su correcto
funcionamiento a medida que los parametros del proceso se alejan del punto de
operacion en la cual fueron disefiados, ademéas de estas variaciones, las
incertidumbres en el modelado y los posibles fallos por parte de los sensores y
actuadores obligan a elaborar nuevas estrategias de control que garanticen un
correcto funcionamiento ante incertidumbres en el modelo y perturbaciones
sobre este, para solucionar esto existen dos enfoques, la primera es utilizar un
controlador adaptativo el cual estima los parametros y basandose en estos
calcula la sefial de control y la segunda es considerar las incertidumbres del
sistema, esto nos lleva a un esquema de control robusto, la metodologia mas
adecuada para resolver estos problemas son los reguladores autoajustables.

Por tanto esta tesis se propone disefiar e implementar un controlador
adaptativo autosintonizado para controlar la estabilidad de un péndulo triple
invertido lineal; por otra parte se pretende hacer una comparacion de la eficacia
del control adaptativo y un controlador disefiado con otra estrategia de control
y asi comparar las respuestas en estado transitorio y estacionario asi como la
estabilidad del sistema, adicionalmente a esto se realizara una interfaz gréfica
de usuario que permita visualizar en tiempo real los cambios en el

comportamiento del péndulo triple.
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1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Los factores que determinan el funcionamiento del péndulo triple son el
algoritmo de control, la precision de los sensores, la rapidez y capacidad de
procesamiento de los dispositivos electronicos usados en la adquisicion y envio
de datos y la calidad del prototipo fisico disefiado.

Por lo tanto debido a la gran importancia, complejidad del problema y

la poca informacion referente al control del péndulo triple nos preguntamos si:

¢ Es posible controlar la estabilidad de un pendulo triple empleando un
controlador adaptativo autosintonizado?

¢La respuesta de un controlador adaptativo autosintonizado tiene un
mejor comportamiento que usar otras estrategias de control?

¢Las ventajas de emplear un controlador adaptativo son mayores a las
desventajas producidas por el costo computacional necesario para realizar los

algoritmos de control?
1.3. ANTECEDENTES DE INVESTIGACION

Para resolver el problema planteado en esta investigacion, se recurrio a
diversas investigaciones en el area de la ingenieria electrénica y de control,
microcontroladores, comunicacién con ordenador, sistemas computacionales,
matematicas avanzadas y mecanica analitica. Se tuvo en consideracion los

siguientes antecedentes:

Titulo: Levantamiento y estabilizacion del péndulo invertido lineal.

Autores: Fernando Castafios Luna (Facultad de Ingenieria UNAM)

Técnicas empleadas: Algoritmo de control usando LQR .

Conclusion principal: Esta investigacion tiene por objetivo disefiar un
algoritmo de control usando un regulador cuadréatico lineal - LQR vy
observadores de Luenberger para el control de estabilidad del péndulo, ademas
toma la iniciativa de realizar un algoritmo de autolevantamiento, los resultados
de este trabajo muestran que el controlador disefiado es capaz de compensar

adecuadamente tanto perturbaciones como variaciones en los parametros del

2

Repaositorio institucional UNA - PUNO




Nacional del
Altiplano

TESIS UNA-PUNO ﬁ#ﬁ bilereli 26

sistema; en tanto el algoritmo de autolevantamiento no garantiza que el péndulo
Ilegue a la posicion de equilibrio con velocidad angular nula, esto causa que no

siempre se logre levantar en la totalidad de los intentos.

Titulo: Péndulo triple invertido.

Autores: Victor Herndndez Santamaria, José Rojo Ramirez.

Técnicas empleadas: Control adaptativo y robusto.

Conclusion principal: Este proyecto tenia como finalidad desarrollar un
sistema completo, desde el sistema mecanico, hasta la implementacion de un
controlador adaptable y otro robusto; para el modelamiento del sistema utilizd
mecanica analitica de Euler-Lagrange, esta formulacion es mas sistematica que
la Newtoniana lo que facilita enormemente la formulacion de un modelo
complejo como es el péndulo triple, para el sistema de identificacion usa el
algoritmo de los minimos cuadrados y como estrategia de control o ley de
control usa el método de asignacion de polos; las respuestas dadas por el
sistema muestran una adaptabilidad del controlador a los cambios de los

parametros del sistema.

Titulo: Comportamiento dinamico de un péndulo triple plano.

Autores: Ivan de Jesus Rivas campero y José Manuel Sausedo Solorio.
Técnicas empleadas: Analisis no lineal.

Conclusién principal: El proyecto pretende hacer un estudio del
comportamiento no lineal del péndulo triple, asi como muestra que este puede
extenderse al estudio del péndulo de “N” eslabones, se hace un analisis de la
frecuencia de resonancia asi como los cambios en la dindmica al variar la
magnitud, frecuencia de perturbacion y rozamiento en los eslabones
,demostrando que los estados del péndulo pueden ser periodicos, cuasi -
periddicos y caoticos; muestra que el comportamiento de los desplazamientos
angulares tanto en funcioén del tiempo como de la frecuencia definen la
frecuencia de perturbacion asi como los coeficientes de resonancia definan
zonas de respuesta con estados periddicos, cuasi - periddicos y respuestas
caoticas, se detectan errores en el sistema linealizado en las zonas cercanas a la

de resonancia.
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Titulo: Comparison of techniques for stabilization of a triple inverted
pendulum.

Autores: Erick Lee, James Perkins.

Técnicas empleadas: Métodos LQR y Q-Learning.

Conclusion principal: Esta investigacion tiene por objetivo realizar un sistema
de control de balanceo del péndulo triple empleando las técnicas de LQR y Q -
learning, donde muestra que el sistema disefiado usando LQR obtiene buenos
resultados mientras que el Q - Learning muestra respuestas insatisfactorias

debido a la gran cantidad de recursos consumidos por el algoritmo disefiado.

Titulo: Control avanzado — disefio y aplicaciones en tiempo real .

Autores: Arturo Rojas Moreno.

Técnicas empleadas: Control optimo, adaptativo, predictivo, robusto y no
lineal.

Conclusién principal: Este libro muestra distintos técnicas empleadas en el
disefio de sistemas de control no tradicional, como control 6ptimo cuadratico,
adaptativo, predictivo, robusto y no lineal, con simulaciones hechas en el
software de Matlab, asi como programas de control en tiempo real desarrolladas
en C++, mostrando aplicaciones en tiempo real que guardan estrecha relacion

entre la teoria — simulacién y la préctica.

Titulo: System identification — Theory for the user.

Autores: Lennart Ljung.

Técnicas empleadas: Técnicas de identificacion de sistemas.

Conclusion principal: Este libro muestra los distintos métodos y técnicas
usadas en la identificacion de sistemas, propiedades y usos que son muy
necesarios a la hora de modelar un sistema dinamico basado en la observacion
de datos del sistema, ademéas de los métodos de estimacién de parametros,
muestra otras técnicas que pueden servir para solucionar problemas mucho mas

complejos que los vistos en el presente proyecto.
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Titulo: Control de péndulo invertido.

Autores: Universidad Carnige Mellon.

Técnicas empleadas: Control PID, respuesta en frecuencia, etc.

Conclusion principal: Muestra distintos ejemplos de sistemas de control
aplicando los criterios de disefio de control clésico y avanzado, ademas cuenta
con algoritmos desarrollados en Matlab que hacen mas practico el estudio de

esta area de la ingenieria.

1.4. JUSTIFICACION

El péndulo triple plano es utilizado para estudiar el comportamiento de
distintos campos de la ciencia e ingenieria como el control de estabilidad de los
misiles para investigaciones militares, en estudios del comportamiento del
cuerpo humano, ya que el péndulo triple mimetiza el movimiento del cuerpo
humano y su mecanismo de balanceo, ademas varios estudios sobre vibraciones
sismicas utilizaron un péndulo triple para estudiar la frecuencia y las respuestas
en el tiempo asi como su funcion de transferencia, también se utiliz6 para
estudiar sistemas piston-biela-manivela de un motor monocilindro de
combustion, asi como en la estabilidad de satélites y de robots humanoides.
Como podemos ver las aplicaciones del péndulo triple son diversas e
importantes.

En la vida real la dindmica de un proceso no se conoce completamente,
por lo que el modelo de la planta solo puede considerarse como una
aproximacion a la descripcion exacta, ademas las perturbaciones desconocidas
influyen en el comportamiento del sistema ocasionando que el controlador
trabaje fuera del entorno al cual fue disefiado, ocasionando un funcionamiento
inadecuado del sistema, esto lleva a pensar en disefiar un controlador que sea
capaz de variar su comportamiento frente a cambios en su dindmica y a las
perturbaciones externas, estos problemas son resueltos si utilizamos un
controlador adaptativo autosintonizado que presenta una solucion en tiempo
real tratando de alcanzar un control optimo, sujeto a una ley de control y

obteniendo informacion del proceso y sus sefiales.
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1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo General
» Disenar e implementar un sistema para el control de estabilidad de
un  péndulo triple invertido lineal mediante un controlador

adaptativo autosintonizado.

1.5.2. Objetivos Especificos
> Determinar las diferencias de los modelos matematicos del sistema

del péndulo triple en su forma lineal y su modelo completo no lineal.

» Determinar las diferencias de la respuesta transitoria y estacionaria
entre el controlador adaptativo disefiado y un controlador fijo como

es el 6ptimo cuadratico.

» Realizar una interfaz de usuario que permita controlar el Set Point asi

como monitorear las sefiales provenientes del sistema.

1.6. HIPOTESIS DE LA INVETIGACION

1.6.1. Hipdtesis General.
El controlador adaptativo autosintonizado controla eficazmente la

estabilidad de un péndulo triple invertido lineal.

1.6.2 Hipotesis Especificas.
H.1. El controlador adaptativo autosintonizado atenda las
perturbaciones externas y tiene una mejor respuesta que otros

métodos de control.

H.2. Las ventajas de emplear un controlador adaptativo son mayores a
las desventajas producidas por el costo computacional requerido

para realizar los algoritmos de control.
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1.7. OPERACIONALIZACION DE VARIABLES

1.7.1. Variable Independiente
La variable independiente de la presente investigacion es el controlador

adaptativo.

1.7.2. Variables Dependientes
Con el fin de alcanzar el objetivo las variables dependientes son:
-Estabilidad del péndulo triple.
-Error de los Angulos de las varillas de los péndulos.
-Tiempo de respuesta del controlador.
-Sensibilidad a las perturbaciones y cambios en la dinamica del

sistema.

1.8. LIMITACIONES DE LA INVESTIGACION

La complejidad de los algoritmos de identificacion de parametros y
control en tiempo real empleados consumen muchos recursos del sistema
computacional ,esto causa un retardo en el envio de la sefial de control , ademas
al ser este un prototipo se puso limitaciones en la parte econémica que no
permitieron el uso de dispositivos mejor dotados en adquisicion y
procesamiento de datos; creando limitaciones en el correcto desempefio del
sistema; por otra parte el modulo mecénico del péndulo triple asi como los
sensores y actuador usados son de bajo costo, generando comportamientos
inesperados que afectan al 6ptimo desempefio total de la planta.

El péndulo triple muestra ser como se esperaba, un sistema muy
complejo de controlar, si bien las simulaciones indican un correcto
funcionamiento del controlador adaptativo, en la vida practica aparecen varios
factores que no permiten alcanzar el estado optimo del sistema, sin embargo
utilizando la técnica de prueba y error se consiguié que el controlador tenga un

comportamiento aceptable.
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2.1. SISTEMAS DE CONTROL AUTOMATICO

Un sistema automatico de control es un conjunto de componentes fisicos
conectados o relacionados entre si, de manera que regulen o dirijan su actuacion
por si mismos, es decir sin intervencion de agentes exteriores (incluido el factor
humano), corrigiendo ademds los posibles errores que se presenten en su
funcionamiento [9]*.

Actualmente, cualquier mecanismo, sistema o planta industrial presenta
una parte actuadora, que corresponde al sistema fisico que realiza la accion, y
otra parte de mando o control, que genera las 6rdenes necesarias para que esa
accion se lleve o no a cabo.

Un ejemplo sencillo de sistema automatico lo constituye el control de
temperatura de una habitacion por medio de un termostato, en el que se
programa una temperatura de referencia que se considera idénea. Si en un
instante determinado la temperatura del recinto es inferior a la deseada, se
producira calor, lo que incrementara la temperatura hasta el valor programado,
momento en que la calefaccion se desconecta de manera automatica [9].

En la actualidad los sistemas automaticos juegan un gran papel en
muchos campos, mejorando nuestra calidad de vida:

En los procesos industriales:

- Aumentando las cantidades y mejorando la calidad del producto,
gracias a la produccion en serie y a las cadenas de montaje.

- Reduciendo los costes de produccion.

- Fabricando articulos que no se pueden obtener por otros medios.

- En los hogares: Mejorando la calidad de vida. Podriamos citar desde
una lavadora hasta un control inteligente de edificios (domotica).

- Para los avances cientificos: Un claro ejemplo lo constituyen las
misiones espaciales.

- Para los avances tecnolégicos: por ejemplo en automocion es de todos

conocidos los limpiaparabrisas inteligentes, etc.

! Teoria de control —Disefio Electrénico. Espartacus Gomaris.
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Como se puede observar las aplicaciones son innumerables, de esta
manera surge toda una teoria denominada la regulacion automatica, dedicada al

estudio de los sistemas automaticos de control.

2.1.1. Tipos de Sistemas de Control
Los sistemas de regulacion se pueden clasificar en:
o Sistemas de bucle o lazo abierto: son aquellos en los que la
accion de control es independiente de la salida.
o Sistemas de bucle o lazo cerrado: son aquellos en los que la
accion de control depende en cierto modo, de la salida [15] 2.

2.1.1.1.- Sistemas de control en lazo abierto

Un sistema de control en lazo o bucle abierto es aquél en el que
la sefial de salida no influye sobre la sefial de entrada. La exactitud de
estos sistemas depende de su calibracion, de manera que al calibrar se
establece una relacién entre la entrada y la salida con el fin de obtener
del sistema la exactitud deseada [9]. El diagrama de bloque de un

sistema en lazo abierto es:

SALIDA

ELEMENTOS DE
CONTROL

Figura 1: Sistema de Control en lazo abierto.

El sistema se controla bien directamente, o bien mediante un
transductor y un actuador. El esquema tipico del sistema sera, en este

Ccaso:

SALIDA DEL
PLANTA O SISTEMA
PROCESD

ENTRADA DEL
SISTEMA

ACTUADORO
ACCIONADOR

TRANSDUCTOR

Figura 2: Sistema de Control en lazo abierto con actuador.

2 Ingenierfa de control moderna. Katsuhiko Ogata.
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El transductor modifica o adapta la naturaleza de la sefial de
entrada al sistema de control.

En el caso del sistema de control de la temperatura de una
habitacion, para que sea un sistema abierto es necesario que no exista
termostato, de manera que siga funcionando permanentemente. La
entrada del sistema seria la temperatura ideal de la habitacion; la planta
0 proceso seria la habitacion y la salida seria la temperatura real de la
habitacion. El transductor podria ser un dial en el que definamos el
tiempo de funcionamiento y el actuador el propio foco de calefaccion
(caldera o radiador) [9].

El actuador o accionador modifica la entrada del sistema
entregada por el transductor (normalmente amplifica la sefal).

Una lavadora automatica seria un claro ejemplo de sistema de
control en lazo abierto. La blancura de la ropa (sefial de salida) no
influye en la entrada. La variable tiempo presenta una importancia
fundamental: si esta bien calibrada, cada proceso durard el tiempo
necesario para obtener la mejor blancura, otro ejemplo de sistema en
lazo abierto seria el alumbrado publico controlado por interruptor
horario. El encendido o apagado no depende de la luz presente, sino de

los tiempos fijados en el interruptor horario.

Interruptor Horario L e res

ENTRADA ﬁ ELEMENTOS DE

IWUMINACION DESEADS  CONTROL

SALIDA
—»

ILMITNACION REAL

Figura 3: Sistema de Control en lazo abierto para el alumbrado publico.

Como vemos los sistemas de lazo abierto dependen de la
variable tiempo y la salida no depende de la entrada, erl principal
inconveniente que presentan los sistemas de lazo abierto es que son
extremadamente sensibles a las perturbaciones. Por ejemplo si en una
habitacion se ha conseguido una temperatura idénea y se abre una
puerta 0 ventana (perturbacion) entraria aire frio, de manera que el

tiempo necesario para obtener dicha temperatura seria diferente.

10
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2.1.1.2.- Sistemas de control en lazo cerrado

Si en un sistema en lazo abierto existen perturbaciones, no se
obtiene siempre la variable de salida deseada. Conviene, por tanto,
utilizar un sistema en el que haya una relacion entre la salida y la
entrada [9].

Un sistema de control de lazo cerrado es aquel en el que la
accion de control es, en cierto modo, dependiente de la salida. La sefial
de salida influye en la entrada. Para esto es necesario que la entrada sea
modificada en cada instante en funcion de la salida. Esto se consigue
por medio de lo que llamamos realimentacion o retroalimentacién
(feedback).

La realimentacidn es la propiedad de un sistema en lazo cerrado
por la cual la salida (o cualquier otra variable del sistema que esté
controlada) se compara con la entrada del sistema(o una de sus
entradas), de manera que la accion de control se establezca como una
funcién de ambas [9] y [15].

A veces también se le llama a la realimentacion transductor de
la sefial de salida, ya que mide en cada instante el valor de la sefial de
salida y proporciona un valor proporcional a dicha sefial.

Por lo tanto podemos definir también los sistemas de control en
lazo cerrado como aquellos sistemas en los que existe una
realimentacion de la sefial de salida, de manera que ésta ejerce un
efecto sobre la accion de control.

El diagrama de blogues correspondiente a un sistema de control

en lazo cerrado es:

7 SEfIAL DECONTROL
SEfiAL DEERROR 0 MANIPULADA

CDMPﬁHﬂDDR/
ENTRADA P@ »| CONTROLADOR | proceso | SALDA

SERAL DE SERAL CONTROLADA
MANDO

SERAL REALIMENTADA REALIMENTACION

Figura 4: Sistema de Control en lazo cerrado.
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El controlador estd formado por todos los elementos de control
y a la planta también se le llama proceso.

En este esquema se observa como la salida es realimentada
hacia la entrada. Ambas se comparan, y la diferencia que existe entre la
entrada, que es la sefial de referencia o consigna (sefial de mando), y el
valor de la salida (sefial realimentada) se conoce como error o sefial de
error. La sefial que entrega el controlador se llama sefial de control o
manipulada y la entregada por la salida, sefial controlada.

El error, o diferencia entre los valores de la entrada y de la
salida, actia sobre los elementos de control en el sentido de reducirse a
cero y llevar la salida a su valor correcto. Se intenta que el sistema siga
siempre a la sefial de consigna [9].

El diagrama de blogues anterior se puede sustituir por el

siguiente:
COMPARADOR
SALIDA "
DESEADA seewor | CoNTROLADOR leeee] ACTUADOR 0 PROCESO @
REGULAD & SALIDA
h _"'®_’ ACCIONADOR 1 "
) ) )
4y | 04
MEDIDA REALIMENTACION

CAPTADOR

FY

Figura 5: Sistema de Control en lazo cerrado realimentado con un captador.

La salida del sistema de regulacion se realimenta mediante un
captador. En el comparador o detector de error, la sefal de referencia
(salida del transductor) se compara con la sefial de salida medida por el

captador, con lo que se genera la siguiente sefial de error:

e(t) = r(t) - b() 2-1)

Donde e(t) es la sefial de error, r(t) la sefial de referencia y b(t) la
variable realimentada. Pueden suceder dos casos:
- Que la sefial de error sea nula; en este caso la salida tendra
exactamente el valor previsto.
12
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- Que la sefial de error no sea nula; esta sefial de error actla
sobre el elemento regulador que a su salida proporciona una sefial que,
a través del elemento accionador, influye en la planta o proceso para
que la salida alcance el valor previsto y de esta manera el valor se
anule.

En el ejemplo de control de temperatura de una habitacion, el
sistema, planta o proceso es la habitacion que se quiere calentar, el
transductor puede ser un dial con el que se define el grado de
calentamiento, el actuador o accionador una caldera o un radiador y el
captador puede ser un termometro, este Ultimo actla como sensor
midiendo la temperatura del recinto, para que pueda ser comparada con
la de referencia [9].

El regulador o controlador es el elemento que determina el
comportamiento del bucle, por lo que debe ser un componente disefiado
con gran precision. Es el cerebro del bucle de control.

Mientras que la variable controlada se mantenga en el valor
previsto, el regulador no actuara sobre el elemento accionador, pero si
el valor de la variable se aleja del prefijado, el regulador modifica su
sefial, ordenando al accionador que actue sobre la planta o proceso, en
el sentido de corregir dicho alejamiento. El termostato del ejemplo
anterior realizaria esta funcion.

Los sistemas en lazo cerrado son mucho menos sensibles a las
perturbaciones que los de lazo abierto, ya que cualquier modificacion
de las condiciones del sistema afectara a la salida, pero este cambio
sera registrado por medio de la realimentacion como un error que €s en
definitiva la variable que actta sobre el sistema de control. De este
modo, las perturbaciones se compensan, y la salida se independiza de

las mismas [9].

13
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2.2. CONTROL DIGITAL

La aplicacion del control por computadora ha hecho posible el
movimiento inteligente en robots industriales, la optimizacion de economia en
combustible en automoviles y el refinamiento en la operacion de enseres y
maquinas de uso doméstico, entre otros.

La capacidad en la toma de decisiones y la flexibilidad en los programas
de control son las mayores ventajas de los sistemas de control digital [16]°.

La figura 6 de abajo muestra el tipico sistema continuo realimentado
que hemos considerado hasta ahora. Casi la totalidad de los controladores

continuos pueden implementarse usando electronica analdgica.

Confrolador Confinuo
00 N &8 T
| |
rith, + uft) y(t)
. w» D) —w Planta ——
| |
| |
| yit) |
| T

Figura 6: Sistema de control en tiempo continuo.

El controlador analdgico, encerrado en el cuadrado a trazos, puede
reemplazarse por un controlador digital, como se muestra abajo, el cual hace la
misma tarea de control que el controlador analdgico. La diferencia basica entre
estos controladores es que el sistema digital opera con sefiales discretas (o

muestras de la sefial censada) en lugar de sefiales continuas [16].

3 Sistemas de control en tiempo discreto . Katsuhiko Ogata.
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Perturbacion o
ruido

Controlador
Prealimentado

T T T T
Entrada | [ sm L { Salida
A y Computadora DiA etensor|__! Actuador Plarta
: AD Digital l I
I | Reloj L T !
? L=t ;
' -3
Controlador Digtal

Transductor
Fitro J, %- >v 0
Sensor

|

Ruido
Figura 7: Sistema de control digital.

2.2.1. Funcidn de transferencia pulso

La funcion de transferencia pulso [16] relaciona la transformada Z de la
salida en los instantes de muestreo con la correspondiente entrada muestreada.
Conociendo la funcion de transferencia G(s) = y(s)/u(s) de un sistema, la
correspondiente funcién de transferencia de pulso se determina de la relacién:

1_e—sT

N

% =G(z) = Z[G,,G(s)] = Z[

()| = -z"Hz [@] 2-2)

Para el caso multivariables, la matriz de transferencia de pulso G(z) se
determina empleando la relacion (2-2) para cada elemento de la matriz de
transferencia G(s). Para derivar la funcion de transferencia de pulso para el caso
de procesos en cascada o formando lazos cerrados, debemos proceder con
cautela, porque no siempre es posible encontrar una relacion de la forma y(z) =
G(z)u(z) [16].

2.2.2. Modelo en el espacio de estados.
Para sistemas de tiempo discreto variantes en el tiempo la ecuacion de

estado [16] se puede escribir como:
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x(k+1) = flx(k),u(k), k] (2-3)
Y la ecuacion de salida como:
y(k) = gl x(k), u(k), k] (2-4)

Si el sistema es lineal, la ecuacion de estado y salida se
representan como:
x(k+1) = G(k)x(k) + H(k)u(k) (2-5)
y(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k) (2-6)
donde :
x(k) = vector de estado n
y(k) = vector de salida m
u(k) = vector de entrada r
G (k) = matriz de estado de orden nxn
H(k) = matriz de entrada de orden nxr
C(k) = matriz de salida de orden mxn
D(k) = matriz de transferencia directa de orden mxr

Si el sistema es invariante en el tiempo, entonces:

x(k+ 1) = Gx(k) + Hu(k) 2-7
y(k) = Cx(k) + Du(k) (2-18)

2.2.3. Representacion en el espacio de estados de sistemas en tiempo
discreto.
Formas candnicas para las ecuaciones en espacio de estado de sistemas
discretos [16].

Consideremos el siguiente sistema en tiempo discreto:

y(k)+ay(k—1)+a,y(k —2) + -+ a,y(k —n) = byu(k) +

4+ byu(k —n) (2-9)

Donde u(k) es la entrada y y(k) es la salida en el instante de muestreo
k, al escribir en forma de funcién de transferencia pulso tenemos:

Y(k) _ bo+biz t+-+bpz"

U (k) 1+a,z 7 1+ +ayz™"

(2 - 10)
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Dentro de las formas de expresar representaciones en espacio de

tiempo discreto tenemos:

Forma canonica Controlable .Se expresa mediante las siguientes

ecuaciones:

[ xl(k‘l‘ 1) ] [ 0 1 0 O 11 xl(k) ] 0
x,(k+ 1) 0 0 1 . 0 x5 (k) [0]

: =1 ' | ' ' . +| . Iu(k) (2-11)
Xp1 (e + 1) 0 0 0 o1 ||xo IlOJI
L x,(k+1) 1 l=ay, —apny —a, —a b x, (k) 1M1
[ x1(k)

X2(k)
y=Ibp—anby | bpy—an-1by | .. | by—aybo] : + bou (2-12)
xn—1(k)

| x, (k) |

Forma Canonica observable .La siguiente representacion en el espacio

de estados discreto se denomina forma candnica observable:

x1(k+ 1) 1 0 0 0 -a, T x4 (k) 1 b, — a, b,
xz(k+ 1) | 10 0 —anp1f| x2(k) | |bp-1— an-1bo
i | R w(lo) (2 - 13)
x,_1(k+1D| [0 0 0 —a, xn_l(k)| I
xnk+11 lo o 1 —a; Il x,(k) I 1 by = ayb
x1 (k)
X2(k)
y=[0 | 0 | .. [ 1] : + bou (2-14)
Xn—1(k)
xn (k)

Observe que la matriz de estado de nxn de la ecuacion de estado
obtenida mediante la ecuacion (2-11) es la transpuesta de la ecuacion
de estado definida mediante la ecuacion (2-13) [16].
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Forma candnica diagonal. Si los polos de la funcién de transferencia
pulso son todos distintos entonces la representacion en el espacio se

puede representar como sigue:

rak+n ) P10 o 0 0wy 1
Ixz(k.+1) | 0 p, 0 0] x0Co) | [1]
| : =1 ' . . | i+ Iu(k) (2-15)
e B R Y N
lx,k+D1 |0 0 .. 0 pn_lxn(k)J 1
[ x1(k) ]
le(k)
y=[ca ¢ = ]| . |+bou (2-16)
xn—l(k)
| x,(k)

2.2.4. Discretizacion de las ecuaciones en espacio de tiempo continuo.

En el control digital de procesos es necesario convertir la ecuacion en el
espacio de estados en tiempo continuo en ecuaciones en el espacio de estados
en tiempo discreto, se puede realizar dicha conversion si se introducen
muestreadores y dispositivos de retencion ficticios, el error introducido por la
discretizacion se puede hacer despreciar utilizando un periodo de muestreo
suficientemente pequefio en comparacion con la constante mas significativa del
sistema [1]*.

Analizando el sistema tenemos:

x(k+ 1) = e“Tx(KT) + eT [ e 4T Bu(kT)dt (2-17)
haciendo A =T — t.
x(k + 1) = e*Tx(kT) + e [ e’ Bu(kT)d 1 (2-18)
Por tanto:
G(T) = e4T (2-19)
H(T) = (f, e d 1)B (2 - 20)

4 Control Avanzado - Disefio y aplicaciones en tiempo real. Arturo Rojas Moreno.
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Entonces la ecuacion (2 — 18) se convierte en:
x((k+ 1)T) = G(T)x(kT) + H(T)u(kT) (2-21)

Y la ecuacion de salida se convierte en :
y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) (2-22)
Donde C y D son matrices constantes y no dependen del periodo de

muestreo T.

2.3. CONTROL ADAPTATIVO

Los sistemas de control adaptivo ajustan su comportamiento a las
cambiantes propiedades del proceso controlado y de las sefiales que interactdan
sobre dicho proceso. Por el contrario, los sistemas de control fijos se
caracterizan por la presencia de una ley de control invariable con el tiempo
[23]°. La investigacion sobre controladores adaptivos se ha centrado en dos
grupos principales: controladores adaptivos con un modelo referencial (MRAC)
y controladores con autosintonizacion (STR) [14],[23].

La caracteristica fundamental que distingue a los controladores
adaptivos es la presencia de un bucle de control en el que se compara un indice
de funcionamiento. En la figura 8 puede verse que esta compuesto de un bucle
principal de realimentacion negativa, en el que actda al igual que en los
sistemas convencionales un regulador y de otro bucle que mide un cierto indice
de funcionamiento el cual es comparado con indice deseado y se procesa el
error en un mecanismo de adaptacion que ajusta los pardmetros del regulador
[51,[241° [23] y [25].

5 Control Adaptivo y Robusto. Rodriguez Rubio Francisco, Manuel Jesls Lopez Sanchez.
¢ Adaptative Control. Karl J. Astrom,Bjorn Wittenmark .
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__— CONTROLADOR
PO AJUSTABLE
ACTUACION (
DESEADA
i
COMPARACION MECANISMO DE
DESICION ADAPTACION

v+

PLANTA

MEDIDA DEL
INDICE DE
ACTUACION

Figura 8: Configuracion basica del control Adaptivo.

Los esquemas basicos mas utilizados se presentan a continuacion:

2.3.1. Programacion de ganancias.

En algunos sistemas existen variables auxiliares que describen bien las

caracteristicas de la dinamica del proceso. Si estas variables pueden ser

medidas, estas variables pueden ser usadas para cambiar los parametros del

regulador, es decir se utilizan para acomodar los cambios en la ganancia del

proceso. Este método de programar ganancias se presenta en la figura 9 [5],

[14],[23].
PARAMETROS DE
REGULADOR
pAUSTE DE <+ CONDICION DE
GANANCIA OPERACION
SEIlAL DE
REFERENCIA =
—®| REGULADOR || Proceso >
—>
Figura 9: Sistema de programacion de ganancias.
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El ajuste de ganancia es una compensacion en lazo abierto y puede ser
visto como un sistema con control de realimentacion en el cual el lazo de
realimentacion es ajustado en compensacion directa. Esto reduce los efectos de

la variacion de parametros.

2.3.2. Control Adaptativo con referencia a modelo (MRAC)

Los controladores adaptivos con modelo de referencia intentan alcanzar
para un sefial de entrada definida, un comportamiento en bucle cerrado dado
por un modelo de referencia, estos fueron disefiados primeramente para
sistemas continuos por minimizacion de un indice de actuaciéon. Las
especificaciones del disefio del controlador son dadas en términos de un modelo
de referencia donde la salida deberd seguir a la referencia. EI esquema que

representa el control MRAC se presenta en la figura 10 [5], [23].

ym
_.. MODELO MECANISRO DE
AJUSTE
Parametros
del regulader
Y y
e u
> REGULADOR PROCESO "
—>

Figura 10: Esquema del MRAC.

En este caso el modelo esta en paralelo con el sistema. El regulador esta
formado por dos lazos: un lazo interno de realimentacion ordinaria compuesta
por la planta y el regulador y un lazo externo que ajusta los parametros del
regulador de tal forma que el error entre la salida de la planta y, y la referencia
Ym sea pequefio, convirtiendo al lazo externo en un lazo regulador. El
problema clave es determinar un mecanismo de ajuste tal que el sistema sea

estable y lleve el error a cero.
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2.3.2.1.- Enfoque de sensibilidad

Este método estd basado en el uso de los modelos de
sensibilidad para adaptar los parametros en la direccion correcta [23].
La deduccién de este método comienza con el planteamiento de un

indice de actuacion, normalmente cuadratico:
Je+1T) = [ e2(D)dr (2 -23)

En esta ecuacion e; = y, — yn, Y el indice J se evalua sobre
el periodo T fijo, en el cual los parametros permanecen constantes. En
el instante (t + T) los parametros son ajustados en la direccién

decreciente de J.

t+T

Ot +T)=0(t) -T2 =0(t) T J"" 2¢,(r) 284 (2-24)

[' Debe ser una matriz cuadrada definida positiva, que representa la

ganancia de adaptacién, usualmente es diagonal, teniendo en cuenta

que:
dey(t) _ 9Vp
a0 96 (2-25)
La ecuacion (2 - 25) queda:
O(t+T)-0(t) 1 pt+T vy
f——Fft 261(’[)%d1’ (2 -26)
Que en el limite para T — 0 da la ley de adaptacion:
do 0yp
= 2leq Y (2-27)

9

El factor representa la sensibilidad de la salida del proceso a las

variaciones en 6 , y puede ser generado por un modelo de sensibilidad.
Como puedeobservarse esta ley de adaptacion es la misma que la
denominada regla del MIT [5], [23].

22

Repositorio institucional UNA - PUNO



Nacional del
Altiplano

TESIS UNA-PUNO Hﬁélée  Universidad

El modelo de sensibilidad anterior se sustituye por la sensibilidad del
modelo de referencia, dado que normalmente el modelo del proceso se
desconoce. Esta suposicion se hace en base a que pasado un tiempo la
respuesta del sistema converge a la respuesta del modelo de referencia.
La principal desventaja de este metodo, es la ausencia de un
criterio que garantice la estabilidad del sistema de control. El sistema
puede hacerse inestable si el modelo de referencia no se escoge
adecuadamente o si la ganancia de adaptacion se elige demasiado

grande.

2.3.2.2.- Método de Lyapunov

Dado el caracter no lineal y variable en el tiempo de los
sistemas adaptativos por modelo de referencia MRAC, no son validos
los criterios de estabilidad de sistemas lineales. Un método bien
conocido es el método directo de Lyapunov [23].

Este método establece que un sistema tiene un equilibrio x = 0,
asintdticamente estable, si existe una funcion, llamada de Lyapunov, V
(x) que satisface:

V(x) >0 para x # 0 definida positiva
V(x) <0 parax # 0 definida negativa (2-28)
V(x) = o para |lx|| - o

V() =0

Como la funcién de Lyapunov es similar a una funciéon de
energia, esta debe decrecer con el tiempo. Utilizando este método en el
disefio de sistemas adaptativos, se trasladan las especificaciones de
estabilidad directamente en la ley de adaptacion, siguiendo los pasos:

1. El primer paso es encontrar la ecuacion de error, bien en la salida

(¥p — ¥m) O en las variables de estado (x, — x,,).

2. Encontrar una funcion de Lyapunov como una funcion del error entre

las sefiales y del error en los parametros (¢ = 6 — ).
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En su forma mas simple esta funcion toma la forma:
V=elPe+¢T g (2-29)

Donde las matrices P y I'" ! deben ser definidas positivas.

3. Calcular la derivada de la funcion de Lyapunov. La derivada debe ser
definida negativa. Generalmente toma la forma:

V = —eTQe + algunos terminos incluyendo ¢ (2-30)

El primer término garantiza que la derivada es definida

negativa, por lo que, haciendo el resto igual a cero se tiene una posible

solucion. La matriz Q es definida positiva. Las matrices P y Q, para un

sistema gobernado por una matriz A, estan relacionadas por la ecuacién

de Lyapunov:
—Q =ATP + PA (2-31)
4. Haciendo el término extra igual a cero se obtiene la ley de

adaptacion, normalmente tiene la forma:
0 =—-Teé (2-32)
€ Esta directamente relacionado con el error e y & es una version

modificada del vector de sefiales (referencia, salida, etc.) [23].

2.3.2.3.- Meétodo de Hiperestabilidad

Con este método también se consigue una ley de adaptacion
estable. Como en el método de Lyapunov, en primer lugar se formulan
las ecuaciones de error. Estas ecuaciones se dividen en una parte lineal
invariable con el tiempo y otra no lineal y variable con el tiempo. La
primera parte contiene usualmente al modelo de referencia y su salida
es la sefial de error que es utilizada para la ley de adaptacion. La
segunda parte contiene la ley de adaptacion y su salida negada es la
entrada a la parte lineal [23].

La teoria de hiperestabilidad garantiza la estabilidad asintotica
si ambas partes (lineal y no lineal), satisfacen las condiciones de
pasividad (Landau 1979):
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1. La parte lineal (Ilamese G(s)), debe ser estrictamente positiva.
Ello significa que:
(a) G(s) debe ser real si s es real.
(b) los polos de G(s) deben tener parte real negativa, y

(c) la parte real de G (jw) de ser mayor que cero para —oo < w < oo,

2. Laparte no lineal debe cumplir la desigualdad de Popov.

[ v wdt = =y?  ; veso0 (2 -33)

Siendo v el vector de entrada y w el vector de salida de la parte no

lineal, y una constante finita positiva que no depende de t.

2.3.3. Regulador Auto-sintonizable.

Estos reguladores tratan de alcanzar un control 6ptimo sujeto a un tipo
de controlador y a obtener informacion del proceso [23], este regulador esta
compuesto por dos lazos:

Un lazo interno de realimentacién ordinaria y un lazo externo que
actualiza los parametros del proceso o del regulador por medio de identificacion
de sistemas. Pueden ser aplicados a muchos problemas de control gque no son
formulados como un problema de control estocastico [14]. El diagrama de

blogques se muestra en la figura 11.

Parametros del
Proceso
DISENO ESTIMACION <
Parametros del
Regulador
W
uc ———p»| REGULADOR ! PROCESO >
—>

Figura 11: Esquema del STR.
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Si los pardmetros del proceso varian con el tiempo, ya sea por derivas o
desgastes de las constantes fisicas, o bien porque el proceso es no lineal y se
modifica el punto de funcionamiento en el que estamos trabajando, el
controlador calculado para un punto de funcionamiento concreto, no sera el
adecuado para este tipo de situaciones.

Cuando nos enfrentamos con este tipo de problemas, podemos plantear
una estructura de control que ademas del bucle principal de regulacion que
existe en todo sistema de control, incorpore un segundo bucle de control, en el
que a partir de la informacién recogida del proceso y con un determinado
criterio de disefio, se modifiquen los pardmetros del regulador [23].

En este caso, se comienza con un método de disefio para sistemas con
parametros conocidos, sustituyendo posteriormente los parametros conocidos
por sus estimados y recalculando el controlador en cada paso. La aplicacion de
esta idea es lo que se conoce como el principio de equivalencia cierta [23], [35].

El diagrama de bloques de estos controladores se puede ver en la figura
11; en el que se distinguen tres partes claramente diferenciadas:

% Un algoritmo recursivo de estimacion de parametros

% Un mecanismo de adaptacion que desarrolla la tarea de disefio
del regulador y

¢+ Un regulador con parametros ajustables.

Estos reguladores conforman una estructura sub éptima basada en el
principio de separacion de las tareas de control e identificacion [5],[23].

La idea de los reguladores autoajustables puede ser aplicada a muchos
problemas de control que no son formulados como un problema de control
estocéastico. Dada la modularidad y la separacion del control e identificacion,
pueden formarse muchas clases de reguladores autoajustables por combinacion
de diferentes métodos de disefio e identificadores.

En cuanto al modelo de la planta, supondremos en general, que sobre el
sistema actlan perturbaciones estocasticas, por lo que el proceso estara descrito

por su modelo ARMAX [17], de la siguiente forma:

y(k) =2 7 + Sk (2-34)
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Donde los distintos polinomios y variables tienen el siguiente significado:

Az Y =1+az7 ' +az7%2+ -+ a,z ™"
Bz )= bz '+byz72+ - +byz" (2-35)
CzVDN=1+4+cz +cz72++cpz™

Siendo y(k) la secuencia de salida, u(k) la sefial de control del sistema, v(k) una
sefial aleatoria independiente con distribucion gaussiana N (0, ¢), des el retardo
del sistema 'y z 1 es el operador retardo tal que y(k) = z7ty(k + 1).

En cuanto al criterio de disefio, pueden dividirse en dos tipos, segun el
planteamiento del problema sea: estocastico o no estocastico. Cuando el
planteamiento es estocastico, se consideran sistemas cuyas sefiales no se pueden
conocer exactamente y tampoco se pueden predecir.

En el disefio con planteamiento estocastico, normalmente se minimiza
un cierto indice de actuacion, como por ejemplo para el caso de minima
varianza, se trata de minimizar las variaciones con respecto a cero, ya que se

trata de un problema de regulacion.

J=E{y*(k+d+ 1)} (2-36)

O bien puede plantearse un indice méas general de la forma:
J = E{(Py(k +d + 1) + Qu(k) — Rr(k))?} (2-37)

Mediante el planteamiento no estocastico, se considera que las
perturbaciones que inciden sobre un sistema son exactamente conocidas,
pudiéndose describir estos sistemas analiticamente por medio de un sistema
dinamico determinista.

En este caso el indice de actuacion se da en funcion de unas
especificaciones que debe cumplir la salida del sistema, lo que normalmente se
traduce en especificar una funcion de transferencia deseada en bucle cerrado,
como es el caso de asignacion de polos. En la actualidad, se ha demostrado en
NUMerosos casos, que ambos planteamientos conducen a resultados similares
[23].
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2.3.3.1.- Asignacion de Polos y ceros

Astrom y Wittenmark (1980) proponen una estructura de
control con disefio por asignacion de polos como la dada en la figura
12. Esta estructura puede interpretarse como un compensador en
adelanto y un compensador en bucle cerrado.

También puede demostrarse que dicha estructura corresponde a
un controlador lineal por realimentacion del estado y a un observador.
La ley de control puede disefiarse para unos polos deseados del sistema
en bucle cerrado, preservando los ceros inestables del sistema en bucle
abierto [5], [23].

w5y

v(k) —p

+

W) + o 1 Bzd| * y(k)
> ° M [ A O >

G |q

Figura 12: Estructura de control por asignacion de polos y ceros.

El problema que se plantea consiste en hacer que la funcién de
transferencia, desde la salida a la referencia, del sistema (figura 12), sea
de la forma:

y(k) =22z~ %w(k) (2-38)

Donde los polinomios Rm y Pm no tienen factores comunes y el grado
de Pm es mayor o igual a Rm. Esto permitira dar las especificaciones
del problema de seguimiento en términos de la respuesta deseada a una
sefial de referencia. También habra que especificar la dinamica del

observador mediante el polinomio Ao .
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El método de disefio elegido es el de sintesis algebraica
directa. La solucion consiste basicamente en resolver una ecuacion
polinomial con ciertas restricciones en los ordenes de los polinomios
para asegurar que el regulador propuesto sea causal y con realizacion
minima [23].

A partir de la figura 12, la funcion de transferencia en bucle

cerrado que se obtiene es:

sBz~ 4 CM
AM+BGz~4 W(k) T AM+BGZ—dv(k) (2_39)

y(k) =

Factorizando B como B~B*, donde el superindice — corresponde a los

ceros inestables y el + a los ceros estables, tenemos:

Ry, = B Rp1
M = MlB+ (2 - 40)
S =AoRm1

La ecuacion caracteristica del bucle cerrado es de la forma:

AM + BGz™% = AM;B* + B"BTGz % = B*A,P, (2-41)

Luego dicha ecuacién tiene como ceros suyos, los ceros estables
del sistema en bucle abierto, los ceros del observador y los polos del
modelo deseado. La estructura del regulador disefiado puede
interpretarse como seguimiento a un modelo de referencia, para obtener

S/M vy sustituyendo en la expresién del regulador [23].

u(k) = % (Sw(k) — Gy(k)) (2 - 42)

Se tiene que:
u(k) = 2y, (k + d) + - (3 () — () (2-43)
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Que corresponde a la estructura de la figura:

R,z ¢ ¥ (k)

=

w k) R, A X u Bz~ y(k)
= B —»O > 2 >

Figura 13: Interpretacion como modelo de referencia.

En dicha estructura se puede observar que el regulador esta
compuesto de dos partes, un controlador en adelanto (feedforward) y un
controlador en bucle cerrado.

Si la sefiale es igual a cero, la accion del bloque G/M desaparece
y la relacion que liga la entrada con la salida es justamente el modelo
de referencia (2-38). Por otro lado es de notar que el bloque A/B no es
realizable perosloes R,,A/P,B [23].

2.3.3.2.- Prediccion Optima

El problema de control estocéstico esta intimamente ligado con
el de prediccion. Por ello vamos a desarrollar el predictor 6ptimo
(Astrom 1970, Wittenmark 1974), de d pasos de la salida de un sistema,
el cual sera necesario posteriormente [23].

Dado el proceso estocastico en tiempo discreto:
Az DYyk+d) =B Yulk)+Cz YHvk+d) (2-44)

Doénde:
Az D =1+az7 +az7 2+ +az™"
B(zY)= bz '+byz72+ -+ bz (2-45)
CzVD=1+4+cz +cz72+ - +cpz™
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Consideramos el problema de encontrar la prediccion de la
salida en el instante k + d con la informacion disponible en el instante
k, tal que la esperanza matematica de y(k + d) - y(k + d/k) al cuadrado
sea minima, siendo y(Kk) la secuencia de salida, u(k) la sefial de control
del sistema y v(k) una sefial aleatoria independiente con distribucién
gaussiana N (0, o) [23].

Predictor Optimo [23]
La ecuacion del sistema 2 — 44 puede escribirse como:

B(z C(Z

yk+d)= (k) 1= (k +d) (2 - 46)

Tomando la esperanza matematica del error de pred|CC|on.

E(y(k +d) — 9k + d/k))* =

-1

Gk BFk y(k dkz—
() + —u) = 9+ d/k) | =

E(Fv(k+d) +Z

-1

G BF i
(k) + (k) = 9k + d/k)) +

= E(Fv(k+ )’ +E (Z

2E <Fv(k +d) < —u(k) y(k + d/k))) (2-47)

El ultimo termino es cero puesto que v(k +d) es independiente,
y sobre el primer término no podemos influir, luego la mejor prediccion
de la salida se obtiene igualando a cero el segundo término, con lo que

resulta que:

z716(z~

gl +d/k) =2y + LDy 2-49)

O bien

zB(z )F(z

plk+d/i) =Sy + ZELED gy (2-49)

siendo el error de predlccmn :

yk+d+1)-yk+d+1/k)=F(z YHYv(k+d+1) (2 -50)
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2.3.3.3.- Regulacion de minima Varianza.

Este regulador Optimo pretende reducir el efecto de las
perturbaciones sobre la salida. Para ello la estrategia de control consiste
en calcular la sefial de control u(k), como una funcién de los valores
disponibles en ese instante, o sea, u(k — 1), u(k — 2), ..., y(k), y(k —

1), ..., de tal forma que se minimice el criterio:

1=E(y2(c* ) 2-5)

Se supone que sobre el sistema actuan perturbaciones
estocasticas, por lo que el proceso estara descrito por su modelo
ARMA [17], [23], de la siguiente forma:

Az Dyk+d) =Bz HYulk) + C(zHv(k + d) (2 -52)

Donde los distintos polinomios y variables tienen el significado dado

en el apartado anterior.

El minimo valor se obtendra cuando:

z716(z71
u(k) = = 2Ly o (2-53)
o0 bien
G(z™1
u(k) = - =22 )y (k) (2-54)

A la vista de las expresiones obtenidas y comparandolas con la
deduccion del predictor optimo en el apartado anterior, se puede
interpretar el problema del regulador de minima varianza como la
determinacion del predictor y busca la sefial de control tal que la

prediccion coincida con la salida, en este caso y(k + d/k) = 0.
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2.3.3.4.- Control Predictivo Generalizado

El Control predictivo generalizado (GPC) fue propuesto por
Clarke et al. (Clarke 1987a) [14],[23], y se ha convertido en uno de los
métodos mas populares en el ambito del Control Predictivo tanto en el
mundo industrial como en el académico. Se ha empleado con éxito en
numerosas aplicaciones industriales (Clarke 1988), mostrando buenas
prestaciones, a la vez que un cierto grado de robustez respecto a
sobreparametrizacion o retardos mal conocidos. Puede resolver muchos
problemas de control diferentes para un amplio campo de procesos con
un numero razonable de variables de disefio que son especificadas por
el operario dependiendo del conocimiento previo del proceso y de los
objetivos de control.

Pero a pesar de este éxito en la préactica, este método adolece de
la ausencia de un analisis tedrico completo que estudie la influencia de
los parametros de disefio (horizontes, secuencias de ponderacién) sobre
la estabilidad del bucle cerrado asi como de resultados de robustez.

La idea basica del GPC es calcular una secuencia de futuras
acciones de control de tal forma que minimice una funcioén de coste
multipaso. El indice a minimizar es la esperanza matematica de una
funcién cuadratica que mide por un lado la distancia entre la salida
predicha del sistema y una cierta trayectoria de referencia hasta el
horizonte de prediccion, y por otro el esfuerzo de control necesario para
obtener dicha salida. Esta idea ha sido usada para la obtencion de un
controlador por asignacion de polos generalizado que pertenece a la
clase de los controladores de horizonte extendido y es una extension de
los bien conocidos controladores por asignacion de polos.

El GPC tiene muchas ideas en comun con otros controladores
predictivos, ya que esta basado en las mismas ideas pero posee a su vez
algunas diferencias. Es capaz de proporcionar una solucion explicita
(en ausencia de restricciones), puede trabajar con procesos inestables o
de fase no minima e incorpora el concepto de horizonte de control asi

como la consideracién en la funcién de coste de ponderacion de los
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incrementos en las acciones de control. Las diversas posibilidades
disponibles para el GPC conducen a una gran variedad de objetivos de
control comparado con otras realizaciones, algunas de las cuales
pueden ser consideradas como subconjuntos o casos limites del GPC
[23].

2.4. IDENTIFICACION DE SISTEMAS

Cuando nosotros interactuamos con un sistema necesitamos algunos
conceptos de como las variables se relacionan unas a otras, llamaremos a las
relaciones entre las sefiales observadas un modelo del sistema [17]’. Los
modelos matematicos pueden ser caracterizados con varios adjetivos (de tiempo
continuo o discreto, lineal o no lineal, deterministico o estocastico, total o
distribuido, etc.) [5] 8 significando el tipo de ecuacion diferencial o en
diferencias usado, el uso de los modelos matematicos es inherente en todos los
campos de la ingenieria y la fisica.

El modelo usado en una simulacién por computador es un programa,
para sistemas complejos donde un modelo es construido por muchos
programas, tablas y subrutinas interconectadas se llama mas apropiadamente

un modelo software.

2.4.1. Modelo ARX [17]
La relacibn méas basica entre la entrada y la salida es la ecuacion
diferencial lineal:
y(k) +ayy(k —1) + -+ apy(k —n) =
byu(k —1) + -+ b u(k —m) (2 -55)

Una forma pragmatica de ver la ecuacion (2-55) es como una forma de

determinar el siguiente valor de la salida a partir de las observaciones previas.
y(k) = —ayy(k = 1) = —apy(k —n)

7 System Identification — Theory for the User. Lennart Ljung .
8 Apuntes de Ingenieria de Control — Identificacion de Sistemas ,Control Adaptativo ,Control Predictivo
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+ byu(k — 1) + =+ bu(k — m) (2 -56)

Para una notacion mas compacta, definimos los vectores:
0 =[a;a, ... ayby ... by]” (2-57)
k) =[-y(k—1) ..—y(k—n)ulk—1) ..u(k —m)]" (2-58)
Asi podemaos escribir:
y(k) = @' (k)6 (2 -59)
Para realzar el célculo de y(k) a partir de los datos pasados , depende de
los parametros en 6 , nosotros llamaremos este céalculo como y(k|6) y
escribiremos como :
y(k|6) = @" (k)8 (2-160)

2.4.2. Procedimiento de identificacion de sistemas
La construccion de un modelo de datos [5], [17] consta de tres pasos:
1. Un conjunto de datos.
2. Un conjunto de modelos candidatos.
3. Una regla por la cual los modelos candidatos pueden ser evaluados
utilizando los datos.

1. El registro de datos .-Los datos de entrada — salida son
algunas veces registradas durante un especifico experimento de
identificacion, — donde el usuario puede determinar
especificamente cual sefial medir y cuando medir ,asi como
también puede elegir la sefal de entrada, el objetivo del
experimento de disefio es hacer que los datos elegidos
contengan la mayor informacion posible del sistema.

2. El conjunto de modelos o estructura del modelo.- Un
conjunto de modelos candidatos son obtenidos por especificar
dentro de cual coleccion de modelos nosotros vamos a buscar
uno adecuado. Esto es sin duda lo mas importante y al mismo
tiempo la eleccién mas dificil del proceso de identificacion de
sistemas. Algunas veces el conjunto de modelos son obtenidos

después de un cuidadoso modelado. En este caso un modelo con

35

Repositorio institucional UNA - PUNO



Nacional del
Altiplano

TESIS UNA-PUNO Hilée  Universidad

algunos parametros fisicos desconocidos es construido a partir
de leyes de fisica basica y otras relaciones establecidas. En otros
casos, los modelos lineales estandar se pueden emplear, sin
referencia al fondo fisico. Tal conjunto de modelos cuyos
pardmetros son basicamente vistos como vehiculos para ajustar
el ajuste a los datos y no reflejan las consideraciones fisicas en
el sistema, se llaman modelos de caja negra. El conjuntos de
modelos con pardmetros ajustables con interpretacion fisica
pueden en consecuencia ser llamados de caja gris. Generalmente
hablando una estructura del modelo es una aplicacion con
parametros de entrada y salida pasadas Z¢~?! [17].

3. Determinando los mejores modelos en el conjunto guiado
por los datos. este es el método de identificacion. La
evaluacion de la calidad del modelo se basa generalmente en la
forma en que los modelos realizan cuando intentan reproducir

los datos de medicion.

2.4.3. Validacion del Modelo

Después de haber realizado las tres elecciones anteriores, tenemos por lo
menos implicitamente un modelo en particular: el que esta en el conjunto que
mejor describe los datos de acuerdo con el criterio elegido, queda entonces a la
prueba de si este modelo es lo suficientemente bueno, es decir si es valido para
su fin. Estas pruebas se conocen como la validacion del modelo, involucran a
varios procedimientos para evaluar como el modelo se refiere a los datos
observados para el conocimiento previo, y para el uso previsto. Un
comportamiento deficiente del modelo en estos aspectos hace que rechacemos
el modelo, mientras que un buen rendimiento desarrollara una cierta confianza
en él. Un modelo no puede ser aceptado como una descripcion definitiva y
verdadera del sistema, mas bien, se puede en el mejor de los casos ser
considerado como una buena descripcion suficiente de ciertos aspectos que son

de especial interés para nosotros [5], [6],[17].
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2.4.4. El bucle de identificacion de sistemas
El procedimiento de identificacion de sistemas tiene un flujo l6gico
natural: primero recopilar datos, a continuacién, elegir un modelo, a
continuacion, elegir el mejor modelo de esta serie. Es bastante probable que el
primer modelo obtenido no pasaré la prueba de validacion del modelo .Nosotros
debemos volver atras y realizar las distintas etapas del procedimiento [5], [17].
El modelo puede ser deficiente por varias razones:
o El procedimiento numérico no puede encontrar el mejor modelo
de acuerdo a nuestro criterio.
o El criterio no fue bien elegido.
o El conjunto de modelos no fue apropiado, ya que no contiene
una descripcion lo suficientemente buena para el sistema.
o El conjunto de datos no era lo suficientemente informativo para
orientar en la seleccion de buenos modelos.
La mayor parte de una aplicacién de identificacion, de hecho, consiste en hacer
frente a estos problemas, en particular, la tercera, de una manera iterativa

guiado por la informacién previa y los resultados de los intentos anteriores [17].

COMOCIMIENTD
FREVIO

L

DISENO -
EXPERIMENTAL

DATOS

ELEGIR CORMJUMNTD
DE MODELOE

ELEGIR CRITERIC:
DE AJUESTE

v

CALCULO DEL MODELD |

v

VALIDAR
MODELD

v

Figura 14:El bucle de identificacion de sistemas.
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2.4.5. Métodos recursivos de estimacion de parametros

En muchos casos es necesario tener un modelo del sistema disponible
on-line mientras que el sistema esta en funcionamiento. EI modelo se debe
basar en observaciones del momento actual. La necesidad de construir un
modelo on-line tipicamente surge ya que se requiere un modelo con el fin de

tomar alguna decision sobre el sistema [1], [5], [6]1[14] ,[17],. Esto podria ser:

o Qué entrada debe aplicarse en el siguiente instante de muestreo.
o Como deben ajustarse los parametros de un filtro adaptable?

o Cual es la mejor prediccidn de las siguientes salidas?

o Ha ocurrido alguna falla? de que tipo ?

Los métodos para hacer frente a estos problemas mediante un modelo
ajustado en linea de algun tipo se llaman adaptativos, estos se aplican en el
control adaptativo, filtrado adaptativo, procesamiento de sefial adaptativo,

prediccion adaptativa [17].

> SISTEMA

< DECISION |gq—— |

Y Y

> MODELO <

Figura 15:El método adaptativo.

El célculo on-line del modelo tiene que ser hecho de tal forma que el
que el procesamiento de la medicion de una muestra con certeza pueda ser
completado durante un intervalo de muestreo, de lo contrario la construccion
del modelo no podra mantener la correspondencia con el flujo de informacién.

Las técnicas de identificacion que cumplen con este requisito se Ilaman
métodos de identificacion recursiva, ya que los datos de entrada y salida de
medicion se procesan de forma recursiva (secuencialmente) a medida que estén
disponibles [1], [17].
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Otros términos cominmente usados para estas técnicas son la
identificacion on-line o en tiempo real, la estimacion de parametros
adaptativos, o estimacidn de parametros secuencial. Ademas de la utilizacion
de métodos recursivos en los sistemas adaptativos, estos son importantes por las
dos razones siguientes:

1.-Tipicamente como nosotros veremos estos tomaran su propia
estimacion de la varianza de pardmetros [5], [17] .Esto significa que los datos
pueden ser completados desde el sistema y procesados hasta que se haya
alcanzado un suficiente grado de exactitud del modelo.

2.-Los algoritmos de estimacion on-line también servirdn para la

estimacion de parametros off-line.

2.4.6. Elalgoritmo de los minimos cuadrados recursivos.
Para calcular el criterio que minimiza la estimacién de los minimos

cuadrados ponderados [17], hacemos:

0 = argomin Xi_, B(t, ) [y(k) — " (k)6]? (2-61)
Si hacemos que
6. = R (Of(® (2 -62a)
R=Xk-18t K)o k) o (k) (2-62b)
f) = Zk=1 Bt K)pU) y(k) (2 -62c)

Para calcular Ec. 2-62, debemos formar la matriz y el vector en el
tiempo t a partir de Z¢ y resolver Ec. 2-62a .Si hemos calculado previamente
0,_, esto no serd una ayuda inmediata, sin embargo esta claro que 6, y 8;_,

estan muy relacionados.

2.4.6.1. Algoritmo Recursivo [17]

Supongamos que la secuencia de pesos tiene la siguiente

propiedad:
B(t k) =A()B(t — 1,k) 0<k<t-1
Bt t) =1; (2 -63)
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Esto significa que:

Bt k) = [Tis12() (2-64)
Esto implica que:
R(®) = A(OR(t — 1) + ()" (t) (2 -65a)
fO=20fC -1 +e®y®) (2 -65b)
Entonces:
0, = RTIOf () = RTOOf (- D + o)y (0]
b= 0,1+ R (D@ [y () — ¢" (k)6;_1] (2 -66)
Y luego tenemos:
b= 0,1 + R (D)e®[y () — ¢" (k)6;_1] (2-67a)
R@®) = AR — 1) + o)™ (©) (2 -67b)

El cual es el algoritmo recursivo.

2.4.6.2. Usando una Matriz de inversion eficiente

Para evitar invertir R(t) en cada paso, es conveniente introducir:

P(t) = R1(t) (2 -68)

Y aplicar el lema de inversion de matrices [1], [17]:

[A+BCD]™* = A" = A"'B[DA™'B + C~']"'DA™!  (2-69)

A la Ec. 2-66, haciendo que A = A(t)R(t — 1) ;B = DT = ¢(t) y C=1,

nos da:
_ 1 W b | P(t-1)p)eT (t)P(t—1) )
P =35 [P (t =1 = ST ore-e0 (2-70)
. 1 1 P(t— Dop()e" (P — V(D)
1 - _ _
R0 =705 P = Do) = 70590 + o™ (0Pt = Do)
P(t-1)p(t)
= 2-71
A®)+eT(®)P(t-1)p(t) ( )
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Resumiendo tenemos:

o) =08(t— 1)+ L(Oy®) — 9" (OOt — 1)] (2-72a)

_ P(t-1)ep(t)
L®) = A +eT(®)P(E-1)ep(t)

(2 -72b)

Y 1y PE-De®me"(®)P(t-1)
P (t)_z(t) [P {ti5 1) A)+oT (t)P(t-1)p(t) (2-720)

2.4.6.3. Caso Multivariable

Consideremos el caso para sistemas multivariables [17]:

8, = argomin= Y1 Bt k) [y (k) = 9 ()] A, [y (k) — @7 (kD8] (2-73)
Analogamente al caso de una sola variable, tenemos:

A(t) = 8(t = 1) + L(O[y(®) = 9" (©)8(t = 1)] (2-74)

L(t) = Pt — De@OAOA + 9" P — D] (2-75)

—1)—P(t—- T - 7] i
p(t) = PezD-FC 1)<p(t)[7t(t)At+<§(t()t)P(t De®)] ¢ (OP(t-1) 2 -76)

2.5. Mecanica analitica de Euler-LaGrange-Hamilton
La dinamica analitica [10]°, [26]*° comprende una serie de métodos
cuya caracteristica principal es el tratamiento puramente abstracto, analitico, de
los sistemas mecanicos. De esta forma, se separan al maximo las
consideraciones fisicas y geomeétricas necesarias para definir el movimiento, de

las puramente matematicas para plantear y solucionar las ecuaciones. Las

® Comportamiento dindmico de un péndulo triple plano. lvan Jesis Rivas Campero, José Manuel Salcedo
Solorio .
10 Introduccién a la mecénica de Lagrange Hamilton. Terencio Soldovieri C.
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primeras son necesarias para formular las coordenadas, enlaces y magnitudes
cinéticas de un sistema dado; una vez realizada definicion de un sistema
mediante la adecuada seleccion de las magnitudes anteriores, los métodos de la
mecanica analitica permiten obtener las ecuaciones de la dinamica (o las

condiciones de la estatica en su caso) de forma casi automatica [26].

2.5.1. Sistemas con ligaduras
Los sistemas de particulas estan, en general, sujetos a tres tipos de
condiciones que determinan su movimiento en el espacio y en el tiempo [26].
Hasta ahora hemos considerado solamente dos tipos de estas condiciones:
e Las condiciones dinamicas expresadas mediante las fuerzas que
acttian sobre el sistema mediante las ecuaciones del movimiento.
e Las condiciones iniciales expresadas habitualmente por los valores
iniciales de la posicion y la velocidad y/o por los valores de ciertas
cantidades dindmicas conservadas.
e Las leyes de Newton estan perfectamente disefiadas para investigar
el comportamiento de sistemas sujetos a los dos tipos de condiciones
anteriores. La situacion es completamente distinta cuando el sistema
esta sujeto a ligaduras.
e Las condiciones geométricas o ligaduras aparecen cuando las
coordenadas estan sujetas a restricciones independientes de las fuerzas
actuantes (por ejemplo particulas obligadas a moverse sobre una curva).
Aparecen asi fuerzas llamadas fuerzas de ligadura.
Si tales fuerzas fueran conocidas, bastaria sumarlas a las fuerzas del
sistema para determinar su comportamiento. Sin embargo lo maés
frecuente es que conozcamos las ligaduras pero no las fuerzas
resultantes. El procedimiento de LaGrange se adapta perfectamente a
estos casos. Supongamos que el sistema tiene n grados de libertad y que
lo hemos descrito por m coordenadas generalizadas. Existiran por tanto
k =m - n ligaduras. Las ligaduras son susceptibles de clasificarse desde

distinto puntos de vista, aqui adoptaremos los siguientes:
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2.5.1.1.- Ligaduras holonomas
Son las que pueden expresarse como una relacion entre las

coordenadas.
fi(gpt)=0 i=1.k j=1.m (2-77)

En tal caso, estas k ecuaciones permiten eliminar k coordenadas [26].

2.5.1.2.- Ligaduras no holénomas
Son aquellas en que las ligaduras s6lo pueden expresarse en

términos de las velocidades, es decir:

;-"zlaijc'[j=ai i=1..k (2-78)

Para trabajar con este tipo de ligaduras empleamos los multiplicadores

de LaGrange definidos como k coeficientes A;tales que:

Zi-;l )ll-aij =0 (2 - 79)

y por tanto :
=1 4i L1 05504, = ¥y i A;a;6q, =0 (2-80)

Teniendo en cuenta que el principio de Hamilton es:

_ 2N (0L .d dL
- e~ GrapNoagde =0 (2-81)

Podemos introducir (2 -79) en (2 -81 ) como:

t moaL d dL
= [ [aq] (EE) Z ~14;a;]6q;dt =0 (2-82)

Tenemos pues las m ecuaciones:

oL d dL
6qj dt dq]

) —Zi-;l/liaij =0 ] =1..m (2-83)
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Que junto con las k ligaduras (2 -78) determinan las m coordenadas q;y

los k multiplicadores A; [26].

Conocidos los multiplicadores se pueden determinar las fuerzas de

ligadura como:

(F); =X, hiay; (2-84)

2.5.2. Coordenadas generalizadas

Un planteamiento basico de la mecanica analitica es la descripcion de
los sistemas mediante «coordenadas generalizadas». Se denominan coordenadas
generalizadas a un conjunto cualquiera de parametros {q;, i = 1,2, ...,n }, que
sirven para determinar de manera univoca la configuracion del sistema [26].

Estos parametros en principio pueden ser cualesquiera, sin necesitar ser
homogéneos en cuanto a dimensiones. Por ejemplo, se pueden mezclar
longitudes, angulos, etc. Una idea clave, subyacente en la eleccion de
coordenadas generalizadas, es que éstas pueden englobar en su propia eleccion
los enlaces del sistema (todos o al menos una parte de ellos). De esta forma se
consigue una doble ventaja: por una parte, el nimero de parametros es menor
que el correspondiente directamente a las coordenadas de todas las particulas.
Por otra parte, el nimero de ecuaciones de enlace se ve igualmente reducido.

Un conjunto de coordenadas {q;} se denomina «libre» cuando se
pueden variar de forma independiente entre si; es decir, si las variaciones de las
mismas, {6q;} se pueden escoger de forma arbitraria. Caso de que no sea asi,
sera porque existe alguna ligadura que relacione dichas coordenadas, bien de
tipo holénomo o no holénomo.

Cuando las coordenadas generalizadas no sean libres, se deberd a que
subsisten condiciones de enlace formuladas de manera explicita. Estas se
traduciran en relaciones entre las g; (y también sus derivadas ¢; para enlaces
no holénomos). Debido a estas ligaduras el nimero de grados de libertad es en
realidad menor que n. Por el contrario, si las coordenadas son libres, su numero

es precisamente el numero de grados de libertad del sistema [26].
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Por ejemplo, en el sistema plano rigido de la figura 16, al tener una
articulacion, basta con una Unica coordenada angular (n =1; q;, =6) .

En esta eleccion ya quedan englobados implicitamente los enlaces, tanto
los internos (ligaduras de solido rigido) como los externos (articulacion). El
sistema tiene un grado de libertad.

Supongamos ahora el caso general de un sistema con un numero finito
de particulas (N), sujeto a m ligaduras holénomas y k no holénomas. Sera
posible su descripcion mediante un conjunto mas reducido de n = 3N - m

parametros o coordenadas generalizadas.

Figura 16: EI movimiento del sélido articulado de la figura queda descrito por una dnica
coordenada generalizada, el &ngulo 6. De esta forma se engloban todos los enlaces, tanto

internos (ligaduras de sélido rigido) como externos (rétula cilindrica en O).

Esquematicamente:

{mi.r'réj i= 1.1 ey N}

+

m enlaces holdnomos
+

k enlaces anholonomos

g

{{me:i =1 .., N}{Q‘}-J =1,..,n}

+
k enlaces anholonomos
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Esta reduccion en el niumero de coordenadas se efectla gracias a la
eliminacién de los m enlaces holénomos, que quedaran implicitos en la eleccion
de las coordenadas generalizadas. Por el contrario, los k enlaces anholénomos
no es posible eliminarlos, debiendo quedar planteados de forma expresa [26].

Un caso extremo de reduccion en el nimero de coordenadas es el del
solido rigido. Considerado como un medio continuo, es infinitamente
subdivisible, teniendo por tanto un ndmero infinito de particulas y por tanto de
coordenadas. Sin embargo, recordemos que los enlaces internos del sélido
(distancia constante entre dos particulas cualesquiera) permiten reducir el
numero de coordenadas generalizadas del sélido a 6.

En general, existiran unas relaciones entre los vectores de posicion de

cada particula y las coordenadas generalizadas del tipo:
ri=ri(qj,t) (i=1,..,N;j=1,..,n) (2-85)

A los vectores de posicion de cada particula los denominaremos, por
extension, «coordenadas vectoriales». Esta claro que éstas son equivalentes a
definir las 3N coordenadas cartesianas correspondientes. Por otra parte, éstas
solo seran libres para un sistema sin ligadura ninguna; en cualquier otro caso,
no formaran un conjunto libre.

Podra existir dependencia del tiempo en la definicion de las coordenadas
generalizadas (2 — 85) cuando se hayan tomado sistemas de coordenadas
moviles, o bien cuando haya enlaces moviles.

A partir de las relaciones (2 — 85), las velocidades se obtienen

derivando:

=i _ g 0riddj  Ori
Vi= a0 T 4i=15q,7ar T ot (2-86)
: : .. dqg;j .
Llamadas «velocidades generalizadas» a los termlnosE = (; [26].
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2.5.3. El principio de D’Alembert en coordenadas generalizadas
El principio de d'Alembert [35]'%, enunciado por Jean d'Alembert en
su obra maestra Tratado de dindmica de 1743, establece que la suma de las
fuerzas externas que actian sobre un cuerpo y las denominadas fuerzas de
inercia forman un sistema de fuerzas en equilibrio. A este equilibrio se le
denomina equilibrio dindmico, expresado por:
(P, — F).6r; =0 (2-87)

YN (fi —mi#). 61, =0,V {8r;}  compatibles. (2-88)

Donde la suma se extiende sobre todas las particulas del sistema, siendo:

pi, : Momentum de la particula i-ésima.
F;, : Fuerza externa sobre la particula i-ésima.

6r;,: Cualquier campo vectorial de desplazamientos.

El principio de d'Alembert es realmente una generalizacion de la
segunda ley de Newton en una forma aplicable a sistemas con ligaduras, ya que
incorpora el hecho de que las fuerzas de ligadura no realizan trabajo en un
movimiento compatible. Por otra parte el principio equivale a las ecuaciones de
Euler-LaGrange. LaGrange usé este principio bajo el nombre de principio de
velocidades generalizadas, para encontrar sus ecuaciones, en la memoria sobre
las libraciones de la Luna de 1764, abandonando desde entonces el principio de
accion y basando todo su trabajo en el principio de D'Alembert durante el resto
de su vida y de manera especial en su Mécanique Analytique. Tal cambio de
actitud pudo estar influido por dos razones:

e En primer lugar, el principio de accion estacionaria esta ligado a la
existencia de una funcion potencial, cuya existencia no requiere en el principio
de d'Alembert.

e En segundo lugar, el principio de accion se presta a interpretaciones

filosoficas y teleoldgicas que no le gustaban a Lagrange.

1 http://es.wikipedia.org/wiki/Principio_de_d'Alembert
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Finalmente debe sefialarse que el principio de d'Alembert es
peculiarmente Gtil en la mecénica de sélidos donde puede usarse para plantear
las ecuaciones de movimiento y calculo de reacciones usando un campo de
desplazamientos virtuales que sea diferenciable. En ese caso el calculo
mediante el principio de D'Alembert, que también se llama en ese
contexto principio de los trabajos virtuales es ventajoso sobre el enfoque méas

simple de la mecanica newtoniana.

El principio de D’Alembert queda expresado en coordenadas

generalizadas como:

=1 [% ((%T]_) - ;T,T]_ - Qj] 5q;=0,v {8q]-} compatibles (2 -89)
Esta expresion, al tratarse del principio de D’alembert, puede ser
considerada por tanto como ecuacion fundamental de la dinamica [26].
Conviene notar que en (2-89) no se emplean fuerzas fisicas en ningun
termino. Tan sélo entran los coeficientes Q;, fuerzas generalizadas, calculadas
directamente, o como coeficientes del trabajo virtual W. Al igual que en el
principio de D’ Alembert, en la definicion de Q; tampoco intervienen las fuerzas

de reaccion de los enlaces lisos, que no realizan trabajo virtual [26], [35].

2.5.4. Forma basica de las ecuaciones de LaGrange

La expresion (2-89) es completamente general por lo que se puede
aplicar a cualquier sistema, tanto con enlaces holénomos como no holénomos.
En el caso en que todos los enlaces sean holonomos, sera posible siempre

establecer un conjunto de coordenadas libres {q]-}, en el que las variaciones

{qu} se puedan escoger de manera arbitraria, manteniendo la compatibilidad
con los enlaces. En este caso, (2-89) equivale a enunciar que cada uno de los

coeficientes de las {8g;}ha de anularse:

d<a_T>_a_T=Qj ,(G=1,..,n). (2-90)

a 6qj aq]'

Estas expresiones son las llamadas ecuaciones de LaGrange, en su forma bésica
[26].
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3.1. TIPO Y DISENO DE INVESTIGACION

El presente proyecto tiene un enfoque de investigacion cuantitativo, ya
que presenta un proceso secuencial y probatorio siguiendo un orden riguroso en
los pasos para resolver el problema de investigacion, realizando la recoleccién
de datos, mediciones numéricas y andlisis estadisticos con el fin de probar las

hipdtesis y teorias que explican el comportamiento del proceso estudiado. [31]

3.1.1. Tipo de Investigacion.

Esta investigacion, es del tipo Experimental-Aplicada, la investigacion
experimental se caracteriza por ser el mas complejo y eficaz de los métodos
empiricos, por lo que a veces se utiliza errdneamente como sindnimo de método
empirico. Algunos lo consideran una rama tan elaborada que ha cobrado fuerza
como otro método cientifico independiente con su propia l6gica, denominada
I6gica experimental. Se emplea cuando la ciencia requiere de la
experimentacion para comprobar sus hipétesis y el investigador interviene,
manipula las variables independientes y prepara las condiciones para abordar el
problema.

Una investigacion experimental tiene dos requisitos, el primero es la
manipulacion intencional de una o mas variables independientes, y el segundo
consiste en medir el efecto que la variable o variables independientes tienen en
la variable dependiente. Esto es igualmente importante y como en la variable
dependiente se observa el efecto, la medicion debe de ser valida y confiable.

Una investigacion experimental comprende los siguientes pasos
principales a seguir durante su proceso de ejecucion:

e Delimitary definir el objeto de la investigacion o problema.
e Plantear una hipétesis de trabajo.

e Elaborar el disefio experimental.

o Realizar el experimento.

e Analizar los resultados.

e Obtener conclusiones.

e Elaborar un informe por escrito.
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Ademas, una investigacion experimental se lleva a cabo para analizar si
una o mas variables independientes afectan a una 0 méas variables dependientes,
y por qué; considerando que una variable dependiente se mide, no se manipula.
También en una investigacion experimental pura, se permite la consulta de
experimentos anteriores similares a lo que se estd desarrollando, para poder
verificar y validar el analisis que se va a efectuar, asi como el de realizar un
control interno de la situacion experimental, con la finalidad de conocer la
relacién causal entre las variables propias al proyecto de investigacion.

Es del tipo Aplicada, es la utilizacion de los conocimientos en la
practica, para aplicarlos, en la mayoria de los casos, en provecho de la sociedad,
también conocida como practica 0 empirica, busca la aplicacion o utilizacién
de los conocimientos que se adquieren, depende de los avances y resultados de
la investigacion basica, lo que le interesa a investigador son las consecuencias
practicas, esta investigacion tiene aplicaciones en el campo de la robdtica,

estabilizacion de misiles ,estudio de vibraciones sismicas, etc.

3.1.2. Nivel de Investigacion.

El nivel de la investigacion es del tipo Analitica y Descriptiva, porque se
fundamenta en base a las teorias y formulaciones estudiadas y establecidas
anteriormente por otros investigadores.

La investigacion descriptiva se refiere a la etapa preparatoria del trabajo
cientifico que permita ordenar el resultado de las observaciones de las
conductas, las caracteristicas, los factores, los procedimientos y otras variables
de fendmenos y hechos. Este tipo de investigacion no tiene hipotesis exacta. Ya
que se fundamenta en una serie de analisis y prueba para llevar a cabo la
valoracién de la fisica. La investigacion descriptiva busca especificar
propiedades, caracteristicas y rasgos importantes de cualquier fendmeno que se
analice (Hernandez, Fernandez y Baptista [22], 2003, pp. 119).

La investigacion analitica es un procedimiento que es mas complejo con
respecto a la investigacion descriptiva, que consiste fundamentalmente en
establecer la comparacion de variables entre grupos de estudio y de control sin

aplicar o manipular las variables, estudiando éstas segun se dan naturalmente en
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los grupos. Sin embargo, se refiere a la proposicion de hipdtesis que el
investigador trata de probar o negar.

3.1.3. Disefio de Investigacion.

Es una investigacion experimental, en el que se manipulan
deliberadamente una o més variables independiente (supuestas causa), para
analizar las consecuencias de esa manipulacion sobre una o mas variables
dependientes (supuestos efectos), dentro de una situacion de control para el
investigador. Es un procedimiento metodoldgico en el cual un grupo de
individuos o conglomerado, son divididos en forma aleatoria en grupos de
estudio, control y son analizados con respecto a un factor o medida que el

investigador introduce para estudiar y evaluar.

3.1.4. Tema de Investigacion.

El presente proyecto titulado : "DISENO E IMPLEMENTACION DE
UN CONTROLADOR ADAPTATIVO AUTOSINTONIZADO PARA EL
CONTROL DE UN PENDULO TRIPLE"; corresponde al area de Ingenieria
Electronica en las especialidades de Instrumentacion y control; en el que se
aborda distintos conocimientos referentes a la teoria de control avanzado,

identificacion de sistemas, dinamica analitica y programacion.

3.2. TECNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE DATOS

Para la recoleccion de datos se utilizo las siguientes técnicas e

instrumentos:

Cuadro 1. Técnicas e Instrumentos De Recoleccion De Datos
TECNICAS INSTRUMENTOS

e Registro bibliogréafico e Tesis y fuentes secundarias de
L ts g informacion.
e Analisis bibliografico ormacto
e Hojas de datos de los
componentes.
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3.3. FASES DE LA INVESTIGACION

La metodologia utilizada para el desarrollo de la tesis se divide en las
siguientes fases:

e Fase 1. Revision bibliografica y estudio de proyectos antecedentes; Se
realiza el estudio y analisis de la teoria de control clésico y avanzado,
estudio de identificacion de sistemas, mecénica analitica de Euler —
Lagrange — Hamilton, se estudia y analiza la dinamica del péndulo
simple, doble y triple y los algoritmos de autolevantamiento.

e Fase 2. Modelamiento matematico del péndulo triple; Se realiza el
modelamiento matematico usando la mecanica analitica de Euler —
Lagrange — Hamilton del péndulo triple tanto en su forma estable como
en su condicion de autolevantamiento, ademas se integra este modelado
con el modelo matematico del sistema motor — polea.

e  Fase 3. Disefio y simulacién del controlador adaptativo autosintonizado;
Se disefia el controlador adaptativo y se simula en los programas de
Matlab 7.10 ® y LabVIEW 2012 ®. En esta fase se comprueba el uso
del control adaptativo en distintos sistemas dinamicos como péndulo
simple, doble y triple para una mayor comprensién de la teoria de control
avanzado.

e Fase 4. Disefio del software y hardware necesario e implementacion del
sistema del péndulo triple; En esta fase a partir de los resultados del
disefio y las simulaciones realizadas, se procede a implementar el
hardware necesario tanto la parte fisica como la circuiteria electronica
necesaria para lectura de datos de los sensores de posicion y envio de la
sefial de control hacia el motor haciendo uso de los distintos programas
de disefio electronico, también se disefia el software en LabVIEW 2012
Professional Development System que realizara los algoritmos
necesarios para el control de la estabilidad del péndulo triple invertido.

e Fase 5. Experimentacion del sistema desarrollado; Se realiza las
pruebas de funcionamiento del sistema de control desarrollado, para esto

usamos la técnica de prueba — error, que nos ayudara a corregir los
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posibles errores que provoquen un mal funcionamiento del sistema ; de
ser necesario se corregira o redisefiara el controlador, software vy
hardware hasta alcanzar la respuesta deseada.

e Fase 6. Corroboracion de la verdad o falsedad de las hipotesis
Una vez obtenido el correcto funcionamiento del sistema se validara o
negara las hipotesis planteadas en el perfil de tesis.

e Fase 7. Conclusion de datos de la investigacion.
Finalmente se realiza la conclusion de datos y recomendacion para

futuros trabajos.

3.4. CONDICIONES DE PRUEBA Y EVALUACION DEL SISTEMA

El desarrollo y evaluacion del presente proyecto de investigacion se
Ilevd a cabo bajo las siguientes condiciones de hardware y software:

e Computador Core i3 a 2.20Ghz con 4GB de RAM.

e Lassimulaciones se realizaron utilizando el programa de Matlab 7.10 ®,
la programacion de los Microcontroladores se hizo en el PICC el disefio
de los circuitos impresos Yy las placas se construyeron utilizando el
programa Eagle 6.4.0, el software de control del sistema se realizé en
LabVIEW 2012 Professional Development System, ademas se hizo uso
de otros programas como el Proteus 7.10 , PICKIT 2 de microchip para
la grabacion de los programas en los PICs.

e La comunicacion entre la PC y el sistema fisico se realiza por medio del
microcontrolador PIC 18F4550, el envio y recepcion de datos se realiza
via el puerto USB mediante el protocolo Bulk Transfer.

e Se utiliza 4 sefales de entrada analdgica que corresponden a las
posiciones lineal del carro y posiciones angulares de las varillas, la sefial
de control proveniente del algoritmo adaptativo se envia al PIC en un
dato de un Byte, este dato es transferido al puerto B del PIC 16F877

,para ser procesado con el fin de obtener las sefiales de sentido de giro y
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porcentaje PWM que se envian al driver STK 6875 que controla el
motor.

e  Se utilizaron dos fuentes de alimentacion, para esto se hace uso de dos
transformadores simétricos de 12 VV y 1 A, una es exclusivamente para la
etapa de control del sistema, este comprende a los Microcontroladores
PIC 18F4550 y 16F877, alimentacion de los sensores y voltajes
necesarios para el funcionamiento del driver STK 6875, la segunda
fuente de alimentacion es de 24 V. y es exclusiva para alimentar al driver
de potencia que controla el motor .

e El mdédulo mecanico se construyd a base de aluminio, los sensores
utilizados son potenciémetros, para medir la posicion del carro se utilizé
un potenciometro multivueltas ya que su desplazamiento es de
aproximadamente 80 centimetros, los angulos de las varillas son medidas
con potencidometros comerciales, el actuador es un motor DC de iman

permanente de 24 voltios.

3.5. AMBITO DE ESTUDIO

El presente trabajo de investigacion titulado: “DISENO E
IMPLEMENTACION DE UN CONTROLADOR ADAPTATIVO
AUTOSINTONIZADO PARA EL CONTROL DE UN PENDULO TRIPLE”
elaborado por el tesista Bach. Wilson Beto Mendoza Ccoa, se llevd a cabo en
el domicilio del Investigador y en los laboratorios de la escuela profesional de
Ingenieria Electronica de la Universidad Nacional del Altiplano, ubicados en la
Ciudad Universitaria, Puno, Peru.

Ubicacién geogréfica:

Latitud Sur 1 15° 54°
Longitud Oeste :70° 08’
Altitud : 3827 m.s.n.m.
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Ubicacion politica:

Departamento : Puno
Provincia : Puno
Distrito : Puno

3.6. RECURSOS

3.6.1. Recursos Humanos

El presente proyecto de investigacion titulado “DISENO E
IMPLEMENTACION DE UN CONTROLADOR ADAPTATIVO
AUTOSINTONIZADO PARA EL CONTROL DE UN PENDULO TRIPLE”
fue elaborado por el tesista Bach. Wilson Beto Mendoza Ccoa, con la
supervision de el director de investigacion Ing. Marco Antonio Quispe Barra asi

como por el asesor Ing. Pedro Bejar Mufioz.

3.6.2. Recursos Materiales
Para la realizacion de este proyecto de investigacion se utilizd los
siguientes materiales y equipos:
e Computadora personal Acer ASPIRE :
P Procesador Intel(R) Core i3 CPU 2.20 GHz.
> 4GB de RAM.
B Sistema operativo Windows 7 Ultimate de 32 bits.
e Estructura de aluminio para el sistema mecanico del péndulo triple.
e Microcontroladores PIC 18F4550 y PIC 16F877.
e Grabador de PICs, PICKIT 2.
e Amplificadores operacionales TLO81.
e Optoaclopadores 4N25.
e Driver de potencia STK 6875.
e Transformado simétrico de 12 V y 1A.
¢ Reguladores de voltaje 7805,7815, 7915 y 7824.
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e Resistencias, condensadores, cristales de cuarzo de 4Mhz y
20MHz, diodos, diodos LED, placas de cobre, cable, estafio y
deméas componentes para armas el sistema de control electrénico .

e Software de MatLab 7.10 ® para la simulacion y disefio del
controlador.

e Software LabVIEW 2012 Professional Development System como
interfaz grafica para el control y monitoreo de las sefiales del
péndulo triple .

e Proteus 7.10 SPO para las simulaciones de los circuitos de control,
PIC-C para la programaciéon de los PICs, Eagle 6.4.0. para el
disefio del circuito impreso, entre otros.

e Instrumentos de medicion (Tarjeta de adquisicion de datos,
voltimetro, frecuencimetro, osciloscopio, capacimetro,
ohmimetro), componentes y herramientas de instrumentacion
electronica.

e Otras herramientas basicas de construccion.

3.7.FINANCIAMIENTO DEL PROYECTO

El presente proyecto de investigacion titulado “DISENO E
IMPLEMENTACION DE UN CONTROLADOR ADAPTATIVO
AUTOSINTONIZADO PARA EL CONTROL DE UN PENDULO TRIPLE”
elaborado por el tesista Bach. Wilson Beto Mendoza Ccoa, es autofinanciado
por el investigador.

En el siguiente cuadro se muestra el presupuesto utilizado para llevar a

cabo este proyecto.
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Cuadro 2: Financiamiento de la investigacion.
Descripcion Cantidad Costo (S/.)

Laptop Acer Aspire con

procesador intel(R) Core i3 de

2.20GHz , 4 GB de RAM ,500 1 2000
GB de ROM, con sistema

operativo Windows 7 Ultimate

de 32 bits .

Software utilizados :
» Matlab 2010 ® .
» LabVIEW 2012
Professional  Development
System.
» Eagle6.4.0. 1 Versiones de prueba.
» PIC C Compiler version
4.033.
» Proteus 7.10.
» PICKIT 2 de microchip.

Sistema mecanico del péndulo triple .

Estructura de Aluminio 1 200
Base de madera 1 20
Tornillos,  tuercas y  otros 30

elementos de union.

Motor DC de iman permanente 1 30

de24 V.

Engranajes y correa dentada 20

Sub Total 300
Sistema electrénico

Transformadores simétricos de 2 40

15V - 1A.

Microcontrolador PIC 1 45

18F4550 de microchip

Microcontrolador PIC 1 20

16F877 de microchip

Potenciémetro multivueltas (25 1 5

vueltas ) de 10K

Potenciémetro de 10 K 3 4
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Condensadores de 2200 uF/50V 2 8
Condensador de 4700 uF/50V 1 6
Puente de diodos de 6 A. 2 5
Reguladores de voltaje 7805, 7815 1 6
7915y 7824.
Disipadores 4 6
Optoacopladores 4N25 2 4
Cristal de 4AMHz y 20MHz 1 4
Conector de puerto USB tipo B 1 2
Cable USB apantallado de 2 mts 1 7
Zobcalos de 40 y 8 pines 2 3
Pulsador normalmente abierto 1 2
Driver de potencia para el control
bidireccional de: motor DC 1 5
STK 6875
Switch de inicio 1 3
Caja de control 1 6
Borneras de 3 pines 2 2
Conectores (molex) de 4 pines 6 3
Conectores (molex) de 6 pines 1 1
Capacitores de distintos valores. 20
Resistencias de distintos valores. 20
Diodos LED 2
Cables 10
Estafo 4
Placas de cobre 3 6
Acido Férrico 1 3
Tifier 1 3
Cable de Extension 220 V AC 1 3
Otros 20
Sub Total 278
TOTAL 2578
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4.1. GENERALIDADES

Es este capitulo, se desarrollan y describen todos los procesos, calculos
matematicos, métodos, algoritmos y técnicas empleadas en el desarrollo de la
investigacion, también se proporcionan los diagramas esquematicos y codigos
de programa, con la finalidad de facilitar y permitir su uso para futuras
investigaciones.

El desarrollo de esta investigacion comprende, el modelamiento
matematico del sistema del péndulo triple, disefio del controlador adaptativo,
simulacion del sistema, disefio del sistema mecanico y circuito electronico de

control asi como el disefio del software de control del sistema.

4.2. MODELAMIENTO MATEMATICO DEL PENDULO TRIPLE.

4.2.1. Modelamiento matematico del subsistema carro — péndulo triple.

Figura 17: Subsistema carro — péndulo triple.

A diferencia del modelamiento dinamico clasico de sistemas usando el
equilibrio de fuerzas establecido por la segunda ley de Newton, para este caso
usaremos la formulacion Lagrangiana que es un planteamiento alternativo para
la obtencion del modelo, basado en consideraciones energéticas, y esta dada por

la ecuacion 2- 90:
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Donde L es conocido como el Lagrangiano del sistema y esta dado por:
L=E.—E, (5-2)

E. : Energia cinetica del sistema .

E,: Energia potencial del sitema .

qj : Coordenadas generalizadas .

Q; : Fuerzas o pares aplicados sobre el grado de libertad q; .

Para el péndulo triple tenemos:
E.=Ecy+ Ecy + Ec, + Ec; (5-3)
E, = Epo + Ep, + Ep, + Ep; 5-4)
Donde los subindices 0, 1,2 y 3 indican la articulacion referida a la
posicion, angulo de la primera, segunda y tercera varilla de péndulo
respectivamente.
Para la articulacion q, referida a la posicion tenemos que la energia
