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RESUMEN

Esta investigacion tiene como objetivo principal exponer el método de resolucion de ecua-
ciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes mediante la res-
puesta impulsiva a los estudiantes de Ciencias e Ingenierias de la Universidad Nacional
del Altiplano, especialmente a los estudiantes de la escuela de Ciencias Fisico Matemati-
cas. La investigacion se enmarca en un enfoque metodolégico analitico—deductivo, a un
nivel de estudio documental y descriptivo. Primeramente, se mencionan conceptos basicos
de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes, ecuaciones
diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes y el operador diferencial
lineal. Posteriormente definimos la férmula de respuesta impulsiva (g(z)) de la ecuacién
diferencial lineal homogénea. Después, se encontré la solucién particular de ecuaciones
diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes, calculando la integral
de la multiplicacién de la respuesta impulsiva y la funcién f(z) (funcién no homogénea).
Por dltimo, se realizé la comparacion del procedimiento entre el método de respuesta im-
pulsiva con los métodos de coeficientes indeterminados y variacién de pardmetros para
ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes de segundo
y tercer orden.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, respuesta impulsiva, operador diferencial.
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ABSTRACT

The main objective of this research is to expose the method of solving non-homogeneous
linear differential equations with constant coefficients through impulsive response to the
students of Science and Engineering of the Universidad Nacional del Altiplano, especially
to the students of the School of Physical and Mathematical Sciences. The research is fra-
med in an analytical —deductive methodological approach, at a documentary and descrip-
tive study level. First, basic concepts of homogeneous linear differential equations with
constant coefficients, non-homogeneous linear differential equations with constant coef-
ficients and the linear differential operator are mentioned. Subsequently, we defined the
impulsive response formula (g(z)) of the homogeneous linear differential equation. Then,
the particular solution of non-homogeneous linear differential equations with constant
coefficients was found by calculating the integral of the multiplication of the impulsive
response and the function f(z) (non-homogeneous function). Finally, a comparison was
made between the impulsive response method and the methods of indeterminate coeffi-
cients and variation of parameters for non-homogeneous linear differential equations with
constant coefficients of second and third order.

Keywords: Differential equations, impulse response, differential operator.
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CAPITULO I
INTRODUCCION

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Las ecuaciones diferenciales ordinarias estin consideradas como uno de los topi-
cos basicos en la formacién de profesionales de especialidades relacionadas con la cien-
cia y la tecnologia, tal y como se refleja en diversos curriculos del nivel universitario, por
ejemplo las licenciaturas o los grados en Mateméticas, Fisica e Ingenieria [9]. Las ecua-
ciones diferenciales ordinarias son fundamentales en la ciencia y la ingenieria debido a
su capacidad para describir, modelar, predecir y controlar sistemas dindmicos. Su apli-
cacion es amplia y abarca diversas disciplinas, lo que las convierte en una herramienta
indispensable para comprender y resolver problemas del mundo real. El problema radica
en encontrar una funcién desconocida que satisface la ecuacion bajo a ciertas condiciones
iniciales o de contorno. En algunos casos, puede ser dificil demostrar que una ecuacién
diferencial tiene soluciones y que estas son unicas, para ciertos tipos de ecuaciones dife-
renciales, como las lineales de primer orden, existen teoremas que garantizan la existen-
cia y unicidad de soluciones bajo ciertas condiciones. Sin embargo, en otros casos mas
complejos puede ser necesario recurrir a técnicas adicionales, como métodos de andlisis

cualitativo o numérico, para determinar si existen soluciones y si son tnicas.

1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA

Existen varias técnicas para hallar la solucién de ecuaciones diferenciales; una
de ellas es la respuesta impulsiva. En esta investigacion se plantea responder: ;Como se
determina la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no homogéneas con

coeficientes constantes mediante la respuesta impulsiva usando factorizacién?

14
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1.3  HIPOTESIS DE INVESTIGACION

Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no homogéneas con co-

eficientes constantes mediante la respuesta impulsiva usando factorizacion.

1.4  JUSTIFICACION

El método de respuesta impulsiva es otro método mds de resolucidn ecuacién di-
ferencial lineal no homogéneas con coeficientes constantes. Sin embargo, la cualidad de
este método y que resulta interesante es que la solucion particular se reduce a una sola in-
tegral, en la cual se encuentra la respuesta impulsivay f(x) (f(z) funcién no homogénea),
donde la respuesta impulsiva esta relacionada con la solucién del polinomio caracteristico

asociado a la ecuacion homogénea.

1.5 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Objetivo general
Determinar la solucién de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con coefi-
cientes constantes mediante la respuesta impulsiva usando factorizacion.

Objetivos especificos

e  Determinar la solucion particular de ecuaciones diferenciales lineales no homogé-
neas con coeficientes constantes de segundo y tercer orden mediante la respuesta

impulsiva.

e  Comparar el procedimiento entre el método de respuesta impulsiva con los métodos
de coeficientes indeterminados y variacion de pardmetros para ecuaciones diferen-

ciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes de segundo y tercer orden.

15
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CAPITULO 11
REVISION DE LITERATURA

2.1 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

En este capitulo presentaremos un resumen de los resultados bédsicos necesarios
para poder desarrollar y comprender los capitulos siguientes, abordaremos algunos con-
ceptos de ecuaciones diferenciales lineales, polinomio caracteristico, solucién de ecuacio-
nes diferenciales lineales y el operador diferencial. Estos conceptos son necesarios para
determinar la solucién de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficien-

tes constantes mediante la respuesta impulsiva.

Definicion 2.1.1 ([4]). Una funcién f de un conjunto D a un conjunto R es una regla de

correspondencia que asigna a cada elemento de D exactamente uno y s6lo un elemento

de R.

Siy = f(x) es una funcién derivable, entonces su derivada f’(z) también es una
funcioén. Si f’ también es derivable, entonces podemos derivar a f’ para obtener una nueva

funcién de = denotada mediante f”. Siguiendo esa analogia se puede expresar lo siguiente

dvy d [d" Dy d
(n) _-Jd_ =22 Iy _ (n=1)) _ ,,(n) _ D"
Jrx) dzn  dx (da:("_l) dz (y ) Y 4

donde (™ (x) es la n-ésima derivada de y con respecto a z, para cualquier entero positivo

n.[14]

Definicién 2.1.2 ([7]). Una ecuacidn diferencial es toda ecuacién que involucre una fun-
cién desconocida y algunas de sus derivadas. De manera mds precisa, una ecuacion dife-

rencial es una expresion de la forma

of omf of o f of o f
Flxy,...,z, f, e T s Ty ey ) =0
01, oxy'’ 0xy Oxy? 0wy oxyt
que involucra una funcién desconocida f en las variables xy,...,x; y algunas de sus

16
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derivadas, donde F' denota una funcién de n = nq + - - - + n; variables.

Definicion 2.1.3 ([16]). Si una ecuacion contiene sélo derivadas de una o mas variables
dependientes respecto a una sola variable independiente se dice que es una ecuacion dife-

rencial ordinaria (EDO).

Definicion 2.1.4 ([5]). El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la mayor deri-

vada que aparece en la ecuacion.

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es de la forma

F(a,y(z), ' (z),...,y"(x) =0 2.1)

donde y(x) es una funcién dependiente de la variable independiente = y que posee n

derivadas, ademds z estd definido en un abierto (a, b) con a < b.

Definicién 2.1.5 ([5]). Se dice que la ecuacién diferencial ordinaria (2.1) es lineal si F' es

una funcién lineal en las variables y(z), 3/ (), ..., y™ (x).

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n tiene la forma
ap(z)y™ + ar(z)y™ ™ + -+ a,(2)y = f(2)

y si la ecuacidn no tiene esa forma, se dice que no es lineal.

Solucion de una ecuacion diferencial

Dada una ecuacion diferencial ordinaria, y al igual que en ecuaciones, la idea es tener la
solucion a las ecuaciones diferenciales ordinarias, esta solucién es una funcién que debe

satisfacer a la ecuacion, la funcién debe estar definida en algin dominio.

Definicion 2.1.6 ([5]). Una solucién de la ecuacion diferencial ordinaria

Fz,y,y,...,y™) =0

en un intervalo (a,b) con a < b es una funcién continua y(z) tal que y.9/,y", ...,y

17
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existen y satisfacen la ecuacion para todos los valores de la variable independiente en el

intervalo, z € (a,b).

Existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales ordinarias

Dada una ecuacion diferencial

/
y' = flz.y)
y dadas xg e ¥ fijos, nos interesa saber si existe alguna solucién de la ecuacién diferencial,

que en el punto z toma el valor de ¥, y si esa solucién es dnica.

Definicién 2.1.7 ([16]). Sea I un intervalo que contiene a x, el problema

d™y

w = f(x7y7y/7 cee 7y(n_1))

y(zo) = vo, ¥' (o) =41, ... ,y(n_l)(ﬁo) = Yn—1

donde g, y1, - . ., Yn—1 sOn constantes reales arbitrarias dadas, se llama problema con va-
lores iniciales (PVI). Los valores de y(z) y de sus primeras n — 1 derivadas en un solo
punto zo, y(x) = yo, ¥ (o) = y1,...,¥" (20) = yn_1 se llaman condiciones inicia-

les.

El problema dado en la definicién anterior también se llama problema con valores iniciales

de n-ésimo orden. Ahora, si n = 1 tenemos
y'(z) = f(z,y)

y(wo) = yo

que es un problema de valor inicial de primer orden. El siguiente teorema de Picard es

denominado teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Teorema 2.1.1 ([8]). Sea el problema con valor inicial
y' () = f(z,y)

y(ﬁo) = Yo,
18
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supongamos que f y df /0y son funciones continuas en un rectangulo R = {(z,y) : a <
xr < b, ¢ <y < d} que contiene al punto (zo, 7). Entonces el problema con valor inicial
tiene una tdnica solucién y(x) en algdn intervalo x — h < x < zg + h, donde h es un

nimero positivo.

Figura 1

Region rectangular R

Yy

Yo p-------

e |

(@)
SQt---
8

o

Este teorema es un resultado muy importante y su demostracion es muy extensa, por ello

puede ver esa demostracion en: Arnol’d [2]; Sotomayor [12].

2.2  ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN

Comenzamos nuestro analisis con la ecuacion diferencial lineal de primer orden

Definicion 2.2.1 ([4]). Una ecuacion diferencial lineal de primer orden tiene la siguiente

forma
y' +a(z)y = b(z), (2.2)
donde a, b son funciones definidas en un intervalo /.

Si b(x) = 0 para toda x en I, la ecuacién diferencial lineal

Y +a(x)y =0
19

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

se llama ecuacion homogénea, mientras que si b(z) # 0 en I, entonces (2.2) se llama
ecuacion no homogénea.
La ecuacion ' + ay = 0
Si a es una constante y ¢ es una solucién de la siguiente ecuacion diferencial
Y +ay =0, (2.3)

y sea ¢® una funcién definida en /, donde e** # 0 para todo valor = en I, entonces se

tiene
e (' + ag) =0
e ¢ + ae™ ¢ =0
(e"¢)" =0.
La solucién a esta dltima ecuacion es e**¢(x) = ¢, donde ¢ es la constante de integracion,

despejando ¢(z) se tiene
o(x) = ce™ ", (2.4)

Hemos demostrado que toda solucién ¢ de (2.3) debe tener la forma (2.4), donde c es
una constante. Reciprocamente, si ¢ es una constante cualquiera, entonces la funcién ¢

definida por (2.4) es una solucién de (2.3), ya que
¢ () + ap(x) = —ace™ ™ + ace™ ™ = 0.
Este resultado se formaliza en el siguiente teorema
Teorema 2.2.1 ([4]). Sea la ecuacién
y +ay=0, (2.5)
donde a es una constante. Si ¢ es una constante cualquiera, la funcién ¢ definida por

o(z) = ce™ (2.6)

20
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es solucién de (2.5), y ademas toda solucion tiene esta misma forma.

Obsérvese que todas las soluciones existen para toda x real, esto es, para —oo <
x < 00, dicho de otra forma ¢ es una funcién de clase C*°(I). Obsérvese también que la

constante ¢ es el valor de ¢ en 0, esto es, ¢ = ¢(0).

La ecuacion iy’ + ay = b(x)

Sea a una constante y b una funcién continua en el intervalo /. Consideremos la ecuacién
Yy +ay =b(z), 2.7)

y resolviéndola con el mismo método que se utilizé en la ecuacién lineal homogénea. Si

¢ es una solucién de (2.7), entonces
eaa:((b/ + a¢) :eaxb
(™) =e"b.

Sea B una funcidn tal que B'(x) = e®b(x), por el teorema fundamental del célculo se

tiene

B(z) = / " et (t)dt,

0

donde z € I. Si aplicamos la integral a ambos lados de la igualdad (e**¢(z))" = B'(z),

obtenemos

X
= / e™b(t)dt + c
xo
donde c es la constante de integracién. Por consiguiente, se tiene que

é(z) = e / " et (t)dt + ce 2.8)

Zo

De acuerdo con la ecuacién (2.8), la funcién ¢ definida por ¢ (z) = = [¥ e™b(t)dt es

zo

una solucién particular de (2.7), ya que es la solucién cuando ¢ = 0.
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Este resultado se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2 ([4]). Sea la ecuacion
Y +ay = b(x) (2.9)

donde a es una constante y b una funcién continua en un intervalo /. Si z( es un punto en

1,y c es una constante cualquiera, entonces la funcién ¢ definida por

or) =€ /x e™b(t)dt + ce” ™ (2.10)

Zo

es una solucién de (2.9), y toda solucion tiene esta forma.

2.3  ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE »-ESIMO ORDEN

Definicion 2.3.1 ([11]). Una ecuacién diferencial ordinaria lineal de orden n con la va-

riable dependiente y y la variable independiente x, es una ecuacion de la forma
agy™ + ary" Y + - ap oy + any = f(2), (2.11)

donde ag, ay, ..., a, y f son funciones reales continuas sobre el intervalo real /, ademas

que ag # 0 para cualquier x sobre /.

La ecuacion (2.11) se denomina ecuacion diferencial lineal no homogénea. Si f

es idénticamente cero, la ecuacion (2.11) se reduce a
apy™ + ary™ Y 4 a1y + any =0 (2.12)

y entonces se denomina ecuacion diferencial lineal homogénea. Ademas, si ag, ay, . .., a,
son constantes, entonces (2.11) se denomina ecuacién diferencial lineal no homogénea
con coeficientes constantes y (2.12) se denomina ecuacién diferencial lineal homogénea

con coeficientes constantes.

Teorema 2.3.1 ([15]). Consideremos la ecuacion diferencial de n-ésimo orden (2.11)

donde ag,aq,...,a, y f son funciones reales continuas en un intervalo real /'y ag # 0
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para cualquier x en /. Si z( es cualquier punto del intervalo I y cy,c1,...,¢,—1 SON N

constantes arbitrarias, entonces existe una tnica solucién y de (2.11) tal que

y(xo) = co, Y'(z0) =1, ..., y(nfl)(wo) = Cp—1,

y esta solucion estd definida en todo el intervalo .

Definicién 2.3.2 ([15]). Si f1, fo, ..., fm son m funciones dadas y ¢y, co, ..., ¢, SON M

constantes, entonces

afi+tcfot 4 cnfm

se denomina combinacion lineal de f1, fo, ..., fin.
Definicion 2.3.3 ([16]). Las n funciones fi, fs,..., f, son linealmente dependientes en
I si existen las constantes ¢y, o, . . ., ¢,,, NO todas nulas, tales que

le1<$) + Cgfg(x) + -+ Cnfn(Q?) =0

para toda = en /. Si las n funciones fi, fo, ..., f, no son linealmente dependientes en 7,

se dice que son funciones linealmente independientes.

2.3.1. Ecuaciéon homogénea

Sea la ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes

aoy™ + ayy"™ Y+t a1y + ay =0 (2.13)
donde ay, aq, .. ., a, son constantes.
Teorema 2.3.2 ([16]). Sean yq, s, ..., yr soluciones de la ecuacién homogénea de n-

ésimo orden (2.13) en un intervalo /. Entonces la combinacién lineal

y = ciyr(z) + coya () + -+ + crye(2),

donde las ¢;, ¢« = 1,2,...,k son constantes arbitrarias, también es una solucién en el

intervalo.
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Una ecuacion diferencial lineal homogénea tiene siempre la solucion trivial y = 0.

Definicion 2.3.4 ([16]). Cualquier conjunto yy, s, ..., ¥y, de n soluciones linealmente
independientes de la ecuacidn diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden (2.13) en

un intervalo I es un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

Teorema 2.3.3 ([16]). Sea y1,vs,...,¥y, un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden (2.13) en el intervalo /. Entonces

la solucidén general de la ecuacion en el intervalo es
y =i (x) + caya(x) + -+ + oy (@),
donde ¢y, co, . . ., ¢, son constantes arbitrarias.

Ahora consideraremos cdmo encontrar soluciones linealmente independientes pa-

ra la ecuacidn diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes

dny dn—ly dy
ot Ay = Fay =0, 2.14
aoda:”+aldx"—1+ +a 1dx+ay ( )
donde ay, ay, ..., a, son constantes. Ahora, para que una solucién y(z) satisfaga la ecua-

cion (2.14), es necesario que tanto la solucién y(x) como sus derivadas tengan la misma
forma. La funcién que satisface este requisito es la funcién exponencial e**, con \ cons-

tante, sustituyendo 3 por e’ en (2.14), resulta
ap\"eN + g NN o a AeM + a,eM =0,
que puede reescribirse como
(ao\” + ar X"+ ap g A+ ay) N =0
de donde e** # () para toda x, por lo que las soluciones se obtienen resolviendo la ecua-
cién polindmica en A:
ao\" + N+ -+ a, N+ a, = 0.

La ecuacién anterior se llama ecuacion caracteristica y sus soluciones son conocidas como
24
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valores propios o valores caracteristicos.

Caso 1: Raices reales distintas

Teorema 2.3.4 ([15]). Para la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden
con coeficientes constantes (2.14), si la ecuacion caracteristica tiene n raices reales distin-
tas A\, Mg, . . ., An, entonces eM®, e?2%  eAn® son soluciones linealmente independiente

de (2.14). La soluciéon homogénea estd dada por
Yn = 1M + e 4o 4 et 2.15)

donde ¢y, ¢o, . . ., ¢, son constantes arbitrarias.

Caso 2: Raices reales repetidas

Teorema 2.3.5 ([15]). Consideremos la ecuacién diferencial lineal homogénea de n-
ésimo orden con coeficientes constantes (2.14).
1. Si la ecuacién caracteristica tiene la raiz real A que se repite £ veces, entonces la

parte de la solucion correspondiente a esta raiz repetida k veces es
(01 +Cor 4 eyt + -+ ckxk_l) . (2.16)

2. Si, ademas, las raices restantes de la ecuacion caracteristica son los nimeros reales

distintos A\g11, Akio, - - ., \,, entonces la solucion homogénea es

Yp = (61 + o ezt -+ ckxk_l) M 4 €T 4 e (2.17)

Caso 3: Raices complejas

Teorema 2.3.6 ([15]). Consideremos la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-
ésimo orden con coeficientes constantes (2.14).
1. Sila ecuacion caracteristica tiene raices complejas conjugadas o + fi 'y a — [31, sin

repetirse, entonces e** sen Sx 'y e** cos Sz son soluciones linealmente independiente. La
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parte correspondiente de la solucion homogénea puede escribirse como
e (c1 cos fx + cosen fx) . (2.18)
2. Sin embargo, si a + fi y @ — (i son cada una raices de multiplicidad % de la ecua-
cién caracteristica, entonces la parte correspondiente de la solucién homogénea puede
escribirse
e (c1 4 e + 32 + -+ - + ") cos B

+ e (ck+1 + Chyo® + Cpys®® + -+ + CQkxk_l) sen fx. (2.19)

2.3.2. Ecuacion no homogénea

Hasta ahora nos hemos centrado en la solucién de la ecuacion diferencial lineal

homogénea con coeficientes constantes
agy™ + ary" Y + -+ an1y + any =0, (2.20)

donde aq, ay, . .., a, son constantes. Ahora veremos la ecuacién diferencial lineal no ho-

mogénea con coeficientes constantes
apy™ + ary" V- 4 a1y + any = f(2). (2.21)
donde ag, a4, ..., a, son constantes.

Teorema 2.3.7 ([16]). Sea y, cualquier solucién particular de la ecuacién diferencial
lineal no homogénea de n-ésimo orden (2.21) en un intervalo I, y sea 41, ¥s, ..., Y, Un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial homogénea asociada (2.20)

en . Entonces la solucion general de la ecuacion en el intervalo es

y = ayi(x) +cayp(x) + -+ () + Y,
donde cy, co, . . ., ¢, son constantes.
La ecuacion homogénea asociada se 1llama asi cuando se sustituye f(z) por O en
26
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la ecuacion no homogénea (2.21). La solucion general de una ecuacion diferencial lineal

no homogénea, estd compuesta por la suma de dos funciones:
y =y (@) + coa(x) + -+ () + yp(7) = yn (@) + yp(2),

Teorema 2.3.8 ([16]). Sean yp,,yp,,...,yp, k soluciones particulares de la ecuacion
diferencial lineal no homogénea de n-ésimo orden en un intervalo / que corresponde, a
su vez, a k funciones diferentes fi, fo, ..., fr. Es decir, se supone que yp, denota una

solucién particular de la ecuacidn diferencial correspondiente a
aoy™ + a1y + a1y + any = fi(w), (2.22)
donde: =1, 2,..., k. Entonces
Yp = yp (z) + yp,(2) + - +yp.(2) (2.23)
es una solucidn particular de
agy™ + a1y TV 4+ an_1y + any = fi(@) + fol@) + -+ fil@). (2.24)
2.3.3. Coeficientes indeterminados

Ahora veremos como determinar la solucion particular de una ecuacién diferen-
cial lineal no homogénea con coeficientes constantes. Consideremos de nuevo la ecuacién

diferencial lineal no homogénea
aogy™ + a1y "V 4 a4,y agy = fl), (2.25)

donde ay, ay, . .., a, son constantes y f(x) es el término no homogéneo. Recordemos que

la solucién general puede escribirse
Y=9YntYp
siendo yy, la solucién homogénea y ¥, es una solucién particular.
Definicion 2.3.5 ([15]). Una funcién f(x) es una funcion coeficientes indeterminados

27

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

(funcién UC) si es

1.  Funcién definida por una de las siguientes expresiones:
i) 2™, donde m es un nimero entero no negativo
ii) e**, donde « es una constante distinto de cero
iii) cos Sz y/o sen Sx, donde (3 es constante, 5 # 0

2.  Funcién definida como producto finito de dos o més funciones de i), ii) y iii).

De acuerdo con la definicién anterior, la forma general estd dada por

f(z) = e [P, (x) cos Sz + Q, () sen fx]

donde A = « % i3 es raiz compleja de la ecuacion caracteristica y P,(x) y Qn(x) son
polinomios de grado m y n, respectivamente. Se busca una solucion particular y, de la

forma:
x¥e™” [ﬁk(a:) cos Bz + Q,() sen 5:5]

Donde k = méax(m,n), ]Bk(a:) y @k(x) son polinomios en x de grado k, cuyos coeficien-
tes estdn indeterminados, y z es la multiplicidad de la raiz A = « 4 i3 de la ecuacién

caracteristica. La forma de y,, se puede resumir en la siguiente tabla

Tabla 1

Funcion coeficientes indeterminados y el conjunto de coeficientes indeterminados[6].

Forma de f(z) Raices de la ecuacion caracteristica  Forma de y,, para k = mix(m,n)
AN\ £0,i=1,2,...,2 Pro(2)
L P, (z) N
b) Alguna A; =0 x% Py ()
a) o NO es raiz Py (z)ec®
IL P, (z)e*® B
b) « es raiz repetida z veces x% P, (7)e™®
a) 4 no son raices Pr(z) cos Bz + Qr (x) sen Bz
1L P,, (z) cos Bz + Qr (z) sen Bz _ _
b) =3 son raices de orden z x? [Pk (z) cos Bz + Qp () sen ﬂx]
a) a & i no son raices ea” [ﬁk () cos Bz + Qr (z) sen Bm}
IV. e*® [Py, (z) cos fz + Qn(x) sen fz] N N
b) o & Bi son raices de orden z T7e%® [Pk (z) cos Bz + Qi (z) sen ﬂm}
28
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2.3.4. Variacion de parametros

Considere una ecuacién diferencial lineal no homogénea de n-esimo orden con

coeficientes constantes como

agy™ + ary" V) + agy" Y 4+ a1y + any = f(2), (2.26)
donde ag, a1, as, . . ., a, son constantes y f(x) es una funcién continua en el intervalo I.
Sea {y1(z),ya(x),...,yn(z)} el conjunto fundamental de soluciones linealmente inde-

pendiente de la ecuaciéon homogénea asociada
aoy™ + a1y Y + agy" P + -+ ap1y + any =0, (2.27)
de modo que la solucién homogénea de la ecuacion (2.27) es
yn(2) = ciyi (@) + oy () + -+ + Cn1Yn—1(T) + cryn (), (2.28)

donde cy,cs,...,c, son constantes. La idea para determinar la solucion particular de
(2.26), consiste en sustituir las constantes por funciones de x en (2.28). Donde la solucién

particular de (2.26) tiene la forma
Yp(@) = wr(@)y1 + ua(2)ys + - - + un(T)yn,
ahora se obtiene la primera derivada de y,,
/ _ / !/ / !/ / !/
Y, (1) = wiyy + uiys + uayy + Usya + -+ UnYy, + UpYn, (2.29)
para simplificar la expresion (2.29) impongamos la siguiente condicion
en cuyo caso la expresion (2.29) se reduce a

Yo () = uryy + ugys + - -+ 4 unyl- 2.31)
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De manera andloga se obtiene las derivadas y;’ , y;” cee é") y reduciéndolas con las si-

guientes condiciones

uyyy + Yy + -y, =0
uyyy +upyy + -+ uny, =0
(2.32)

" by 4y =0

n

siguiendo asi, se llega a las siguientes expresiones para y, y sus derivadas
Yp() = uryn + uays + - + Unyn
Yo () = uryy + ugyh + - 4 unyl,

Yo (@) = uryy + ugyy + -+ + Uny
(2.33)

Y (@) = wyt” + uayd” + -+ gl

n

"™ sy (Y

n

Reemplazando (2.33) en (2.26) y agrupando de la siguiente manera

(n—1)

™ " et anay + anyl}

Uy [Z/
+ uy [yén) tays Vo an anyg}

o (U 4 @y iy, + anyn)

+ [yt by 4y Y] = ) (234)

n—1 n

Como y1, o, - . ., Y, son soluciones de la ecuacién (2.27), entonces se cumple que

(n)

yln (n—1)

+ a1y 4+ a1y + anyr =0

5 a4 anah 4 anys =0

(n)

Yn, + a’ly(n_l) +

n

st an—ly; + anYn =0
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de lo cual se reduce a

whyt Yy Y+ ulytY = f(a). (2.35)

Ordenando (2.30),(2.32) y (2.35) se obtiene el siguiente sistema lineal de ecuaciones para

determinar u}, uj, ..., ul,
pui gy et g, =0
viui o+ geuy et g, = 0

(2.36)

n—1 n—1 n—
y T e g, = f(a)

De la ecuacion (2.36) se tiene

Y Yo Un uy 0
Y Ys Yn usy 0
R S v ) \u, f
donde el Wronskiano es
yi(z) y2(z) Yn(2)
yi(z) ya(x) oyl
W(x) =W(y1,y2,...,yn)(x) = )
n— n—1 n—
n' V@) @) e ()
Por la regla de Cramer se tiene
W,
=t 1<4i<
u; o LS 1 <mn,

donde W; es la determinante de la matriz obtenida sustituyendo la i-ésima columna de A

por el vector columna (0, ..., f) y W es la determinante de A. Por lo tanto la solucién
particular de (2.26) es
Wi(z) Wy(z) W(x)
- d / dz + -+ y, / dz.
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24  OPERADOR DIFERENCIAL

Definicion 2.4.1 ([15]). La n-ésima derivada de una funcién y(x) para cualquier entero
positivo n, viene dada por

n
Y

avy _

dz™

d
donde D = e es denominado operador diferencial.
x

Definicion 2.4.2 ([15]). La siguiente expresion

d\" d\" ! (d)
L—(%) —|—a1 (@) +---+an_1 % +an. (237)

donde a4, as, . . ., a, son constantes, es denominado operador diferencial lineal polinémi-

co (operador polinomial) de n-ésimo orden.

Sea f(x), g(x) son funciones diferenciables en el intervalo / y ¢ una constante,

entonces el operador diferencial lineal L es lineal. Es decir

L(f +cg) = L(f) + cL(g)-

Verifiquemos:
S (AR e £ R e
9)= dx “ dx n—1 dx i “d
dn m—1 n—2
= g teg) ta o (f +cg) +azg o= (f +cg)
d
-+---%—an_135(f—kcg)+—an(f—%cg)
dn dn dn—l dn—l
= %(f) + C%(g) + IW(f) + CG1W(9)
o a1 () 4 a1 (g) + anf +
an_ldf[? Cap—1 dx g Qnp Cang
dr dn1 d )
= (B a1+ () + anf

to( L)t 9) 4 s (0) + a0
¢ g ald:z:”*1 g an—ldx g) T ang

L(f +cg) = L(g) + cL(g).

Esto nos indica que el operador diferencial es lineal debido a la linealidad de la derivada.
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Operador diferencial y ecuaciones diferenciales

Sea la ecuacion diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes
aoy'™ + ary" T +agy" P 4 a1y any = f(z). (2.38)

Escribiendo la ecuacién (2.38) en términos del operador diferencial

(LY yra (D) ra (D) o () y+ aw =)
() o () +ar() ™ o () +on)u=rto
Ly =f(x).
Si f(x) = 0, se tiene
Ly =0, (2.39)

donde L = (d%)n +a; (%)n_l 4+t a,_1 (%) +ay,,y (2.39) es la ecuacion diferencial

lineal homogénea.

Operador diferencial y polinomio caracteristico

Asumiremos la funcién exponencial e** como una posible solucién de (2.39), es decir

d n
¢(r) = e**, ademds (d_) () = \"eM, Tuego sustituyendo ¢ en (2.39), se obtiene
T

A"+ @ X" + a4 an A+ a,) € =0,
como e # 0, entonces
N+ o N X" P+ ap A+ a, =0 (2.40)
donde (2.40) es llamado la ecuacién caracteristica de (2.39). Ademas, sea
PN = X"+ @ A a4 a4 A a, (2.41)

donde p(\) es denominado el polinomio caracteristico asociado a la ecuacién diferen-

cial lineal homogénea con coeficientes constantes (2.39). Por el teorema fundamental del
33
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Algebra, el polinomio caracteristico (2.41), puede ser reescrito de la siguiente manera
PO = (= M)A = Aa) - (A = Auct) (A = A,

donde \;, ¢ = 1,2,...,n son raices del polinomio caracteristico asociado a la ecuacién
diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes (2.39). Sea ahora p (%) el poli-

nomio caracteristico evaluado en el operador diferencial

(-2 o el e ()
P de)  \dzx "\ dx 2\ dx =\ dr "

entonces el operador diferencial lineal L puede ser expresado como

or ()= () () (L) ()
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CAPITULO 111
MATERIALES Y METODOS

3.1 UBICACION

El presente trabajo de investigacion, se realizé en el drea de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias.

3.2  MATERIALES

e  Bibliografia bésica y articulos relacionados con el tema de estudio.
e  Computadora.
e  Papel Bond.

e  Impresiones

3.3 TIPO Y DISENO DE INVESTIGACION
Tipo de investigacion

El trabajo de investigacion es basico—tedrico (pura o fundamental), porque la investiga-
cion se basa en profundizar los resultados, asi también incrementar los conocimientos del

tema de investigacion.

Diseiio de investigacion

La investigacion de este trabajo es de disefio no experimental, ya que se lleva a cabo sin
intervencion deliberada de las variables involucradas. Se basa principalmente en observar

los fendmenos en su contexto natural y luego analizarlos.
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34 METODO Y TECNICA

Método

Dado que el trabajo de investigacion consistié en la comprension, interpretacion y andlisis,

por lo que, los métodos que se utiliz6 son deductivo, analitico.

Técnica

Lectura y andlisis de conceptos, definiciones de la teoria de ecuaciones diferenciales li-
neales, luego se prosigui6 con el andlisis y estudio de la respuesta impulsiva en libros

especializados y papers electrénicos.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo mostraremos la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales no
homogéneas con coeficientes constantes de segundo, tercer y n-ésimo orden mediante la
respuesta impulsiva usando factorizacién. Ademads, se comparara el procedimiento entre
el método de respuesta impulsiva con los métodos de coeficientes indeterminados y varia-
cién de parametros para ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes

constantes de segundo y tercer orden.

4.1 RESPUESTA IMPULSIVA Y EDLNH CON COEFICIENTES CONSTAN-

TES DE PRIMER ORDEN

Sea la ecuacioén diferencial lineal de primer orden

Y +ay = f(x), 4.1)

donde ¢ € R,y f es una funcién continua en un intervalo I C R. De acuerdo a (2.10), la

solucion general a la ecuacidn (4.1) es

y(x) =e % /35 e f(t)dt + ce” ™
z0

Si xg = 0 € 1, entonces la solucién estd dada por

y(x) =e /Ox e f(t)dt + ce™
= /Ox e~ @D £ () dt 4 ce™®
y(@) = [ gla— )50t + cqla) (42)
donde g(z) = e " es llamada la respuesta impulsiva de la ecuacién diferencial lineal
homogénea y' + ay = 0.
La solucién general de la ecuacion diferencial lineal de primer orden es la suma de la
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solucion general de la ecuacién diferencial lineal homogénea asociada 3y’ + ay = 0y la
solucién particular de la ecuacidn diferencial lineal no homogénea de primer orden.

De (4.2) la funcién

we) = [ gle =0 f(t)dt

es la solucidn particular de la ecuacion de primer orden (4.1), que se anula en z = 0.

Para cualquier 2y € I se tiene

y(wo) = / O g(xg —t) f()dt + ce 0 = ce” **°

0

de donde ¢ = y(xy)e**°. Entonces
y(z) = / gz — £ f()dt + y(w)e e
= [ gle = )f ()t + yog(z —w)), wel (4.3)
zo

es la dnica solucion de la ecuacion de primer orden (4.1) en el intervalo I que satisface

y(zo) = Yo, (yo € R).[3]

4.2 RESPUESTA IMPULSIVA Y EDLNH CON COEFICIENTES CONSTAN-

TES DE SEGUNDO ORDEN

Sea la ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes
v+ ay + ay = f(x) (4.4)

donde f : I — R es una funcidn continua en el intervalo I C R, para f = 0 la ecuacién

homogénea asociada es
y' + a1y + axy = 0. (4.5)

Escribiendo (4.4) y (4.5) en términos del operador diferencial

() s (@) eo)omsin v ((2) 50 () w00
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para cualquier funcién y dos veces diferenciable. Por la definicion 2.4.2, L es el operador

diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes y estd dada por

L= (%)24—@1 (%) + ao, 4.6)

y sea la exponencial compleja e* una solucién de (4.5) si y sélo si, A es una raiz del
polinomio caracteristico p(A) = A* + a;\ + ao. Ademads, sean A\, Ao € C las raices de

p(A), entonces el polinomio caracteristico estd dada de la siguiente manera
PA) = (A =A)(A = X9).
Ahora, (4.6) puede ser expresado como

(L) ()

entonces se tiene

<% - )\1) (% - >\2) y=[(2), (4.8)

d
sea h = (d_ — )\2) Yy, entonces la ecuacién (4.8) queda dada por
x
: )
— =\ | h= .
( I 1 f(z)

La idea es utilizar el operador diferencial para reducir los problemas (4.4) y (4.5) a ecua-

ciones diferenciales de primer orden.

Sea la ecuacidn diferencial lineal no homogénea de primer orden

y’—Ayz(%—A>y=f($), reC

donde f : I C R — Rescontinuaen 0 € I,y por (2.10), tiene solucién general
y(a) = e [ eMp(E) + e
0

y(x) = /Ox gz =) f(t) +cgr(z), ze€l,c=y0)eR 4.9)

d
donde gy () = e* es la respuesta impulsiva del operador diferencial (d_ — )\) y ademas
x

g es solucién dnica de y' — Ay = 0, y(0) = 1. En particular, la solucién de la ecuacién
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diferencial lineal no homogénea

es Unica y estd dada por

y(z) = / A0 F(1)dt, (4.10)
0
el cual es una solucién particular, esto se da cuando ¢ = 0 en (4.9). El siguiente resultado

da una solucién particular para (4.4).

Teorema 4.2.1 ([3]). Sea f una funcién continua en /, y supongamos que 0 € I. Entonces

el problema de valor inicial

Y+ ay + ay = f(z)

(4.11)
y(0) =0, y'(0)=0
tiene solucion Unica, definida en todo 7, y dada por la férmula
y(x) = / gz —Of(t)dt, zel 4.12)
0
donde g es la funcién definida por
g(x) = / Mt g — / eMEtAtgr g e R (4.13)
0 0

En particular, si tenemos que f = 0 entonces la tinica solucion del problema homogéneo

y' +ary +ay =0

(4.14)
y(0) =0,y(0) =0
es la funcién cero, y = 0.
Demostracion. La ecuacion diferencial de segundo orden
Y +ay +ay = f(2), (4.15)
se puede reescribir como Ly = f(x), y por (4.8), se tiene
) ()
— — A = 4.16
(L0 (= x)y= s @.16)
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Sea
d
h = (d——)\2>y:y/—)\2y
x
reemplazando en la ecuacién diferencial

(% - )\1) h=f(x)
dh

— —Mh=
I 1h=f(x)
B — Mh=f(x),
vemos que y resuelve (4.11) siy sélo si,
W—Mh = f(z) Yy =Xy = h(z)
h resuelve y yresuelve
h(0) = 0 y(0) = 0

La solucién a estas dos ecuaciones de primer orden, segtn (4.10), es la siguiente:
hw) = [0 pat,
0
y(@) = [ CIn(a,
0
reemplazando el valor de h(x) en la dltima ecuacién, obtenemos el valor de y(x) como

una integral

y(x) = /Om er2@d (/t eAl(tS)f(s)ds) dt

0

T t
= e’\”/ et (/ e)‘l(t_s)f(s)ds) dt,
0 0

A

donde e*2* no depende ¢. Ademds, como e~*2! es constante para la integral interior, y(z)

puede ser expresado como
T t
y(x) = e)‘”/ (/ e_’\Qte)‘l(t_s)f(s)ds) dt
0o \Jo

T t
= e’\”/ (/ e(’\l_)‘Q)te_’\lsf(s)ds) dt
o \Jo

Sea z > 0, entonces en la integral respecto a ¢ tenemos que 0 < ¢t < z, y en la integral

respecto a s, tenemos que 0 < s < ¢. La region de integracion en el plano (s, t)

Dy ={(s,t) eR*: 0<t < 0<s<t}),
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es un tridngulo de vértices (0,0), (0, x) y (z,z)

Figura 2

Region de integracion D

ty

X

como la funcién
F(s,t) = eM122te=Ais £ ()

es una funcion continua en el tridngulo D, entonces podemos intercambiar el orden de

integracidn con nuevos limites de integracion dados en
Dy ={(s;t) eR*:0<s <z, s<t<ua},
obteniendo asi

y(z) = e /Om (/m e(Al—Az)te—Alch(s)dt> s

s

= /x (/x ekz(x_t)e)‘l(t_s)dt) f(s)ds.
0 s

Si al sustituir ¢ por ¢ 4 s en la integral con respecto a ¢t en donde s < ¢ < z, los limites de

integracién cambian como sigue
s<t+s<z, 0<t<zxr-—s
ademads, de (4.13), se tiene que
glx —s) = /Om_s er2e=s=behit gy
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Entonces, la integral doble se escribe como
T r—Ss
o) = [ ([T f(syas
0o \Jo

_ x (/x_s e>\2(13_3_t)e)‘ltdt) f(s)ds
0 0

— [ gla = 9)f(s)ds.
]

Es interesante comprobar directamente que la funcién y dada por (4.12) soluciona

(4.4). Entonces derivemos y bajo el signo integral

() = 9O (2) () ~ @) 7O O)+ [ fole 050 at,

ahora vamos a evaluar = = 0 en la férmula (4.13), se tiene que ¢g(0) = [; e 0 er2(0-t) Mt gy —

0, de modo que

y'(r) = /Ox g'(x —t)f(t)dt.

De igual manera, determinamos la segunda derivada

'(0) = ¢ O)f@)1-(2) ~ ¢ @01 0)+ [ 19/~ )] dh,

consideraremos la férmula (4.13), cuya derivada es

d d z 0
/ _ xae(z—z) Mz _ A2(z=0) N0 Az (z—t) A1t
g'(z) = e el—dx(x) e? el_dx(0)+/o _8:10(62 61>dt

= ME(1) = M (0) 4 [ Age et
0
g () = M + Nog(x), (4.17)

al evaluar 2 = 0 en ¢'(z), se tiene que ¢'(0) = M0 + Ay [ e*2O-DeMtgt = 1, de modo

que
y'( )+ / (x —t)f(t)dt.

Entonces la expresion y” + a1y’ + a2y viene dada por
x
v (%) + ary (z) + agy(x +/ "(x —t)f dt—l—a1/0 g'(x —t)f(t)dt
x
+ az/o gz — 1) f(t)dt
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y'(@)+ay (@) + axy(a) = [(@)+ [ 6"+ mg +asg) =) ] (O (4.18)
ahora consideraremos la férmula (4.17), cuya derivada es
g"(x) = MM 4 Aog/ (z)dt,
como eM® = ¢(x) — \ag(z) (este resultado proviene de (4.17)), entonces
9"(x) = A (g' () — Aag(2)) + Aog(z)
= (A1 4+ A2)g'(2) — Mag(z)
= —a1g'(z) — azg(z),
ordenando la expresion anterior
9" (x) + arg'(x) + azg(x) = 0
(9" + arg’ + azg) (x) = 0. (4.19)

Finalmente, utilizando el resultado (4.19) en (4.18), se tiene

/(@) + ay' () + by(e) = fla) + [ 0- (0t
y'(x) + ay' (z) + by(x) = f(x), Vz el
Por lo tanto, la funcién y dada por (4.12) resuelve (4.4) en el intervalo /. Las condiciones
iniciales y(0) = 0y ¥/(0) = 0 son inmediatamente verificadas.
De la demostracion anterior, g resuelve la ecuacion homogénea de valor inicial
Y +ary +ay =0

y(0) =0, y'(0) =1.

Teorema 4.2.2 ([3]). La respuesta impulsiva g del operador diferencial
d > d
p=(0) var(2) 420
I +a P + az (4.20)
estd dada como sigue. Sean \;, A raices del polinomio caracteristico
p(A) = N> +a)\ +b.
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1. SiA # A

l.a) A1, A2 € R, entonces

— 1 Az Aoz
g(x) = N (e 7). 4.21)

1.b) M2 =a=xif (A2 € C)confj #0, entonces
1
g(x) = Ee‘” sen(fzx). (4.22)
2. Si A\{ = A9, donde A\, \s € R, entonces

g(x) = xeM®, (4.23)

Demostracion. La férmula (4.13) esta dada por

g@) = [ et (4.24)
0

1. Si A # A

l.a) Para \{, \> € R, entonces de (4.24) se tiene

z x
g(l‘) = / e>\2(x—t)e>\1tdt — 6)\236/ e(Al—Az)tdt
0

0
= —6)\290 eMi=A2)t| —6)\233 (60‘1_)‘2)76 — 1)
At = Ag 0 A=A
g(z) = L (eM® — M) (4.25)
S : :

1.b) Para \; 2 = a £ con 3 # 0, entonces de (4.25) se tiene

1 . . e (eiﬁaz - e"ﬂx)
_ (a+if)e _ (a—if)zy _ = (=2 =
glo) = 5 (elie —elemiey - © (C2

= leaz sen(fx).

B

2. Si A\; = Xy, donde A\;, Ay € R, entonces de (4.24) calculamos la integral

g9(z) = / "Mty — / " eNegy
0 0

—zeM?,
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Estos resultados se pueden reducir de la siguiente manera

(

20T siA=0
g(z) = 4 L(e(oﬂriﬁ)x — elaif)zy — leam sen(fzx) siA <0 (4.26)
20 B
\ %(e(a—kﬂ)z — ela=Bley — %e‘“senh(ﬁ@ si A > 0.

Ahora veremos la solucion del problema de valor inicial con un valor inicial arbitrario.

Teorema 4.2.3 ([3]). Sea f una funcién continua en I, zy € I, yo,y, € R. La solucién

del problema de valor inicial

'+ ay + ay = f(x)
4.27)

y(l'o) = Yo, ?/(fﬁo) = y(’)
es Unica, definida en /, y estd dada por

y(x) = / gz — ) F ()t + () + aryo)g(x — x0) + yog (z — w0), €l (4.28)

0

donde g es la funcién definida por

g(x) — / ex\z(x—t)e/\ltdt — / ekl(ﬁv_t)e)‘Qtdt’ €T € R (429)
0 0

En particular, si f = 0, la solucién del problema homogéneo

Y+ ay +ay =0

(4.30)
y(zo) = o, Y (20) = y(’)
con xy € R arbitrario, es Unica, de clase C* sobre R, y estd dada por
yn(z) = (yo + a190)9(z — o) + yog' (x — 79), x €R (4.31)
Demostracion. Sea la ecuacion diferencial de segundo orden
Y+ ay + ay = f(x) (4.32)

con valores iniciales y(x¢) = vo,y' (o) = yg, y sea f una funcién continua en /. Ahora

la ecuacién diferencial de segundo orden (4.32) se puede reescribir como Ly = f(z),y
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usando (4.8), se tiene

Sea

d
h = (d_ - >\2) y=y — Aoy (4.33)
T

reemplazando en la ecuacién diferencial

(% - )\1) h=f(x)

dh
dr 1 f(x)
B = h=f(z),
vemos que y resuelve (4.32) siy sélo si,
B —XM\h= f(x) Yy — Ay = h(zx)
h resuelve y yresuelve
h(xo) = yp — Aa2yo y(o) = Yo

Segun (4.3) la solucion a estas dos ecuaciones diferenciales de primer orden, estd dada
por
hw) = [0 f(E)dt + hoeM ), o) = ho
o
y(x) = /; 2@ (1)dt + e @720y (x0) = yo,
reemplazando el valor de hE)x) en la dltima ecuacién, obtenemos el valor de y(z) como

una integral (para cualquier x € I)

x t
y(x) _ / er2(@—t) </ e)q(t—s)f(s)ds + h(xo)e)\l(t—xo)) dt + yoe)\z(:v—mo)
zo T

0

T t
y(x) = / e2(@=) (/ e)‘l(t_s)f(s)ds) dt

[\ J/

Y (4.34)

n /x e)\Q(x—t)h(a:O)e)\l(t—xg)dt 4 yoe/\z(w—xo)
xo

Paral
T t
1= / He(a=0) ( / M(=9) f(s)ds) dt, (4.35)
o xo
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el término 2% no depende t y e~*2*

x t
I= e)‘”/ (/ e()‘l_’\2)te_)‘18f(s)ds) dt
0 )

los limites de integracion respecto a t son xg < t < x y respectoa s son g < s < t. La

no depende s, entonces

regién de integracion en el plano (s, t)
DQ:{(s,t)eRQ:xggtgx, xo < s < t},
es un tridngulo de vértices (zg, x¢), (7o, ) y (z,x)

Figura 3

Region de integracion Dy

ty

a’; -

Xo |-

como la funcién
F(s, 1) = eM2lie s f(s)

es una funcién continua en el tridngulo D-, entonces podemos intercambiar el orden de

integracion con nuevos limites de integracion dados en
Dy={(s,t)eR*: 30 <s<x, s<t<ux},
obteniendo asi
I= /x (/x e’\Q(“”_t)e’\l(t_S)dt) f(s)ds.
X S
Si al sustituir ¢ por ¢ + s en la integral con respecto a t en donde s < ¢ < z, los limites de
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integracion cambian como sigue; 0 < ¢ < x — s, entonces se tiene

[— /:r (/:r_s e)\Q(x_t_s)e)\l(t—i-s—S)dt) f(S)dS
te) 0

— * e A2 (x—s—t) JAit
I /zo (/0 e e dt) f(s)ds (4.36)

I= /:g(s —x)f(s)ds.

0

Continuando en la ecuacién (4.34)

u(w)= [ glo = OFOdt -+ hay) [ D) gy gyt
o 0

y(@) = [ gla— 0O + (4~ Nao)g(w — 7o) + yoe* ), (4.37)

0
ahora derivando la funcién g de (4.13)

0

d d z
/() = eMzpPe=Anz Ly e e-an0 L g / 9
g'(x) =e""e o (@) — e e Gl A

g/<x> — e)\zat + )\1 /J) eAlxe()\Q—)\l)tdt
0

(ehxe()\z—h)t) dt

g (z) = M + \g(w). (4.38)

De (4.38) se tiene

eAz(a:—aso)

gz — 29) — Mgl — z0). (4.39)
Reemplazando (4.39) en (4.37) se tiene
@) = [ oo~ DO+ (o~ D)ol —a0) + 0@~ 20) ~ Mgl — )
- / z — O F)dt + yhg(x — 20) — (M + o)og(@ — 7o) + yog (x — o)
_ / x — ) f()dt + yhg(x — x0) + aryog(x — x0) + yog (x — x0)

/ x—t)f(t)dt + (y, + a1y0)g(x — xo) + yog' (x — o).
]

Podemos probar directamente que la funcion y dada por (4.28) soluciona (4.27).

Entonces derivemos y bajo el signo integral

T

y'(z) = g(0)f(z) + g Wl =t f )] dt

+ (Yo + a190) g’ (x — x0) + yog" (x — xo)
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Y (z) = / @ — O F )t + () + aryo)d (& — o) + yog” (& — o)

0

Derivando otra vez bajo el signo integral

/@) = OF@)+ [ 51— 0] ds

+ (Y6 + a190)g" (x — x0) + yog"' (x — o)

y'(x) = f(x) + /ﬂ: g"(x —t)f(t)dt + (y) + a1y0)g" (x — o) + yog"” (x — xo)

Entonces se tiene que

T

Y+ a1y + azy = f(2) +/ g"(x —t) f(t)dt + (yo + a1y0)9" (x — 20) + yog" (x — x0)

Zo

+ aq (/ng’(x —t)f(t)dt + (3/6 + alyo)g’(x —z0) + yog”(x B xo))

0

+ as (/; gz — ) f(t)dt + (y + a190)g(z — z0) + yog' (z — x0)>

0

Y + a1y + asy = f() +/ (¢" + ard + azg) (x — ) f(t)dt
o

d
+ (yo + a1yo) (9" + arg’ + azg) (x —t) + Yoo [(¢" + arg’ + azg)(x — t)]

v+ a1y + asy = f(x), Vx e I.

Por lo tanto, la funcién y(x) resuelve (4.27) en el intervalo I, es decir y(z) es solucién de

(4.27).

Corolario 4.2.1 ([3]). Sea f una funcién continua en / ademds 0 € I, y sean ¥, y, dos

nlimeros reales arbitrarios. Entonces el problema de valor inicial

Y +ay + ay = f(z)

(4.40)
y(0) = 5o, ¥'(0) = g
tiene solucién Unica, definida en I, y estd dada por
y(x) = /0 gz — ) F ()t + () + aryo)g(x) + vod' (), z €l (4.41)

En particular, si f = 0, la solucién del problema homogéneo
Y'+ary +ay=0

y(0) = vo, ¥'(0) =y
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es unica, y estd dada por
un(®) = (4o + a1y0)9(x) + yog'(z), 2 €R (4.42)

Demostracion. Para probar este resultado sola basta evaluar xy = 0 € [ en el teorema

4.2.3. ]

Sustituyendo (4.26) en (4.31) se obtiene la siguiente férmula para la solucién de

la ecuacién homogénea (4.30)

(

re*® siA=0
g(z) = { —(eletiB)e _ gla-iB)e) = Loaron gy siA <0
2i3 B
1 1
L (platBre _ ga-pay — L jaegenn A S0
e e e*senh(fx) si A >
(4.43)
(
ea(m—mo) [yO + (y6 — Oéyo)(x — xo)] siA=0
Yn(z) = 9 yoe@=20) cos Bz — x0) + %(y(’) — ayp)e®®=20) sen B(z — x) siA <0
\ Yoe® @) cosh B(z — x¢) + %(yg — ayp)e@ ™) senh B(x — xp) si A >0

(4.44)

Corolario 4.2.2 ([3]). Sea f una funcién continua en [ y que xo € [ sea fijo. Cada

solucién y de Ly = f(x) en el intervalo I puede escribirse como y = y, + y5, donde

w(@) = [ gla—r(0)at (445)

0

resuelve (4.4) con las condiciones iniciales y, (o) = y,(z0) = 0,y y es la solucién de la

ecuacion homogénea (4.5) tal que y,(z0) = y(zo), yp(xo) = ¥ (o).

Demostracion. Sea y cualquier solucion de (4.4) en I, y sea yo = y(zo), yo = ¥ (o).
Entonces y resuelve el problema (4.27), y por unicidad y viene dada por (4.28). Asi y =
Yp + Yn, donde y,,, dada por (4.45), resuelve (4.4) con las condiciones iniciales triviales en
X0, Y Yn, dada por (4.31)—(4.44), resuelve (4.5) con las mismas condiciones iniciales de

y en xg. [
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4.3 RESPUESTA IMPULSIVA Y EDLNH CON COEFICIENTES CONSTAN-

TES DE TERCER ORDEN

Sea la ecuacion diferencial lineal de tercer orden con coeficientes constantes

"

Y+ ary” + ay + asy = f(x), (4.46)

donde f : I — R es una funcién continua en el intervalo I C R, para f = 0 la ecuacién
homogénea asociada es

"

y" 4+ a1y + ayy’ + azy = 0. (4.47)

Teorema 4.3.1. Sea f una funcién continua en I, zo € I, 4o, ¥, ¥y € R. La solucién del

problema de valor inicial

"+ ary” + ay + azy = f(x)

(4.48)
y(zo) = bo, ¥'(wo) = b1, y" (o) = b2
es Unica, definida en /, y estd dada por
y(@) = [ e = Df ()t
xo
+ (bg + Cllbl + agbo)g)\l)\z,\g (33 — ZZ'()) (449)
+ (b1 + a1bo) g, 2, (T — T0) + Dogh, a0, (T — 20), @ € 1,
donde g, 1,2, €s la funcion definida por
T t2
Irrara(t) = / roletz) ( / eM(“‘“)e*mdtl) dty. (4.50)
0 0
En particular, si f = 0, la solucién del problema homogéneo
y/// + a/ly” + a2y/ _|_ a3y — 0
4.51)
y(wo) = bo, y'(z0) = b1, y"(20) = ba,
con z( € R arbitrario, es unica, de clase C'° sobre R, y estd dada por
yn(x) = (b2 + a1y + asbo)ga, xons (€ — o)
(4.52)

+ (b1 + albO)gg\l)\z)\g (x — x0) + boggl,\2,\3 (l’ - $0)7 r e R.
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Demostracion. Escribiendo (4.48) en términos del operador diferencial

(L)) (s
(L)) (i e
N ~ hl v
ha

de donde tenemos tres ecuaciones diferenciales de primer orden

(%—)\l)hng(x) (%—/\Q)hlzhg (%_)\3>y:hl

(4.55)
by — Mhy = f(x) hy = Aahy = hy Yy = Asy = ha,
es decir, y resuelve (4.48) si y sdlo si,
h/2 — )\1h2 = f(ZL‘) h'/l — )\th = hg
hy resuelve ,  hy resuelve y
ha (o) = ha, hi (o) = ha,

Y — A3y = hi(w)
y resuelve

y(z0) = Yo

Segtn (4.3), la solucién a estas tres ecuaciones diferenciales se expresa como sigue:

para ho
halw) = [ D f(t)dt + hy(mp)e ),
20
para hy
hie) = [ Dhy(t)dt + I (),
20
para y

y(@) = [ @)t + ylag)e ).
o

Reemplazando hsy en hy y hy en y, se obtiene

y(x) _ /z e,\g(x—t3)</t3 e)\Q(tg—tQ) (/tz e)‘l(tQ_tl)f(tl)dtl + hQ(x(])e)\l(tQ_xO)) dtg
xo xo x

0
+ hy (xo)e&(tg’_wo)) dts + y(xo)e =),
(4.56)
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y(x) _ /az 6)\3(z—t3) (/ta 6)\2(t3—t2) (/t2 6A1(t2—t1)f<t1)dt1) dtg) dtg
o o o

(& J/
-

I
+ h2($0) /w e (@—t3) (/t3 eAz(ts—t2)€A1(t2—wo)dt2) dts 4.57)
o o
I

+ hy (o) / A9 (ta) holta=20) gy 4 130\ No(—50)

Zo

Para I:

1= /x ets(@—ts) (/t3 2 (tz—t2) (/t2 6)\1(t2—t1)f(t1)dt1> dt2) dts
0 o o

N J/
-~

A

A es idéntico a (4.35), el cual es igual a (4.36), por lo que A puede expresarse como

A /t3 (/ti*_tl 6>\2(t3—t1—t2)6)‘1t2dt2) f(t1)dty,

entonces

= /z e)\3(x—t3) (/t3 (/t3—t1 e)\Q(t3—t1—t2)e)\1t2dt2) f(tl)dtl) dtg
Zo o 0

el término ¢** no depende t5 y e~*** no depende ¢;, entonces I puede escribirse de la

siguiente manera

_ A3z v ts —Asts3 ts—t1 )\2(t3—t1—t2) Aito
I=¢ € € € dtg f(tl)dtl dtg,
o o 0

los limites de integracion respecto a t3 son xy < t3 < x y respecto aty son g < t1 < t3.

La regi6n de integracién en el plano (¢4, t3)
D3 = {(t1,t3) € R? 1wy < t3 < m, m <ty <13},

es un tridngulo de vértices (zo, x¢), (2o, ) y (z,x)
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Figura 4

Region de integracion D3

t3 A

m -

como la funcién

tz—1t1
F(tl,tg) _ o ats (/0 eAz(t3t1t2)e>\1t2dt2) f(tl)

es una funcién continua en el tridngulo D3, entonces podemos intercambiar el orden de

integracion con nuevos limites de integracion dados en
Dy ={(ti,t3) €R* 12y <ty <, 4y Sty <ay

obteniendo asi

| /gC (/z e~ ats (/ts_tl e)‘2(t3_t1_t2)e)‘1t2dt2> f(tl)dtg) dt,
o t1 0
_ /x </3U 6A3(az—t3) (/t3—t1 6)\2(t3_t1—t2)6)\1t2dt2) dtg) f(tl)dtl
x0 t1 0

Si al sustituir ¢35 por t3 4 ¢; en la integral con respecto a ?3, los limites de integracion

cambian como sigue; 0 < t3 < x — ¢4, entonces

- [ ’ ( / T ate—ta—n) ( / e e>‘2(t3+t1—tl—t2)e>‘1t2dt2) dts) f(ty)dty
o 0 0

_ /x (/w—tl e>\3(x—t1—t3) (/t:s e>‘2(t3_t2)6>\1t2dt2) dtg) f(tl)dtl
zo 0 0

(. J

-~

Grg Ao (t3)
NS e
Vv

gA1>\2>\3g(x_t1)
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I= / g>\1>\2>\39(x - tl)f(tl)dtla
zo

de esto dltimo, gy, a,x,9() es llamada respuesta impulsiva de la ecuacién diferencial

"

y" + ary” + agy’ + asy = 0.

Para II:

I = / " rala—ta) ( / ° ehﬁrﬁﬂeh(tfzo)dtz) dts,

0 0

al sustituir ¢3 por t3 + x( en la integral con respecto a t3, obtenemos los nuevos limites de

integracion; t3 = x — x, t3 = 0, entonces

o= /m—xo 6)\3(.’.8725371‘0) (/t3+xo e)\z(tSJra:otz)e)\l(tzfto)dtz) dt3,
0 z

0

luego, al sustituir ¢, por t5 + o en la integral con respecto a ¢, se tiene los nuevos limites

de integracion; ¢ty = t3, to = 0, con esto Ultimo tenemos

II = /w_% e>\3(ﬂc—xo—t3) (/ts 6>\2(t3+x°_t2_x°)6A1(t2+x0_$0)dt2) dts
0 0

_ /x—zo ala—ao—ts) (/t?» 6)‘2(t3_t2)6>‘1t2dt2) dts
0 0

= Jaros (T — To).

Debemos destacar que

o )\3(z—$0—t3) ts )\Q(tg—tg) Ato
g>\1)\2)\3(m —.T,'()) :/ € /:] (& e dtg dtg

0
_ T 6)\3(1—153) (/t3 e)\Q(t3_t2)6)\1(t2—mo)dt2> dts,
x0 T

0

ademds, como estamos analizando una ecuacion de tercer grado, la ecuacion caracteristica
tiene 3 raices, por lo tanto, gy, ,), puede expresarse de 6 formas.
Con los resultados obtenidos en I'y II, la solucién y de (4.57) se expresa de la siguiente

manera

y(x) = /x Drirarsg(T — 1) f(E1)dtr 4 gagrons (T — T0)
o (4.58)

hi(g) [ €M) gty (g,

zo

a partir de los resultados obtenidos para ecuaciones diferenciales de primer y segundo
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orden, tenemos

T
/ Ml hallmao) gy — gy, (@ —x0) y M) = gy (x — @),
o

entonces (4.58) queda expresado como

y(r) = / Iararag(@ — ) [ (t1)dts + ha(To)gaires (¥ — 20) (4.59)

+ h1(20)grgr. (T — o) + y(20)gas (T — o).

Ahora, para calcular gy, y gx,»,, primero vamos a determinar las derivadas de la férmula

x to
Irnors (T) = /0 eh(rt2) ( /0 6A2(t2_“)eA3“dt1) dts.

Gapary (2) = O ( /0 6*2<w—t1>6A3t1dt1)

+/rﬁ |:e)\1(z—t2) (/tz e)\Q(tz_tl)e)\stldtl)} dt2
0o Ox 0

/ ( _ v )\Q(m—tl) )\3t1dt )\ v Al(z—tz) t2 )\Q(tg—tl) )\3t1dt dt
g)\1)\2)\3 ‘T)_ 0 € € 1_'_ 1 0 € 0 e e 1 2

Prirons (1) = Drons (%) + Argainons (), (4.60)

de donde
I3 (.T) = gg\l)\g)\g (ZL’) - )\19)\1)\2)\3 (x) 4.61)

z 0
Az(z—x) A3z Ao (x—t A3t
93:1)\2,\3(3:) = e 2( )e 3 +/0 % |:6 2( 1)6 3 1:| dtl

= /
+ ()\1 / e)\l(x—tQ) (/tz 6)‘2(t2_t1)€)\3t1dt1> dtg)
0 0

ggfl)\g)\g, ('T) - 6)\3:3 + )\2g>\2>\3 (x) + )\193\1)\2)\3 (x)

93{1/\2/\3 (:'E) = g)\3 (x) + )\2 (93\1)\2)\3 (x) - )\19)\1)\2>\3 (x)) + )\193\1>\2>\3 (x)

ggl)\z)\g (.T) = g)\S (‘/L‘) + ()\1 + )\2)93\1)\2)\3 (x) - )\1)\29>\1>\2>\3 (x) (462)
de donde
g)\?, (1‘) = ggl)\gkg, (x) - (>\1 + )\2)93\1)\2>\3 (':E) + )\1)\2-g>\1>\2>\3 (x) (4'63)

Otro problema de la solucién y en (4.58) es conocer los valores de; hy(xo), he(z), para

ello, vamos a usar (4.55)
hl = y/ - )\3ya h2 - hll - )\2h17
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como h} = y"” — A31/, entonces
ha =y" — X3y’ — Xa(y — Asy)

ho =y" — (Ao + A3)y' + A3y,

para z en I, se tiene

hi(wo) = y'(w0) — Azy (o), ha(wo) = y"(w0) — (A2 + A3)y' (20) + A2 Azy(o)

hl (iL‘Q) = bl — )\3b0, hg(l’o) = bQ — ()\2 + )\3)b1 + )\2)\3()(). (464)

Por dltimo, sustituimos (4.61), (4.63) y (4.64) en (4.59)

xT

y(x) = . Irirersg (T — t1) f(t1)dly
+ [ba — (A2 + A3)b1 + AaAsbo] gayxons (T — T0)
+ (by — Asho) [gg\1>\2/\3 (x — xg) — )\1}
+ b0 [93, 3005 (€ = 20) = (A1 + A2) G5, 2005 (T — Z0) + A1 A2ga,a0ns (T — 0)]
y(@) = [ groangle — 1) f(B)dn

+ [bg — ()\1 + Ao+ )\3)1)1 + ()\1/\2 + Az + )\2)\3>b0] [/ONP TPV (x - 300)

+ [bl - ()\1 + Ay + /\3)b0] glxl,\z,\3 (CU - xo) + boglx/lAg,\g (90 - 950)

y(.’I}) = / g)\1)\2)\3g(x - tl)f(tl)dtl
xo
+ (bg + a1b1 + agbo)g)\l)\z)\s ((E — .To) + (bl + albo)gg\l)\Z)\S (.’I? — xo) (465)

+ bog)\l)\z)\;;( .TO).

Para la solucién y podemos hacer el siguiente convenio. Sea

Co = bz + albl + a2b0

c1 = by +aiby
Co = b0>
entonces se tiene y como
/ g>\1)\2)\3 ( )dt + cog)\lA2)\3 (f)f - xo) + clg)\lx\Q/\g,( ) + CQQS{l/\2A3 (‘r - 'IO)
y() :/ Iairors (T — 1) f(t)dt + chgmm( — xp) . (4.66)
N o k=0
yp(2) yh‘(rx)
OJ
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Podemos probar directamente que la funcion y dada por (4.49) soluciona (4.48).

Entonces derivemos y bajo el signo integral

V() = 0 OF@) + [ lorirans (o — 05 (0)] de

xo

+ (bg + a1by + a2bO)93\1,\2,\3 (z — o)

+ (b + albo)gi\ll)\z)\g (x —x0) + bogi\/’l,\2,\3 (x — o)

(@) = [ Ghunana® = DF @)t + (b + arby + azbo), a0, (& = 70)
o (4.67)

+ (bl + albo)QIAIIAQAS (95 - 1’0) + boglxﬂl,\QAf, (5" - 370),

donde gy, x,;(0) = 0, cuando = = 0 en (4.50). Continuando, derivamos v/ ()

V@) = s OF@) + [ [, = (D) di

zo

+ (b2 + albl + 02b0)9K1A2A3 (3;' - xo)

+ (b1 + a1bo) g, apxs (T — T0) + bogﬁ‘f&m (x — x0)

/ Graons (T — 1) f(E) + (b2 + arby + azbo) gy, x,n, (T — 20)
(4.68)

+ (b1 + a1bo)g&”y\2,\3 (x — xo) + bog,(\?xzm (z — ),

donde g} ,,,(0) = 0, cuando = = 0 en (4.60), Derivamos 3" ()

z 0

7"(@) = o, OF @) + [ [ @ = 07 (0)] de

Zo

+ (b2 + a1by + azbo)gyi s, (x — o)

4 5
+ (b1 + a1bo>9§1)xz,\3(33 — ) + bog,(\l),\QA3 (z — x0)

y"(x )+ / Prnans (@ = ) F () + (b2 + a1by + a2bo) g\ agn, (7 — o)

4 5
+ (b1 + &150)9§1),\2,\3 (x — o) + bogf\l)Agxg (z — o),

donde g} ,),(0) = 1, cuando = = 0 en (4.62).
Sea y(z) = y" 4+ a1y” + a2y’ + azy. Entonces, al sustituir (4.67), (4.68) y (4.69) en la
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"

expresion y”' + a1y” + asy’ + asy obtenemos

Y(z) = f(z) + ’ Prirons (@ — 1) f(£)dt + (by + a1by + azbo) gy’ x5, (2 — 20)
+ (b1 + a1bo)g,(\?,\2x3 (= x0) + 5095\51&2& (z — 20)
+ay / G ng (& = B F(£)dt + a3 (by + arby + abo)glop,, (& — 7o)
+ a1(by + a1bo) g, (T — 70) + arbogiha, (& — o)

+ az/ Prirons (@ — ) f(t)dt 4 az(by + a1y + azbo) gy, ayas (T — 0)

0

+ az(by + azbo) g, a,n, (T — 20) + a2bog. x5, (T — T0)

+ CL3/ G doAs (3: — t)f(t)dt + a3(b2 + ai1by + (Lgbo)g)\l)\2)\3 (x — xo)

0

+ az(by + azbo) g, o, (T — 20) + asbog, a,a, (T — To)

x

’)/(‘T)) = f(l') + / (ggfllx\z)\g + alggl)\Q)\:j + a2.g/A1)\2/\3 + a3g)\1)\2)\3)($ - t)f(t)dt
X

0

+ (b2 + a1y + azbo) [(Fhrons T 0195, a00s T @200, 200 T+ 3900005 (T — Z0)]

d
+ (b1 + arbo) (9N aons + @195 2008 T Q290 a0ns F @3901000s ) (2 — 20)]

d2
+ boﬁ [(g/):g)\z)\g + ang1A2A3 + a2g;\1>\2>\3 + G/3g)\1)\2/\3)($ - fL'(])] ° (4'70)

Para concluir, es necesario establecer el valor de la expresion g\',, ., + @195, a0, T

/ s 4
295, 205 T 43970005+ Para ello, vamos a emplear la ecuacion (4.62)

gg{1)\2)\3 (ZL‘) = 6)\333 + <)‘1 + )‘2>gg\1>\2)\3 (:)3) - )‘1)‘29>\1/\2>\3 (:E),

donde su derivada es

"

Trirars () = A3€™7 4 (A1 4 A2) 9N 200 (2) = A Aagh an, ()
= 23 [95, 200 () = (A1 4+ X2) 05 20 (2) + A1 A290000 (7)]
+ (A1 + A2) 05, a0n (7) = MA2g) a0, (2)
= (M1 4+ A2+ A3) 90 xons () = (A A2 + XA + XaA3) ) auns () + A1 A2 Azga, a0, (2)

ggfll)\g)\g (33) = _a’]-gi\/l)\z)\g (QIT) - a’293\1)\2)\3 (‘T)) - a3g>\1)\2)\3 (QU),
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ordenando la expresion anterior

ggill)\g)\g ('T) + algl):l)\g)\g ('T> + a’2g3\1)\2)\3 ('I) + a3g>\1)\2)\3 (I‘) = 0

(g;:/1>q>\3 + alggl)\QA;’j + a293\1>\2)\3 + a3gK,1)\2>\3) (I) = 0 (471)

Finalmente, reemplazando el resultado (4.71) en (4.70), se tiene

Y+ a1y + ay +azy = f(x) + / 0- f(t)dt + (by + arby + azbp) - 0
xo

d d?
+ (bl + albo)@(()) + bO@(O)

= f(z), Vo e l.
Por lo tanto, la funcién y(z) resuelve (4.48) en el intervalo I, es decir y(x) es una solucién
de (4.48).
De la demostracion anterior, gy, x, 1, Tesuelve la siguiente ecuacion homogénea de

valor inicial

Yy + a1y +ay +a3=0

y(0) = 0,y(0) = 0,4"(0) =1
Corolario 4.3.1. Sea f una funcién continua en / y que z, sea fijo. Cada solucién de

Ly = f(x) en el intervalo I puede ser escribirse como y = y,, + y, donde

x

w(@) = [ gle—z)f(0)at 4.72)

0

resuelve (4.46) con las condiciones iniciales (7o) = ¥, (70) = ¥, (20) = 0y yn es solu-
cidn de la ecuacion homogénea (4.47) tal que y,, (o) = y(z0), yp,(x0) = ¥/ (x0), y) (x0) =

yll<x0).

Demostracion. Seay cualquier solucién de (4.46)en I,y seaby = y(xg), b1 = v (x0), by =
y"(zo). Entonces y resuelve el problema (4.48), y por unicidad y viene dado por (4.49).
Asi y = y, + yn, donde y,,, dada por (4.72), resuelve (4.46) con las condiciones iniciales
triviales en z, y y,, dada por (4.66), resuelve (4.47) con las condiciones iniciales de y en

Zo-. OJ
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Teorema 4.3.2 ([3]). La respuesta impulsiva g del operador diferencial
v= () ra(g) re(z)
=(— ar | — as | — a
dx "\ dx > \dx 5
estd dada como sigue. Sean \{, Ao, A3 raices del polinomio caracteristico
p(AN) = X3+ a A+ ap)\ + as.
1. Si Ay # XAy # A3

l.a) Ay, A2, A3 € R, entonces
e)\lx e)\zx e)\gx
e\ T) = + + .
P () (A= A2)(Ar = A3) - (A= A1) (A2 = Az)  (As = A)(As — Ag)
(4.73)

1.b) A € Ry g3 =a=x1ifconf # 0, entonces

— T — - az oz )
Irrors () h o) i et + B(a 1)e*® sen fx — e® cos fx
4.74)
2. Si Ay = Xy # A3, donde A\{, A, A3 € R, entonces
1 A3z Az Az
Prarars (T) = m [e 3 — eMT 4 (A — A3)ze ] ) 4.75)
3. Si A1 = Ay = A3, donde A, A2, A3 € R, entonces
1 2 iz
[ONPYIY (.T) = 5‘77 e . (476)
Demostracion.
Para poder probar el teorema, utilizaremos la férmula (4.50)
T xa(e—ta) [ [ dalta—t1) At
gM&M@):/'eS 2 /‘e22 VeMide, ) dt,. 4.77)
0 0

1. Sid #£ )\ # g

l.a) Para A\;, Ay, A3 € R . Entonces para las raices reales diferentes A\, y \; usare-

mos (4.21), que es la respuesta impulsiva para ecuaciones diferenciales lineales
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homogéneas de segundo orden
t2A1 _ gtz

)

to e
A2(ta—t1) JA1t1 _

e e dt = ]
/0 ! A — Ao

reemplazando la expresion anterior en (4.77)
x ta1 Aoto
_ A3(z—t2) € —€ d
x)=|[ e — | dt
Iaras (7) /0 ( M — o ) 2
x €t2(>\1—>\3) _ etz(/\2—/\3)

A3x
=e
/0 Al — Ao

A3x —etg()\lf)\g,) etz()\gf)\g,) ‘| z

dty

e
T x| A - 0
B 6)\3:13 B 690()\17)\3) eﬁ()\gf)\g,) 1 1
DYDY PV D VD VD _>\1—)\3+>\2—)\3
(x) B e)\lm N 6)\290 N 6)\3:1:
Phads (A1 =A2)(A1 = A3) (A2 = A)(A2—A3) (A3 = A1)(A3 — Ag)
4.78)

1.b) De (4.78),cuando \; € Ry Ay 3 = a £ con /3 # 0, entonces

Az e(aJriﬁ):c
(4.79)

| " et iB—a)(2i)

Gr1 a3 <$) = [)\1 — (Od + Z,@)] [/\1 — (Oé - Z/B)

e(a_iﬂ)x

e =B ) (2ip)

(a = Xp) (€7 — e7ih7) B (e"* 4 e=hT)
(A1 — @) + 2] (2i)

6)\1:t

T a1 B =)t B 2B

M (a —A)senfz cos fx

R C AR (O Ve E Ry N ) R G Wy 2

1 1
Triors (T) = o) eMT 4 B(a — A\)e*sen fr — e cos fx| . (4.80)

2. Sea \; = Ay # A3y A1, Ao, A3 € R. Entonces para las raices reales iguales Ay y Ay

usaremos (4.23), que es la respuesta impulsiva para ecuaciones diferenciales lineales

homogéneas de segundo orden

to
/ e)\2(t2—t1)e>\1t1 dtl — t2€)\1t2
0
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reemplazando la expresion anterior en (4.77)

T xT
Darans () :/O es(z—t2) (t26>\1t2) dty = 6)‘31/0 t26(>\1—>\3)t2dt2

_ e [e(Al_AB)tQ(t2()\1 —A3) — 1)] :

(A1 = Ag)? 0

6)\390

=T o [T @ = A =1 +1]

1
g,\l,\2A3(:c) :m[e&ab@ _ el + ()\1 . )\3)1136)‘190]

3. Sea A\; = Xy = A3y A\, Ao, A3 € R, entonces
to
/ e)\z(tzftl)ekltldtl — t2e>\1t2’
0

reemplazando la expresion anterior en (4.77)

xT

x T t2
Irirons () = /O R (T N /0 tadty = N7 2

0

1

:_126)\117

44  RESPUESTA IMPULSIVA Y EDLNH CON COEFICIENTES CONSTAN-

TES DE n-ESIMO ORDEN

Esta investigacion no se centra en el caso general, pero se puede generalizar a
partir de los resultados obtenidos para ecuaciones diferenciales de segundo y tercer orden.
Sea la ecuacion diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes de n-ésimo

orden
Y™+ ay ™Y +agy™ P 4+ a1y + any = f(2) (4.81)

donde ay, as,...,a, sonconstantesy f : I C R — Res continuaen /. Si f = 0, se tiene
la ecuacion homogénea, asociada
Y™+ ay" Y +asy" P by +any =0 (4.82)
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podemos reescribir las dos ultimas ecuaciones de la siguiente manera

Ly=f(x) y Ly=0,
donde L es el operador diferencial lineal de n-esimo orden con coeficientes constantes

dada por

d\" d\"! (d)
L—(%) +CL1 (@) +---+an_1 % +6Ln. (483)

Teorema 4.4.1 ([3]). Sea f una funcion continuaen I, zg € I. Sea by, by,...,b,_1 € R,
A1, Ao, ..., A, € C,y sea L el operador diferencial lineal (4.83). Entonces el problema de

valor inicial

Ly = f(z)
(4.84)
y(z0) = bo, ¥/ (w0) = b1, ..., y" "V (xg) = b1
tiene solucion Unica, definida sobre [ y estd dada por
z n—1
y(@) = [ grnn@ = 0@+ Y ceg® (@ — o), (485)
o k=0
donde gy, .., es la funcién definida por
Drin (SL‘) :/x eAn(x—tn_1) (/tn_1 e)m—1(tn—1—tn—2) .
" 0 0
(4.86)
t3 to
: ( / e (tat2) ( / eAQ(tz_“)e’\ltldtl) dtQ) ---dtn_Q) dtn_1,
0 0
ademads, los coeficientes ¢, estdn dados por
(
co =bp1+arbp_o+ -+ an_2by + a,_1bg
c1 = bnfz + albn,g + -+ Gn,3b1 + CLn,QbO
4 : (4.87)

Cp—3 = bg —+ a1b1 + a2b0
Cn—2 = b1 + aiby

Cp—1 — bo.

\

In particular, si f = 0, la solucién del problema homogéneo
Ly=20
y(xo) = bo,y' (o) = by, ..., y" V(xo) = bn_,
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con z( € R arbitrario, es tnica, de clase C'™° sobre R, y estd dada por
n—1
yn(z) = Z ckg(k) (x — zp). (4.88)
k=0
Demostracion. La ecuacion diferencial de n-ésimo orden
Y™ + a1y 4 agy™ P 4+ a1y + any = f(). (4.89)

se puede reescribir como

(4) () () (ne) () oo

h
1
ha
h:fQ ’
h:il
de (4.90) tenemos las siguientes ecuaciones diferenciales
) (&) (&)
— =N hp = s \l— =X hpo=hy 1, - \—=AJy=~h
(dx 1 1 f(iU) dr 2 2 1 dr Y 1
h;lil — /\1hn_1 = f(.’l?), h;7,72 — )\th_g = hn—l gy Tty y/ — )\ny = hl. (491)

vemos que y resuelve (4.84) siy sélo si h,,_; resuelve la primera ecuacién de (4.91) con
el valor inicial en el punto g, h,_o resuelve la segunda ecuacién de (4.91) con el valor
inicial en el punto zy, del mismo modo para las siguientes ecuaciones. Segun (4.3), la

solucion a estas ecuaciones diferenciales se expresa como sigue:

t
h’n—l(tQ) — / 2 e)\l(tQ—tl)f(tl)dtl + hn—l('rO)e)\l(tQ_zo)

o

t
hn—2<t3) — / 3 e)\z(t3—t2)hn_1(t2)dt2 + hn—2(£0>€)\2(t3_x0)

o

tyq
hn—3 (t4) = / e>\3 (t4—t3)hn_2(t3)dt3 + hn—3 (x0>6)\3(t4—xo)

z0

h2(tn_1) :/ e/\n—Q(tn—l—tn—2)h3(tn_2)dtn_2 +h2(x0)€)\n_2(tn_1_xo)
xo

tn
ha(t,) = / et o (t b,y + hy(g)et—1 o)

0
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y(@) = [ IR (L)t + ylag)e =,
Zo

donde y estd dada por

x tn
y(:c):/ A (@=tn) (/ -1 ltn—tn_1) |
x zo

0

t3 t2
. (/ 6>\2(t3—t2) (/ 6>‘1(t2_t1)f(t1)dt1 + hnl(xo)e/h(iz—wo)) dts + hn2($0)6>\2(t3—ro)) dts - - -
z0

o

.. ~dtn,2) dtp_o + ho (wo)eA"*2(t"*17z°))dtn,1 +h (xo)eknﬂ(tnfzo)) dt, + y(xo)ekn(rfzo)

x tn t3 ta
y(z):/ An(@—tn) (/ An—1Gn—tn_1) </ 2tz —t2) </ e*l(f2f1>f(t1)dt1> dts - ) dtnl) dtn,
o o o o

+y(x0)e>\n(m*$0)+/ e*n(m*tn)hl(mo)e)‘n—l(tn*mo)dtn
o

x tn
+/ ern(@—tn) </ e’\"1(t"_t"l)hg(z[))exnz(t"I_Io)dtn1> dt,,
ro z0o
z tn tn—1
+/ ekn(z*tn) </ ekn—l(tntn—l)</ exn—2<tn—1tn—2>h3(x0)e>‘n—3(tn—2mO)dtn2>dtnl)dtn+ A
z0

o o

x tn tg t3
.4+/ ekn(w—tn)</ ern—1(tn—tn_1) | </ 6%3(t4—i3)</ e>‘2(t3_t2)hn_l(mo)e)‘l(tz_mmdm)dt3-~-
z0 &) z0

z0o

T )dtn—1>dtn

y(z) = /: Irr.x (T = 1) f(t)dts + y(x0)gn, (T — o) + hi(To)ga,r,_, (T — o)

0

+ 72 (20) Irurn—1 Ao (T — T0) + -+ 4 h2(T0) gr,,.. 20 (T — Z0)

+ hn—1(20) g, n (T — o).
4.92)

Ahora, para determinar g, gx,_ ., - - - » Gro---2, Utilizaremos gy, ., recordemos que el

orden de las raices en la formula gy,  », no altera el resultado. La férmula gy, », estd

dada por:

x

tn tn—1
Gryon, (1) = / et ) (/ er2(tn—tn-1) (/ ersltn—1—tn—2)
0 0 0
ta t3
(/ ern—2(tats) (/ eA"—l(t?»—t?)eAlt?dtQ) dtg) dty - )dtn_l)dtn.
0

0

1(x—tn
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Primero derivamos gy, .,

Dy (T) = Droeoan () + A1gr, .00 (2)

9810 (T) = Gagonn (2) + X292, 0, () + Aigh,a,, (2)

"

Brur o () = Braean (8) + A3grs.. 00 (2) + A2ghy . x, () + X195, 0, (T)
_ : (4.93)

(n— 2)

Ixs... ( ) = 9xn_12n (:E) + )‘n—2g>\n—2>\n—1>\n (.CE) + )‘"—3gl>\n—3»-~>\n (;l’) +oo )‘QQ(n 4) ( ) + )‘1 (n 3) (3:)

9V TR (@) = g0, (@) + Anc19a, 1 (8) F Anc2gh, oan 1o (@) + o+ Aegl T (@) + Mgl (2),

luego despejando Doryoans Padns -3 D1 dns Grn de las ecuaciones anteriores

Iroeidn = I0yn, — AIA1 A

Dradn = Ihia, — AL+ A2)0), a, + A1 h2gn, .,

"

Iadn = Gryn, — A1+ Ao+ )\3)93\/1,,,,\n + [A1 (A2 + A3) + A2As) gﬁ\lm,\n — AMA2A309x, .0,
Drsdn = 00— A+ A2+ Ag + A)gl s+ M2+ Ag + A3) + A2+ Aa) + AsAal g,

An

— A A2(As + M) + A dsha + A Azl g, x, + At A2 Az,

1
n—2 n—3
I 1 An = ggl...x)ﬁr(—l)l Z H)\z‘j gglx)
1<i1<ia< <4, <n—2 j=1
2
n—4
D SN 01 e S

1<d1 <<+ <ip <n—2 Jj=1

n—4
cet (_1)”_4 Z H )\ij 93{1..)\”

1<ii<ig< - <ip<n—2 j=1

n—3
+ (=) > ITX | 9, (4.94)

1<i1<io< <t <n—2 j=1

n—2
+ (=12 > 11X ) onn

1< <ip < <ip<n—2 j=1

A R N 0 AT =
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+(=1)* > (H Aw) g, T

1<i1 <ip < <ipg<n—1 \ j=1

n—3
c (=18 z (H /\z’j) 9N

1<t <ip < <ip<n—1

+ (=" > <1:[ /\z‘,) 9o

1<i1<ig<-<ip<n—1 \ j=1

n—1
+ (=)t Z <H )\ij> A1 A

1<i1<io< - <ip<n—1 =1

Otro problema de la solucién y en (4.92) es saber los valores de; hy(xg),ha(x), .. .,

hn—1(z0), para ello, vamos a usar (4.91)
hi = y/ - /\ny
he =y" — (An—1 + M)y + A1y

h3 = ?/m - ()\n—2>\n—1)\n)y” + [>\n—2(>\n—1 + )\n) + >\n—1)\n] y/ - >\n—2)\n—l)\ny

hn—2 _ y(n—2) + (_1)1 Z <H )\z]> y(n—B)

3<iy <ig<-<ip<n \j=1

+(—1) Z (ﬁ /\ij> Yy

3<i) <t < <ip<n

n—3
s (1) Z (1_[1 Aij> Y (4.95)

3<i1 <2< < <n j=

Y (A) y
1

3<i1<ig < <ig<n \Jj=

oy =y 4 (=1)! > (HM) o

2<i1 <9< <1 <n \g=1

+ (_1)2 Z (ﬁ )\ij) y(n—3) 4.

2<01 <2<+ <ip<n

<+ (_1)n—2 Z (ﬁ Al;) y'

2<iy <ip <<t <n \j=

IEIEEES ( Aij>y,

2<i1 << <ip<n \Jj=
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evaluando las ecuaciones (4.95) en xy y con las condiciones de valores iniciales, se tiene
hl(l‘o) = bl — )\nbO
ha(zg) = by — (Ap—1 + An)b1 + A—1Anbo

hs(zo) = b3 — (An—2An—1An)b2 + [A—2(An—1 + An) + A1 An] b1 — A—2An—1Anbo

hn—Q(fEO) = bn—2 + (_1)1 Z (H )\z]> bn—3

3<iy <ipg<--<ip<n \j=1

+ (1) > (H Aij> bpa+ -

3<i1<ig< - <ip<n \j=1

n—3
c (=B Z ( L )‘ij) by (4.96)

3<i1 << <ip<n \j=

U Y (H A) bo

3<i1<ig<-<ip<n \j=

hn—l(xO) = bn—l + (_1)1 Z (H >\ij> bn—Z

2<i1 <ip< - <ip<n \j=1

IS (H Aij> bns + -

2<i1 <ip <+ <ipg<n \j=1

4 <_1)”_2 Z (h )\z]> b1

2<i1 <9< < <n

+ (_1)n—l Z (ﬁ /\ij> bo.-

2<i) <ig<---<irp<n \j=1

Desde (4.92) tenemos

(@)= [ gl = 00) F(1)d0 -+ (o), (2 = 20) + ha(w0)gs, -, (= 0)

Fho(20) g, sy (T — 20)+ + + +hna(T0)gr, . (T — o) (4.97)

+ hp—1(20) g, .. A (€ — 20).
donde

Yn(x) = y(20)gr, (* — 20) + h1(20)gr,nn_1 (T — 20) + h2(T0) grurn_1An_o (T — T0) + - -

4 hpa(20) g, ne (T — o) + hne1(20)ga,..x, (T — T0). (4.98)
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Luego sustituimos (4.94) y (4.96) en (4.98)

yn(z) = |:bn1 — A+ X+ F b2+ M2+ FAR) FA2(As o An) F - F A1) bros
n—2 n—1
o (-1 ) IT> o+ o > [T>o ) eo] oninn
1<ip<ig<-<ip<n \j=1 1<ig<ig<-<ip<n \j=1

Flbnz—Ar+Xe4+ -+ X)bns+ A2+ FA) +FX2A3+ -+ An) + -+ A1 An) bna

n—3 n—2
Fo e (m)"? > <H M) bt (-1 > ( M) bo| 9y an
=1

1<iy<ig<-—<ip<n \j=1 1<iy <ig<--<ip<n \j

(n—3)

+"'+[b2_(>\1+)\2+"'+)\n)b1+(>\1(>\2+"'+>\n)+)\2()\3+"'+)\n)+"'+)\n71>\n)b01|g>\1”'xn

+[b1 = Qa Ao+ A)bo g TR

+ bo ggil)n,

utilizando las férmulas de Vieta, tenemos la solucién homogénea asociada

Yn(®) = (b1 + arbp_s + asbp_g + - + Gn_abi + an_1bo) g, .2,

+ (bnz + a1by 3 + agbpa + - + an_sby + an_2bo) g3, 5

An

44 (b2 + a1b; + a2b0) 9&?_?

n

+ (bl + albo) gg\?_i)

n

n—1
+ bO g§\1>\)n :

Podemos reducir a un més y, por medio del siguiente arreglo. Sea c; los coeficientes
dados por:
co=">by_1+ab, o+ -+ a, 2b; +a,_1by
c1=bp o+ arb,_3+ -+ a,_3b; + a,_2by
(4.99)
Cn—3 = by 4+ a1by + asby
Cn—2 = by + aiby

Cp—1 = b07
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entonces y;, puede escribirse como

Yn(T) = cogrin, + 195,00, T+ Cn—zggﬁ._“i)n + Cn—lggﬁlx)n

n—1
= Z ckg(k)(x — ).
k=0

Por lo tanto y de (4.97) queda expresado como
T n—1
v@) = [ gnoan@—t)fE)dh + Y g —z).  (@100)
o k=0
]

Podemos probar directamente que la funcién y dada por (4.85) soluciona (4.84).

Entonces derivemos y bajo el signo integral

y/(x) = gx..\, (O)f(flf) + /9:: gf\l__.,\n(x — tl)f(tl)dtl + (nz:: Ckg(k)(l' — 330)) ,

V() = 0 OF@) + [ g e = 0)F )0+ g~ 20),
o k=1

si evaluamos z = 0 en gy, ., (x) de la ecuacién (4.86), se tiene que gy, (0) =0,y

ademas si evaluamos z = 0 en las féormulas (4.93) se tiene:

Gron (00 =0, g%, (0)=0, ..., g\" 3 (0)=0, g ) (0)=1

con este resultado, las derivadas de y estdn dadas de la forma siguiente:

Y@ = [ o= 0170+ g @ w0)

k=1
T n+1
y'(x) = [ g\, (@ —t)f(t)dt + Z chag®(x — )
o k=2
T n+2
y"(x) = / gy (@ —t) ft)dt + > er3g™ (z — 20)
Zo k=3
T . 2n—2
y ") = [ g =t ft)dt + Y ckng® (@ — o)
Zo k=n—1
T (n) 2n—1
v 2) = f@) + [ gl @ = ) )t + Y g™ — o)
0 k=n
7
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Sea ((z) = y™ + a1y Y + - -- + a,y, entonces tenemos

2n—1

((x) = f(x) + / g (=) ft)dt + Y crng® (@ — ap)

k=n

2n—2
+ay (/ AN (@ — ) ft)dh + Y cknig® (@ — fEO)) + -

k=n—1

“tan—1 (/ g>\1 37 - tl)f(tl)dtl + Z Ck—lg(k)(.%' — .’to))

k=1

n—1
(/ Do (@ —t1) ft1)dtr + ) g™ (z — 330))

k=0
C(x) = flz)+ / (98 s+ argll N+ angan,) (@ — 0) f(t)dt

+ o [(9/(\1) A, T algf\l Vo4 ang)\l...)\n> (x— tl)]

ta dd [(g/(\l) A T alg&? A) +oe Tt ang,\l...xn) (z — tl)]
(4.101)

+C2j_:2 [(gg\l) A +a1g(n b + "‘ang)\l...An) (IZZ _tl)} +oe

dn—2 [( (n) (n—1)

o+ Cn-2 7775 [\IAran +aigy, ., Tt angxl.../\n> (z — tl)}

+ cn_1dn—71 (087 5, + argh )+ + angan, ) (2 — 1)

dxn—2
ahora solo faltaria determinar g/(\q’) A, T a1 ggﬁ_i\)n + -+ ang,.. ., Paraello, utilizaremos

gx, de (4.94)

B, =g+ (=1 > (H M) e,

1< <ig<-+<ip<n—1

IETTS (H A,J) o4 4

1<i1 <ig << <n—1 \j=1

o (-1 > (H AZJ) 9 (4.102)

1<i1 << <ipg<n—1

+ (-2 > (H )‘zg) I

1<t <t <<t <n—1

+ (=)™t Z (1:[ ) Irin s

1<i1 <o << <n—1

derivamos gy, donde g, = e*®

gg\n = )\n.g)\n
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la ecuacion anterior puede ser expresada en términos del operador diferencial
(D —X\)gn, =0, (4.103)

de igual manera, g, de (4.102) puede escribirse en términos del operador diferencial

(e, B (1)
+ (1) > (H )D“’

1<i1 << <ip<n—1

I (O

1<iy <ig<--<ig<n—1 \j=1

+ (=1 > (nl:f M) D

1< <2< <ip<n—1

+ (-1t > ("1:[1 )\ij) )g/\l..)\n

1< <2< <1 <n—1

Do =((D=X)(D=X2)-- (D= A1) Grroonn (4.104)
(4.104) en (4.103)
(D =A) (D =X) (D= Xg) -+ (D= A1) Grror, = O

utilizando las formulas de Vieta tenemos

o s T gl e dugaa, = 0. (4.105)

Finalmente, reemplazamos (4.105) en (4.101)

y(n) + aly(n—l) + a2y(n—2) + -t ayy = —{—/ tl dtl

d d?
+Co[0]+01% d2[0]+ c

n—2 m—1

dn2

[0] +02
+Cn 277 5

y ™+ ary™ Y Fagy™ D 1 ay = fa), Vo e 1.

De la demostracién anterior, podemos observar que toda solucién puede escribirse
como y = Y, + Yu, donde y,(z) = [ g(x — t)f(t)dt resuelve Ly = f(x) con las

condiciones iniciales y;k> (o) =0para0 <k <n-—1.
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FORMULA RESPUESTA IMPULSIVA
Para la ecuacidn diferencial lineal homogénea de primer orden con coeficientes
constantes, la respuesta impulsiva g estd definido por
g(x) = e, (4.106)
donde )\ es la raiz de la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién diferencial homo-

génea de primer orden. En el caso de la ecuacion diferencial de segundo orden, del cual

se hizo un andlisis extenso, la respuesta impulsiva es definida por
x x
Gur,(T) = / eE—teMt gy — / eMEtrtgr e R (4.107)
0 0
o puede ser expresado de la siguiente manera

Iraure (T / Gro (T —t)gn, (t)dt = / gr, (T — 1) g, (t)dt,

donde A, \s son raices de la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién diferencial

homogénea de segundo orden. Ahora verifiquemos (4.107)

Do () = / e et dt D (T) = / eI dt
0 0
_ /x 6)\2xe()\1—/\2)tdt _ /93 eAlxe()\g—)\l)tdt
0 0
x x
_ 6)\2x e()\l_AZ)t — €>\1z e(A2_)\1)t
Y=Y py—y
e)\lz o e>\2$ ex\gz o e)\lx 6)\1x o e)\gx
r) = ——————" xTr) = =
g)\2/\1( ) )\1 _ )\2 g/\l)\Q( ) )\2 _ )\1 )\1 _ )\2

Por tanto, el valor de g es el mismo independientemente del orden de las raices A\; y Ao,

esta serd una propiedad que conservara para ecuaciones diferenciales de orden superior.

Con el andlisis obtenido en las ecuaciones diferenciales lineales de segundo, tercer
y n-ésimo orden, podemos establecer lo siguiente: Sean \{,...,\, € C las raices del
polinomio caracteristico
pPA) = A"+ N b a A ay.
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Entonces la respuesta impulsiva gy, ., del operador diferencial lineal

b= () +a () +ran () +
- \dzx “ dz n-1 dz n

estd dada como sigue

z tn—1
XA (l‘) :/() €A"(x_t”_1) (/0 6)‘n—1(tn—1—tn_2) .

. (/t3 6)\3(t3—t2) (/tQ 6)\2(t2—t1)€)\1t1dt1) dtg) .. dtn_g) dtn—ly
0 0

también puede ser expresado como
9o () = [ 90, @ = ta)grsr, s (bur s paran > 2 (4.108)
donde gy, (z) = €™y gx,..x,_, (tn_1) s la respuesta impulsiva del operador lineal

d n—1 d n—2 d
LZ(@) *aﬁ(@) +"'+a%—2(@)+a%—l

[ k k 2 . .
donde aj, = (—1)" 1<, ciyeciyen—1 (I1j=1 Ai, ). Ademds, la respuesta impulsiva gy, .x,

resuelve la ecuacion homogénea (4.82) con las condiciones iniciales

y(0) =y (0) = =y" P =0,y V=1

45 COMPARACION CON EL METODO DE COEFICIENTES INDETERMI-

NADOS

Ejemplo 4.5.1. Resolver la ecuacién diferencial
y" — 2y +y =4e” — 2cos . (4.109)
La ecuacioén caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada
y" — 2y +y =0es A2 -2\ +1 = 0, cuyas raices son \; = 1y A\, = 1, entonces el
conjunto fundamental de soluciones es {e”, xe”}. En consecuencia, por (2.16) se obtiene

la solucién homogénea

yn = c1€” + cowe”.
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Para la funcién 4e” se tiene que « = 1 = A, donde 1 es de multiplicidad 2, y para la

funcién —2 cos x se tiene que « £ i3 # \. Entonces la solucién particular tiene la forma
yp(r) = Az’e” + Beosx + C'senx

Derivando
y, = (A*+2Az)e" —Bsenaz+Ccosz, iy = (Ar’+4Az+2A)e"—Bcosz—Csenw,
reemplazando y,,, y,, y ¥, eny” — 2y’ +y = 4e® — 2 cos z, se tiene

4e* — 2cosx = (Ax® + 4Ax + 2A)e” — Beosw — C'senz — 2(Ax® + 2Ax)e”

—2Bsenx 4 2C cosz + Axr?e” + Bcosx + C'senx

4e* — 2cosx = 2Ae” + 2B senx — 2C cos x,

de donde A = 2, B = 0y C' = 1. Entonces y,, estd dado por
y,() = 22%e" + sen z.
Ejemplo 4.5.2. Resolver la ecuacién diferencial
y" — 2y +y =4e” —2cosx.

La ecuacidn caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada
y" — 2y +y = 0es A2 — 2\ + 1 = 0, cuyas raices son \; = 1y Ay = 1, entonces
el conjunto fundamental de soluciones es {e”, ze”}. Entonces, por la férmula (4.23) se
obtiene la respuesta impulsiva

T

g(x) = ze

Por (4.45) y sea o = 0 € I, entonces una solucion particular estd dada por

Yp(T) = /Ox(x —t)e" ! (4et — 2cos t) dt

= 26’3/ (23: —xe teost — 2t + te ! cos t) dt
0

= 2¢e” (Qx/ dt — :13/ e tcostdt —/ 2tdt+/ te™t costdt)
0 0 0 0
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Utilizaremos la técnica de integracion por partes. Sea I = [ e~ ! costdt, elegimos u = e™*

y dv = costdt, donde du = —e~'dt y v = sen t, entonces
I =e'sent — / —e 'sentdt,
volvemos a elegir u = —e~' y dv = sent, donde du = e~'dt y v = — cost, entonces
I =e¢"sent — (e‘t cost — /—e_t coS tdt)
=e'sent —e 'cost — I

de esta dltima ecuacién se tiene que [ = e (sent — cost)/2. Ahora IT = [te™" costdt,

elegimos u = t y dv = ¢! cos tdt, donde du = dt y v = I, entonces

te”t —etsent + e fcost
II:—(sent—cost)—i-/ dt
2 2
te‘t( , b+ e tsent
= —(sent — cos -
2 2
Con estos resultados recientes tenemos
( ) 9t |:2 (t) t=x T ( » ; . t) t=x (t2) t=x
z) = 2e" |22 — — (e 'sent — e " cos —
Y t=0 2 t=0 t=0

t 1 t=x
+ (— (e_t sent — et cos t) + —e“'sen t) }
2 t=0

2
= 26" (:c2 — g + 62 Senx)

y,(7) = 22%e" + senz — we”

como —xe” es linealmente dependiente con un término del conjunto fundamental de so-

luciones (—ze” es removido), entonces
yp(z) = 22°€" + sen z.

La solucién particular del ejemplo 4.5.2 hallada utilizando el método de respuesta
impulsiva es igual a la solucién particular del ejemplo 4.5.1 hallada utilizando el méto-
do de coeficientes indeterminados. No obstante, el procedimiento para hallar la solucién
particular a través de la respuesta impulsiva resulta mds complicado a causa del tipo de

integrales involucradas.
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4.6 COMPARACION CON EL METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

Ecuaciones de segundo orden

Ejemplo 4.6.1. Resolver la ecuacién diferencial
' — 5y +6y=etTE

La ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada
y" — 5y + 6y = 0es A2 — 5\ + 6 = 0, cuyas raices son \; = 2, A\, = 3, entonces el
conjunto fundamental de soluciones es {€2, €3*}. En consecuencia, por (2.15) se obtiene

la solucién homogénea
yp = c1€%% 4 037,
Por el método de variacion de pardmetros se propone como solucién particular:
Yp(7) = up(2)e* + ug(z)e®. (4.110)

Entonces, de acuerdo con el procedimiento del método de variacién de pardmetros, debe-

mos hallar u; y us en el siguiente sistema de ecuaciones
2x, ./ ( ) 4 3x,,/ ( ) =0
e“uy(x) + e uy(x) =

2e* ) (z) + 3e3ul(z) =e"t¢

Ahora requerimos determinar W, W7 y W5, entonces

e2m e3z
W(I) — W(€2x,€3x)(l') — — e2x(3€3x) - 26290(6335) — 6596,
22 33"
0 e3x . —:v
Wi(x) = = 0(3e*) — & (ex+e ) —etrt e
eaz—l-e_“ 3631;
e?® 0 _
Wo(x) = = (e$+6_z) 2e2*(0) = 3t € :
2e%  erte”
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donde la solucidn del sistema es

—T
/ W1 —64m+ € _pr e ®
() = = —— = —e "t
! W 5z n
e
3zt e

A T

Integrando ] y u/, tenemos

—X

uy(z) = /u’l(x)dm = /—e_””’L €y =ef 4 ky

us(z) = /ué(w)dx = /6_2” €y = —

xT

e—z—i- e + k‘g.

Sustituyendo v y us en (4.110)

—T

yp() = €2 (ee_x + ]ﬁ) + 3 (ee —emte 4 k2) :

Sea k1 = 0, ko = 0, entonces una solucién particular ésta dada por

Yp (z) = e

Ejemplo 4.6.2. Resolver la ecuacién diferencial
Y — 5y +6y=eTTE

La ecuacidn caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada
y" — 5y + 6y = 0es A2 — 5\ + 6 = 0, cuyas raices son \; = 2, \, = 3, entonces el
conjunto fundamental de soluciones es {e??, e3}. La respuesta impulsiva estd dada por

(4.21), ya que A\; # )9, entonces

Sixg = 0 € I en (4.45), entonces una solucién particular estd dada por

up(®) = /O (e300 — o) ehte g = i /0 e 2t — > /0 et dt

t=x t=x

—t
- 6296 <_ee )
t=0

—t Cpde—t
:e?)m (ee —e t+e >

t=0
—x _ —x —x
— 63m (ee —e rte T 61 —|—61> +62x (ee - 61>

63CC+€7$ o 2z

ypl) = ce
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como —ee?® es linealmente dependiente con un término del conjunto fundamental de
soluciones (—e e2* es removido), entonces

Yp (z) = erre

Ejemplo 4.6.3. Resolver la ecuacién diferencial

26—3x

241

y" + 6y +9y =

La ecuacidén caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada
y" + 6y + 9y = 0es A2+ 6\ + 9 = 0, cuyas raices son \; = —3, Ay = —3, entonces
el conjunto fundamental de soluciones es {e~3%, ze~3*}. En consecuencia, por (2.16) se
obtiene la soluciéon homogénea

yp = c1e 3% + cpre"

Por el método de variacion de pardmetros se propone como solucién particular:

Yp(7) = ur(2)e ™ + ug(z)ze . (4.111)
Entonces, de acuerdo con el procedimiento del método de variacién de pardmetros, debe-
mos hallar u; y us en el siguiente sistema de ecuaciones

e 3 (1) + me* uly(z) =0

26—3x

—3e 3y (z) + (1 — 3x)e ¥ ul(z) =il

Ahora requerimos determinar W, W7 y W5, entonces

—3z _ _
0 zre 2¢ 3% 2xe 6

gy

i‘;ff (1 —3z)e™3®
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-3z

e 0 2e 37 2¢ 6z
”7 o _ =3z _(_ 9,3 —
2(7) = —° (x2+1) (=3¢7)0 22 +1

_q,—3c 275
3e o

donde la solucidn del sistema es

2re 6%
/ Wi I e 2z

G =G = Tem T T
26761
WQ 2 2
/ _ _x +1 _
) =g =T Ty

Integrando ) y u/, tenemos

2z 9
uy () :/u’l(:v)da::/—xQ_i_ldx: —In |2 + 1| + ki,

2
2+ 1

ug(z) = /ug(x)dx :/

dx = 2arctan x + ko.
Sustituyendo u; y us en (4.111)
yp(z) = e (—In|2® + 1| + ki) 4+ ze " (2arctan z + k) .
Sea k; = 0, k3 = 0, entonces una solucién particular ésta dada por
() = e (2:16 arctanx — In |$2 + 1‘) )

Ejemplo 4.6.4. Resuelve la ecuacion diferencial

26—3x

"+6y +9y=——.
vy 4y 241

La ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada

y" + 6y + 9y = 0es A2 + 6\ + 9 = 0, cuyas raices son \; = —3, \, = —3, entonces el

conjunto fundamental de soluciones es {e~3%, ze=37}. La respuesta impulsiva estd dada

por (4.23), ya que A\; = Ao, entonces

Sixg = 0 € I en (4.45), entonces una solucion particular estd dada por
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@ 2e 73t
— — ) 3(—t)
wa) = [ [ = 0e7] S

T Qx —t z ] z 9t
= 6_3””/ Mdt —e 3 (Qx/ dt —/ dt)
o 241 o t2+1 0o t2+1
t:a:)
t=0

—e 3 (2:B arctan x — 2x arctan (0 — In ‘:L‘Z + 1| +In |02 + 1|)
-

dt

t=x
“In |2+ 1]

= 3" (295 arctant
t=0

3x

yp(z) = e (2 arctanz — In |z” + 1|)

La solucién particular de los ejemplos 4.6.2, 4.6.4 obtenida utilizando el método
de respuesta impulsiva es igual a la solucion particular de los ejemplos 4.6.1, 4.6.3 obte-
nida con el método de variacion de pardmetros. Sin embargo, el procedimiento para hallar
la solucién particular a través de la respuesta impulsiva resulta menos trabajosa que la de

variacion de parametros.

Ecuaciones de tercer orden

Ejemplo 4.6.5. Resolver la ecuacién diferencial

T

I/I_2//_ /+2: )
Y Yooyt =y

La ecuacioén caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada
v =2y —y +2y = 0es A =222 = A +2 = (A+1)(A = 1)(A —2) = 0, cuyas
raices son \; = —1, Ay = 1, A\3 = 2, entonces el conjunto fundamental de soluciones es
{e7%, e%, e2*}. En consecuencia, por (2.15) se obtiene la solucién homogénea
yn(x) = cre™" + cpe” + c3e”,
Por el método de variacion de pardmetros se propone como solucién particular:

Yp(7) = up(2)e ™™ + ug(z)e” + ug(z)e®. (4.112)

Entonces, de acuerdo con el procedimiento del método de variacion de parametros, debe-
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mos hallar uq, us y us en el siguiente sistema de ecuaciones
e "uh (z) + euy(z) + e*uy(z) =0

—e "l (z) + euy(z) + 2e* uy(x) =0

e
—x, / x, ! 2z, / _
e uy () + e"uy(x) + de"uy(r) =—
er +1
Ahora requerimos determinar W, W7, Wy y W3, entonces
e~ % e e2z
e? 2% —e T 2% ) —e T e*
W(r)=|_c e 22| =¢" —e* + e
e 4% e 4 e T eF
e eF 4

0 e 629[:
et 2% 0 2e* 0 e
Wie)=| 0 e e =0 . o
T 2x e’ 2z e’ T
) ) et 4de ] 4e a1 €
efH e 4e
263.71 €2x e4x
Wi(x) = 0 (4e** — 2¢%7) — ¢* (— ) 2“7( ) = ,
@) =0( ) e’ +1 e +1/) e+ 1
e * 0 e
1 0 2e2* —e T 2e%® op |—€° 0
W2(33) = |—e " 0 2e%*| = e . -0 +e .
; , efﬁ 46250 e—x 462919 e—:lc E;T
e ” e:+1 4e°"
2e3% 1 3e?®
Wx:e_x(— )—O—4e”” 2e” +€2w( ):— ,
2(7) e 41 ( ) e’ +1 e’ +1
e e 0
e’ 0 —e " 0 —e T et
Wi(x)=|_ez ez (o |=€" —e” +0
e e’
- (25) - () sl 2
z) = —et | — —e e e’e = ,
3 e+ 1 e+ 1 et +1
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donde la solucidn del sistema es

641:
Wl P 1 6295
! _ 1L _ € —
wn(w) = w Ge2® 6(e” + 1)
3e%”
Wy o 1
/ _ "2 e +1 _
() = 37 = g 2(e” + 1)
2e*
Wo _erd1

/ —
G = = e T ey

Integrando v}, ub y uj tenemos

e Inle® +1| e*
ul(l‘) = /u&(l‘)dl‘ = /mdm = _% + E + Ky
1 Inle* +1 T
“*”Z/%@W$:/‘REIB“:‘iE—J—§+@
u(:c)—/U’(:c)da:—/—e_I da:———ln ﬁ’—iJrk:
3 - 2 - 3(€x+ 1) - 3 3o 3-

Sustituyendo uy, us y us en (4.112)

Inle* +1 er Inle* +1 T
yp(z) =" (—Q-I-—-i-k‘l)-l-ex (Q——‘f‘k’g)

6 6 2 2
In |-&
2 er+1 1
——+ k
+e 3 307 + K3

Sea ky = 0, ko = 0, k3 = 0, entonces una solucion particular ésta dada por

62:v —x 1.62:2 re® e 1

e’ e "
we) = (T 5= e = - T

e’

como — 3

es linealmente dependiente con un término del conjunto fundamental de solu-

ciones, entonces

62ac —x meZz re® 1

e’ e -
we) = (GG =)l 1T

Ejemplo 4.6.6. Resuelve la ecuacién diferencial

x
n

v =2 =y +2y =

er +1°

La ecuacioén caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada
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v =2y —y +2y = 0es A =222 = A +2 = (A + 1)(A = 1)(A — 2) = 0, cuyas
raices son A\; = —1, Ay = 1, A3 = 2, entonces el conjunto fundamental de soluciones

es {77, e%, e*}. La respuesta impulsiva estd dada por (4.73), ya que \; # Ao # s,

entonces
Al G § T Ry B Y GG Ry Ay [ oy
“ 6 "3 2

Sixg =0 € I en (4.3.1), entonces una solucidn particular estd dada por

( ) B /a: 6—(36—15) N 62(30—75) et—t et ”
W= 6 3 2 ) e +1
e T T e?t e2:c T e—t e T 1
_ dt + < / dt — < dt
/oet—irl +3 0o et+1 2 Jo et +1

e % t=x 6233 et t=x
= (—In|e" +1] +¢') t:0+?(—ln —et—i—l‘_e t) o
ew ¢ t=x
—5(—ln‘e —l—1|+t) Y
:—e_x(1n|ea’—|—1|—e’”—ln2—|—1)—£(ln ¢ ’+e‘z—lnl—1)
6 3 er +1 2

T

+%(ln\6x—|—1\—x—ln2)

e et eT® re®®  xe® 1
yp(a:)z(——l—E— 6)ln|e"’+1|— — + =

3 3 2 6
(1-In2) , (1-In2) ,, (2+3In2) ,
G e+ 3 e 5 e

(1-In2) _z (1-In2) 2, (2+43In2)
e e 5

como ——==e ", , e® cada uno de ellos es linealmente dependiente

6 ¢ 3 €

solo con un término del conjunto fundamental de soluciones (—(

? Y

2+31n2 :
(++) e® son removidos), entonces

62x —x era: e’ 1

e’ e .
wio) = (G + 5= ) mle 1= -

Ejemplo 4.6.7. Resolver la ecuacién diferencial

y" +4y =8cot2x, 0<uz< %
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La ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asocia-
day” + 4y = 0es A3 +4\ = A\ — 2i)(A + 2¢) = 0, cuyas raices son \; = 0,
Ao3 = 0% 2i (donde « = 0y B = 2), entonces el conjunto fundamental de solucio-
nes es {1, cos2x,sen2x}. En consecuencia, por (2.15) y (2.18) se obtiene la solucion

homogénea
Yn = €1 + C3 €08 22 + c3sen 2z,
Por el método de variacién de pardmetros se propone como solucién particular:
Yp(z) = ur(x) + ua(x) cos 2z + uz(z) sen 2z. (4.113)
Entonces, de acuerdo con el procedimiento del método de variacién de pardmetros, debe-
mos hallar uq, us y u3 en el siguiente sistema de ecuaciones
(1) uy(z) + cos 2z uy(x) + sen 2z ug(x) =0
(0) uj(x) + (—2sen 2z)uy(x) + 2 cos 2z ug(x) =0
(0) uy(x) + (—4 cos 2x) uy(x) + (—4sen 2z) uz(z) =8 cot 2z
Ahora requerimos determinar W, Wy, Wy y W3, entonces

1 COSs 2% sen 2x
W(z) =10 —2sen2r 2cos2z

0 —4cos2x —4sen2zx

—2sen2x 2cos2x 0 2cos2z 0 —2sen2x
=1 — cos2x + sen 2z

—4cos2x —4sen2x 0 —4sen2x 0 —4cos2x
= 1[(—2sen 2x)(—4sen 2x) — (—4 cos 2x) 2 cos 2x]
—cos 2z [0 (—4sen2x) — 0(2 cos 2z)]

+ sen 2z [0 (—4 cos 2z) — 0 (—2sen 2z)]
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0 cos 2x sen 2x
Wi(z) = 0 —2sen2x 2cos2x

8cot2x —4cos2x —4sen2zx

—2sen2x 2cos2x 0 2cos2x
=0 — cos 2x
—4cos2x —4sen2x 8cot2x —4sen2x
0 —2sen 2x
+ sen 2x

8cot2x —4cos2z
Wi(x) = 0[(—2sen2z)(—4sen 2z) — (—4 cos 2x) 2 cos 2]
— cos 2z [0 (—4 sen 2z) — 8 cot 2z (2 cos 2x)]

+ sen 2z [0 (—4 cos 2x) — 8 cot 2x (—2 sen 2)]

29
= 16 cos 2z <Sen 2r + o a:)
sen 2
16 cos 2x
Wilz) = sen 2z
1 0 sen 2x

Wa(z) = |o 0 2 cos 2z

0 8cot2x —4sen2x

0 2 cos 2x 0 2cos2x 0 0
=1 -0 + sen 2x

8cot2x —4sen2x 0 —4sen2x 0 8cot2x
= 1[(0)(—4sen2x) — (8 cot 2z) 2 cos 2]
—0]0(—4sen2x) — 0(2 cos 2x)]
+ sen 2z [0 (8 cot 22) — 0 (0)]

Ws(x) = —16 cot 2x cos 2z,
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1 cos 2x 0
Ws(z) = 0 —2sen2z 0

0 —4cos2x 8cot2x

—2sen 2x 0 0 0 0 —2sen2z
=1 — CcoSs 2% +0

—4cos2x 8cot2x 0 8cot2z 0 —4cos2x
= 1[(—2sen 2x)(8 cot 22) — (—4 cos 2x) 0]
— cos 2z [0 (8 cot 2z) — 0(0)]
+0[0(—4cos2z) —0(—2sen2z)]

Ws(x) = —16 cos 2z,

donde la solucidn del sistema es

uh (z) = % = s 2w _ 252?1822;
ul(z) = % _ —16cot :x cos2e o
uy(v) = uts - —10cos2r = —2cos2x.

w 8

Integrando w}, uf y vy tenemos

2cos 2x
—_ I JE— —_
uy(z) = /ul(x)dx = / — dx = In|sen2z| + k;

us(z) = /ug(x)dx = /—2 cot 2z cos 2xdr = — In |tan x| — cos 2z + ko,

usz(x) = /ug(x)dm = /—2 cos 2zdxr = —sen 2z + k3.
Sustituyendo uy, us y ug en (4.113)
Yp(z) = In|sen2z| + ki + (— In [tan x| — cos 2z + ko) cos 2z + (— sen 2x + k3) sen 2x.
Sea ky = 0, ko = 0, k3 = 0, entonces una solucion particular ésta dada por

Yp() = In|sen 2z| — cos 2z In|tan x| — 1
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como —1 es linealmente dependiente con un término del conjunto fundamental de solu-

ciones (—1 es removido), entonces

yp(z) = In|sen2z| — cos 2z In|tanz|.

Ejemplo 4.6.8. Resuelve la ecuacién diferencial

y" + 4y’ = 8cot 2z, O<x<%

La ecuacidén caracteristica de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada
y" 4+ 4y = 0es A* 4+ 4\ = A\ — 2i)(A + 2¢) = 0, cuyas raices son \; = 0, Ay 3 =
0 4+ 2¢ (donde « = 0y 8 = 2), entonces el conjunto fundamental de soluciones es
{1, cos 2z,sen 22 }. La respuesta impulsiva estd dada por (4.74), yaque Ay € Ry Ao 3 =

« = i3, entonces

1 — cos2x
g(a:) = T

Sizg = § € I en (4.3.1), entonces una solucion particular estd dada por

yp(z) = /m (1 — cosj(x — t)> 8 cot 2t dt

X X xT
= / 2 cot 2t dt — cos 2x ﬂr 2 cos 2t cot 2t dt — sen 2x [r 2sen 2t cot 2t dt
s s 6

t=x t=x

— sen 2z (sen 2t) ’

t=x
= In [sen 2t ‘ — cos 2z (In [tan t| + cos 2t) ‘
t=2 t=2

B

= In [sen 2z| — In (sen g) — cos2x (ln [tan x| 4+ cos 2z — In <tan %) — cos (g))

—sen 2x (sen 2 — sen (g))

Yp(z) = In|sen2z| — cos 2z In |tan x| — (1 +1In (?))

1
+ (ln (@) + 5) cos 2x + ?Sen 2z,

como — (1 +In (%3)) , (ln (‘/?5) + %) cos 2, */75 sen 2x cada uno de ellos es lineal-

mente dependiente solo con un término del conjunto fundamental de soluciones, entonces

Yp(z) = In|sen 2z| — cos 2z In [tan x| .
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La solucién particular de los ejemplos 4.6.6, 4.6.8 obtenida utilizando el método
de respuesta impulsiva es igual a la solucién particular de los ejemplos 4.6.5, 4.6.7 obte-
nida con el método de variacion de pardmetros. Sin embargo, el procedimiento para hallar
la solucién particular a través de la respuesta impulsiva resulta menos trabajosa que la de

variacién de parametros.
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V. CONCLUSIONES

e En el presente trabajo de investigacion se obtuvo la soluciéon de ecuaciones dife-
renciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes de segundo, tercer y
n-ésimo orden mediante la respuesta impulsiva. Dicha solucion estd garantizada por

los teoremas 4.2.3,4.3.1 y 4.4.1.

e Se ha realizado un andlisis detallado de como hallar la solucién particular de ecua-
ciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes de segundo
y tercer orden mediante la respuesta impulsiva. Del andlisis se tiene las férmulas
(4.12), (4.45) y (4.72), que son una herramienta que ayudard a obtener soluciones

particulares.

e Se puede concluir que el método de respuesta impulsiva es menos trabajosa que el
método de variacién de pardmetros para ecuaciones diferenciales lineales no homo-

géneas con coeficientes constantes de segundo y tercer orden.
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VI. RECOMENDACIONES

e Existen numerosos articulos sobre el andlisis de ecuaciones diferenciales, en los que
se presentan nuevas técnicas para su resolucién. En estudios futuros, se recomienda

presentar esas nuevas técnicas de resolucion.

e En este trabajo de investigacion se demostré que la respuesta impulsiva estd relacio-
nada con las raices de la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial
lineal homogénea. Por lo tanto, se recomienda determinar para qué tipo de raices, la
solucién de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas mediante la respuesta

impulsiva es menos trabajosa que el método de variacién de pardmetros.
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ANEXOS

ANEXO 1: Algunas propiedades del andlisis matematico

Teorema fundamental del algebra
Toda ecuacién polindmica de grado n > 1 se puede expresar de la siguiente forma
ap?" + a1 2" 4 Fap_1z +a, =0, (A.1)
donde ag, a4, ..., a, son constantes.
Teorema A.1 ([14]). Toda ecuacién polindmica de la forma
ap?" +a 2" M4 ap_1z +a, =0,

donde los coeficientes ag, ay, ..., a, son cualesquiera nimeros complejos, cuyo grado
n > 1,y cuyo coeficiente principal ay # 0, tiene exactamente n raices en el sistema de

nimeros complejos.

Segin este teorema, apz" + a,2" 1 + -+ + a,_12 + a, puede expresarse de la
0

siguiente manera
ap?" + a1t b ap1z Fan = ag(z — 1) (z — 1) - (2 — 1), (A.2)

donde rq,79,...,7, € C.

Formulas de Vieta
Teorema A.2. Sea
p(2) = ap2™ + a1 2" M+ a1z +ay (A.3)

un polinomio de grado n > 1 definida en los niimeros complejos. Entonces, los nimeros

complejos 11,73, . .., T, son raices del polinomio p(z) siy sélo si satisfacen las siguientes
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igualdades:
a1
T’1+’I°2+"'—|—’I“n:——
Qo
a2
rre +rirg s+ 1Ty = —
(%)

. (A.4)
> (1) e

1< <t << <n \j=1

Teorema fundamental del calculo

Si f(t) es una funcion integrable en un intervalo finito /, entonces la integral desde cual-
quier numero fijo a € I a otro nimero x € [ define una nueva funcién £’ cuyo valor en x

€S

Teorema A.3 ([14]). Si f es continua en [a, b], entonces F'(x) = [V f(t)dt es continua en

[a, b] y derivable en (a, b) y su derivada es f(z):

o) = o [ rde = (). (AS)

Teorema A.4 ([14]). Si f es continua en todo punto en [a, b] y F es cualquier antiderivada

de f en [a, b], entonces

Eﬂ@sz@—F@. (A.6)

Reemplazando b por x y x por ¢ en la ecuacién (A.6) se obtiene

‘[F@ﬁzﬂw—ﬂw (A7)
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Teorema del valor medio

Teorema A.5 ([13]). Si f es continua en [a, b], ademds f es diferenciable en (a,b). En-

tonces existe un nimero c en (a, b) tal que

b—a
Teorema A.6 ([13]). Si f es continua en [a, b], entonces existe un nimero c en [a, b] tal

que

f&) =2 [ flyda (A8)

T b—a
Derivacion bajo el signo integral

Definicion A.1 ([10]). Sea f(z,t) una funcién delimitada sobre el rectdangulo
R:{(x,t)€R2:c§a:§d, a<t<b}
La funcién ¢(z) definida por la integral
b
o) = [ fla,t)dt
se llama integral dependiente de un pardmetro.
Teorema A.7 ([10]). Sea f una funcién continua definida en el rectidngulo
R={(v,t) eR?*:c<x<d, a<t<b}.
Entonces
b
o) = [ fla,t)dt (A.9)

es continua en |c, d.

Teorema A.8 ([10]). Sea f(x,t) y Of/Ox funciones continuas en el rectdngulo

R={(z,t)eR?:c<x<d, a<t<b}. Entonces ¢ es derivable en [c, d]

Sw) = [ S ity
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Demostracion. Tenemos

o) —o(a) _ [, e+ 0yt = [/ fla by - plerni-fen,
h B h ~Ja

Ahora, por el teorema del valor medio

fl@+ht)— f(z,t) 0

Xz

donde ¢ € (x,x + h), restando O f /Ox en ambos miembros

fla+ht)— flz,t) 8 0 )
h _%f(xvt)_% (gat)_a_xf(xvt>

Por la desigualdad del valor absoluto para integrales, se tiene

/ab f(a:+h,t})l—f(x,t)dt_/ab%f(%t)dt' . /ab

Por (A.10)

‘¢(w+h)—¢(:v> _/aba%f(z’t)dt‘ < /ab

ox

0 0
5160 = o Fo )

h

0 0
Gel60 - S rwnld

como a% f es continua en la regién cerrada R, entonces 6% f es uniformemente continua
en R. Sea para cualquier ¢ > 0 existe un § > 0 tal que para todo (z,t) y (£,t) en R se

cumple

0

0
(60— 5 fn)] <o

si |(z,t) — (&,t)] < 6. Como 2 f es uniformemente continua, entonces § solo depende

de ¢, por lo que podemos elegir un § de modo que

© cuando 0 < |h| < 6.
a

0 0
60 - gt < 5
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Aplicando la integral
) o b
[ | ten = s ot < [t
bl o 0
| |6t = - fat)|dt < e
Utilizamos este resultado en (A.11)
¢(a:+h bl o 0
‘ / fla,O)dt| < / S f(E) = 5 fla )| dt < e
Entonces

‘(ﬁ(:c—i-h)—(ﬁ() *9 (qjt)dt‘<€ cuando 0 < |h| < 0.

h o Ox
Por lo tanto
h) — , b0
A L R Y

]

Teorema A.9 ([10]). Supongamos que f(z,t) y Of/Ox son funciones continuas en el
rectdngulo R = {(z,t) € R* : a <z < b, ¢ <t < d},y supongamos que ug(z), us(z)
son continuamente diferenciable para a < x < by con el rango de ug y u; en (¢, d). Si ¢

estd dado por

u1(z)
o) = [ Fla

entonces ¢’ estd dado por

#(a) = Fa ()i o) — S uo(eNu(o)+ [ L pode. @

Demostracion. Sea x, € [a, b], entonces se tiene

u1 () uo()

() :/uul(x) f(x,t)dt:/jl(mf(m,t)dt-l- f(x,t)dt—/ Fla,t)dt (A13)

o(x) o(xo) u1(zo) uo (o)

por el teorema A.8, la derivada del primer término del lado derecho de la ecuacién se
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expresa como

Sea el segundo término de (A.13) igual a ¢, (x), entonces se tiene

u1 () u1(wo) u1 ()

510) = 6120) _ It TV oy SOy T

T — X T — X T — X
Por el teorema del valor medio para integrales

¢1(v) — d1(xo) 1

T — 2o Tr — 2o

(u1(z) — ui(wo)) f (2, 8),

donde ¢ se puede representar como: £ = u; (xo+(x—x¢)f) con0 < § < 1. A continuacién

aplicamos el limite cuando x tiende a z

lim ¢1(x) — ¢1(zo) — lim ui () — uy(2o) lm f(2,u1(zo + (x — 20)0)),

T—T0 xr — :1;0 T—T0 xr — xo T—T0

esto resulta
¢ (20) = uy(20) f (0, ur(20)).

Sea el tercer término de (A.13) igual a ¢(z) y del resultado que se obtuvo para ¢;(x),

entonces se tiene
¢I2(1‘0) = Uf)(l"o)f(ffo, up(p)).

Como x es un valor arbitrario en [a, b, entonces

uy(x)

o) = [ L et + a0 (o) — f o) o)

o(z
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Integrales dobles

Una integral doble tiene la siguiente forma

/| Fa.v)aa

donde D es llamado regién de integracién y D pertenece al plano (x, y).

Teorema A.10. Si f es una funcién continua en el rectangulo
R={(z,y) eR*:a <z <b c<y<d},

entonces

//Rf(:c,y)dA:/ab (/Cdf(x,y)dy) dm:/cd (/abf(x,y)dg;) dy.

Figura 5

Region rectangular R = [a, b] X [c, d]
Yy

dl......

Definicion A.2 ([13]). Una regién D es de tipo I si se encuentra entre las graficas de dos

funciones continuas de z , es decir

donde w; y w9 son funciones continuas en |a, b].
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Figura 6

Region D de tipo 1
Yy

Definiciéon A.3 ([13]). Unaregién D es de tipo II si se encuentra entre las graficas de dos

funciones continuas de ¥ , es decir

donde h; y hy son funciones continuas en [c, d].

Figura 7
Region D de tipo 11
Yy
r=hi(y) = =hay)
dbocoe o0
D
c ___________________
0 E

Supongamos que D es una region acotada, es decir que D puede ser encerrada en

una region rectangular R tal que D C R (ver Figura 8).
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Figura 8

Regiones Dy R (D C R)
Y

Entonces definimos una nueva funcién f* con dominio en el rectingulo R, de la siguiente

manera

() = f(x,y) si(x,y)estien D

0 si (z,y) estd en R pero no en D

Si f* es integrable en R, entonces definimos la integral doble de f en D como

|| fada= [ £ @y)da

Teorema A.11 ([13]). Si f es continua en la regién D de tipo I tal que
D={(r,y) eR*:a<2<b w(r)<y<w(z)}

donde w; () y wa(x) son funciones continuas en [a, b, entonces

J| flayda= /ab (/ww((?) f(x,y)dy> da.

Demostracion. Sea R un rectdngulo que contenga a D, donde D es una regién de tipo |

como se observa en la figura 9 y sea f* la funcion definida por

Foy) = f(x,y) si(x,y)estien D

0 si (x,y) estd en R pero no en D
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Entonces, por el teorema A.10
//Df(x,y)dA://Rf*(m,y)dA:/cd (/abf*(%y)dx) a.

Figura 9

Regiones D'y R (D C R) y las funciones wy(x) y wa(x)
Yy

d

w2 (x)

w1 ()

0 a b "
Siy < wi(x) oy > wy(x), entonces f*(z,y) = 0, porque (x,y) estd fuera de la region

D. Ademéds, f*(z,y) = f(z,y) enlaregion D, porque w;(x) < y < wq(z). Por lo tanto

d w2 () w2 ()
[ rewdy= [ ey = [y

wi(x w1 (96

Teorema A.12 ([13]). Si f es continua en la regién D de tipo II tal que
D={(r,y) €R’:c<y<d hly) << hsy)}

donde h1(y) y ha(y) son funciones continuas en [c, d], entonces

|| fayaa= [ ' ( / h(;’) f(x,y)dm) dy.

La demostracion del teorema A.12 es similar a la del teorema A.11.
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\“ - ','I Universidad Nacional
\wi t del Aliplano Punoe 5
B4 [ -]
AUTORIZACION PARA EL DEPOSITO DE TESIS O TRABAJO DE
INVESTIGACION EN EL REPOSITORIO INSTITUCIONAL
Por ¢l presente documento, Yo Wil HEQ TSAAC APAZA HEDI VA )
identificado con DNI 4428(\4 95 cn mi condicion de egresado de:

& Escuela Profesional, O Programa de Segunda Especialidad, O Programa de Macsfria o Doctorado

CIEMUAS E(5ic0 HATENATICAS :

informo que he elaborado el/la § Tesis o O Trabajo de Investigacién denominada:
«_RESOLUCION PE EUVAINES DIFERENUALES CRDINARIAS LINECALES
NO HOHOGENEAS CON (CEFICIEN TES CONSTANTES . HEDIAKTE
CL HETEDO DE LESPUESTA IMPULSIVA USANDO FFACTD BIZAUON 7

para la obtencion de CGrado, X Titulo Profesional o O Segunda Especialidad.

Por medio del presente documento, afirmo y garantizo ser el legitimo, Ginico y exclusivo titular de todos los
derechos de propiedad intelectual sobre los documentos arriba mencionados, las obras, los contenidos, los
productos y/o las creaciones en general (en adelante, los “Contenidos™) que serdn incluidos en el repositorio
institucional de la Universidad Nacional del Altiplano de Puno.

También, doy seguridad de que los contenidos entregados se encuentran libres de toda contrasefia,
restriccion o medida tecnologica de proteccion, con la finalidad de permitir que se puedan leer, descargar,
reproducir, distribuir, imprimir, buscar y enlazar los textos completos, sin limitacion alguna.

Autorizo a la Universidad Nacional del Altiplano de Puno a publicar los Contenidos en el Repositorio
Institucional y, en consecuencia, en el Repositorio Nacional Digital de Ciencia, Tecnologia e Innovacion de
Acceso Abierto, sobre la base de lo establecido en la Ley N° 30035, sus normas reglamentarias,
modificatorias, sustitutorias y conexas, y de acuerdo con las politicas de acceso abierto que la Universidad
aplique en relacion con sus Repositorios Institucionales. Autorizo expresamente toda consulta y uso de los
Contenidos, por parte de cualquier persona, por el tiempo de duracion de los derechos patrimoniales de autor
y derechos conexos, a titulo gratuito y a nivel mundial.

En consecuencia, la Universidad tendrd la posibilidad de divulgar y difundir los Contenidos, de manera total
o parcial, sin limitacion alguna y sin derecho a pago de contraprestacién, remuneracion ni regalia alguna a
favor mio; en los medios, canales y plataformas que la Universidad y/o el Estado de la Republica del Per
determinen, a nivel mundial, sin restriccion geografica alguna y de manera indefinida, pudiendo crear y/o
extraer los metadatos sobre los Contenidos, ¢ incluir los Contenidos en los indices y buscadores que estimen
necesarios para promover su difusion.

Autorizo que los Contenidos sean puestos a disposicion del publico a través de la siguiente licencia:

Creative Commons Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual 4.0 Internacional. Para ver una copia de
esta licencia, visita: https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

En sefial de conformidad, suscribo el presente documento.
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