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RESUMEN

El objetivo de este trabajo de investigacion es determinar la solucién numérica de una
ecuacion diferencial parcial de tipo hiperbdlico de una dimensién mediante diferencias
finitas y su aplicacién a la ecuacién de onda, para esta investigacion se analizard las
ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico de una dimensién en un intervalo
acotado, luego analizaremos diferencias finitas, para luego estudiar diferentes métodos
de discretizacion; finalmente utilizar el método discretizacion de diferencias finitas para
resolver la solucién de ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico de una
dimensién aplicando diferencias finitas en ecuacién diferencial de la onda y su software

Matlab.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas, método de Diferencias

finitas, Ecuacion diferencial de la onda, Software Matlab.
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ABSTRACT

The objective of this research work is to determine the numerical solution of a
one-dimensional hyperbolic partial differential equation using finite differences and its
application to the wave equation. For this research, the one-dimensional hyperbolic
partial differential equations will be analyzed. in a limited interval, then we will analyze
finite differences, and then study different discretization methods; Finally, use the finite
difference discretization method to solve the solution of one-dimensional hyperbolic partial
differential equations by applying finite differences in the wave differential equation and

its Matlab software.

Keywords: Hyperbolic partial differential equations, Finite Difference method, Wave

differential equation, Matlab Software.
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CAPITULO1

INTRODUCCION

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1.1. Descripcion del problema

En la actualidad hay muchos problemas presentados en matemadtica aplicada e
ingenierias, a través de modelacién matemadtica en el drea de Ecuaciones Diferenciales
Parciales de tipo Elipticas, Parabdlicas e Hiperbdlicas; muchas veces no se puede encontrar
una solucidn analitica de una ecuacidn diferencial parcial mediante los métodos clasicos,
ademds existe poco material bibliografico del tema y con la investigacion se quiere resolver
ese problema, motivo por el cual acudimos a métodos aproximados, como por ejemplo a
diferencias finitas, para poder determinar la solucion de ecuaciones diferenciales parciales
de tipo hiperbdlico en el cual aplicaremos las diferencias finitas en la ecuacién diferencial

de la onda , como una herramienta de apoyo con Matlab.
1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

(Es posible determinar la solucién numérica de una ecuacioén diferencial parcial de
tipo hiperbdlico de una dimensién mediante diferencias finitas en la ecuacion diferencial

de la onda y su software Matlab?
1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

Con el uso de las diferencias finitas es posible determinar la solucién numérica
de una ecuacion diferencial parcial de tipo hiperbdlico de una dimensién en la ecuacién

diferencial de la onda y su software Matlab.

12
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1.4. JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

En el presente trabajo de investigacion se dard a conocer la solucion de ecuaciones
diferenciales parciales de tipo hiperbdlico de una dimension, mediante las diferencias
finitas en ecuacion diferencial de la onda y su software Matlab, al resolver la ecuacion
permitird entender el comportamiento cualitativo de la solucién aproximada de la ecuacion
parcial de tipo hiperbdlico de una dimensién en un intervalo acotado y su discretizacion. El
trabajo de investigacion aportara la aplicacion de diferencias finitas en la solucién numérica
de ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico y sus respectivas aplicaciones en

el area de ecuaciones diferenciales.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo general

Determinar la solucién numérica de una ecuacion diferencial parcial de tipo
hiperbdlico de una dimensién mediante diferencias finitas en ecuaciones diferenciales

de la onda.

1.5.2. Objetivos especificos

e Analizar las ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico de una
dimension, y el método de discretizacion de diferencias finitas para aplicar en
la solucién de una ecuacién diferencial parcial tipo hiperbdlico de una dimension

e Aplicar las diferencias finitas en la solucién de una ecuacién diferencial parcial
tipo hiperbdlico de una dimension.

e Determinar la aplicacién de la ecuacion de la onda, mediante el método de

diferencias finitas y su software Matlab.

13

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION
Los antecedentes relacionados al trabajo de investigacién son:

e Diaz Santamaria J., Flores Nicolalde B. & Flores Nicolalde F. (2016). En este
articulo titulado “Modelacién matemética de la propagacion de calor con el uso
de las ecuaciones diferenciales parciales y diferencias finita”, realizado en Escuela
Superior Politécnica del Litoral, ESPOL, de la Facultad de Ciencias Naturales y
Matematicas, El objetivo de la investigacion es encontrar las soluciones utilizando
aproximacion numérica, diferencias finitas; la cual resulta ser una herramienta de
solucion al problema planteado. Un problema particular es la propagacién de calor,
el anélisis se puede realizar a partir de la modelaciéon matemética. El presente
trabajo de investigacion busca servir de apoyo a estudiantes en el estudio de la
resolucion de ecuaciones diferenciales parciales mediante el método aproximado
como las diferencias finitas.

e Santamaria Sandoval, Alex J. & Ramirez Martinez, José J. (2015). En tesis de pre
grado, realizado en la Universidad Nacional Pedro Ruiz Gallo de Lambayeque,
titulada “Diferencias Finitas Asistido con Matlab en la Solucién de Ecuaciones
Diferenciales Parciales Hiperbdlicas™ En el cual el objetivo principal es presentar
la solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas con el
software MATLAB, como caso particular de la ecuacién de la Onda.Utilizando el
método de aproximacién con diferencias finitas, que consiste en definir una version
discreta de la ecuacidn diferencial parcial hiperbdlica reflejada en una ecuacion en

diferencias.
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e Pugarin Diaz, Manuel P. (2015). En tesis de Grado de Maestria en la ensefianza
de la 80 matematica de la Universidad de las Fuerzas Armadas de Ecuador,
titulado “Desarrollo de las ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas mediante
diferencias finitas, elementos finitos y Meshless”, el objetivo principal es
desarrollar paso a paso los métodos aproximados como son las diferencias finitas
en la solucién de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas. Propone resolver
ecuaciones parciales utilizando métodos numéricos: diferencias finitas, elementos
finitos y Meshless. El método de diferencias finitas implica discretizar la ecuacion
utilizando férmulas de aproximacion para derivadas. El método de elementos
finitos requiere reformular el problema, construir una formulacién débil y aplicar
el método Galerkin. El método Meshless se basa en la colocacién de puntos en el
dominio con funciones de base radial multicuddricas. Se realiza un andlisis de error
para evaluar la precision de cada método y compararlos con la solucién analitica
conocida, con el fin de demostrar su validez y confiabilidad

e Mifiano Le6n, Wilder R. (2012). En tesis de Grado de Maestria en computacion e
informatica, trabajo de investigacion titulada “Programa del método del elemento
finito para ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas con frontera convexa”.
Realizado en Tacna Peru. Este trabajo se centra en el desarrollo de un programa
que emplea el método de elementos finitos para resolver eficientemente ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas con fronteras convexas. Se presenta una
implementacién en MATLAB que utiliza este método para encontrar la solucién

de tales ecuaciones, ilustrando la efectividad de esta técnica numérica.

15
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2.2. MARCO TEORICO

2.2.1. Ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales son ecuaciones que contienen funciones y sus
derivadas, la idea de resolverlas asi como en el dlgebra elemental o en la trigonometria
que se busca el valor de la incdgnita, en las ecuaciones diferenciales la incognita es una

funcién, que puede ser de una o varias variables.

Definicién 2.1. Una ecuacién que contiene derivadas de una o mds variables respecto a

una o mds variables independientes, se dice que es una ecuacion diferencial.

Las ecuaciones diferenciales se clasifican por tipo, orden y linealidad.

a. Por tipo.

i. Ecuacion diferencial ordinaria.

Si una ecuacion diferencial contiene solamente derivadas de una o mas
variables dependientes respecto a una sola variable independiente se dice
que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO).

ii. Ecuacién diferencial parcial. Una ecuacién diferencial que involucra
derivadas parciales de una o mds variables dependientes de dos o mds
variables independientes se llama ecuacién diferencial parcial (EDP).

b. Por orden.
El orden de una ecuacion diferencial, ordinaria o parcial, es el orden de la mayor

derivada en la ecuacion.

Simbdlicamente una ecuacién diferencial ordinaria de n-ésimo orden con una

16
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variable dependiente se expresa por la forma general
Fle,y.y,...,y") =0 @1

c. Por linealidad.
Una ecuacién diferencial ordinaria de n-ésimo orden se dice que es lineal si F' es
lineal eny,/, ..., y™. Si la forma general de la ecuacién diferencial ordinaria, se

escribe como

dny n—1 dy
an<x)% + an—l(x)W ot a1($)% + ao(z)y = g(z) (2.2)

se dice que la ecuacion diferencial es de primer orden, si las variables dependientes
v,y 9", ...,y son de primer grado y los coeficientes de ag, a1, . . . , a, dependen

a lo més de la variable independiente .

Por ejemplo, ¢ +yz = 0 es una EDO de primer orden cuya incégnita es la funcion
y, mientras que 3/ + 2y + x — 2 = 0 es una EDO de segundo orden, (y")? +z(y')* = zy

es una EDO no lineal de orden 2.

Una ecuacién diferencial parcial en n variables independientes x1, xo, ..., x, €s

una ecuacion de la forma

( ou ou 0*u 0*u 8’%)
Flxy,...,zn,u,

Oz, Oz, 0227 Omy0x,’ T Ok

Lalinealidad para ecuaciones diferenciales parciales es semejante a la clasificacion
de la ecuaciones diferenciales ordinarias. Se dice que una EDP es lineal si es de primer

grado en u y en todas sus derivadas parciales que aparecen en la ecuacién, caso contrario

17
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se dice que es no lineal.

La forma general de una ecuacion diferencial parcial lineal de primer orden es
Z a;j(z)Dju+ b(x)u+ c(x) =0 (2.4)
j=1

donde alguno de los coeficientes a; no es idénticamente nulo. Para ecuaciones de segundo

orden, la ecuacién diferencial parcial lineal es

n

> ay(x)DiDju+ Y bi(x)Dju + c(x)u + d(z) =0, 2.5)

ij=1 j=1
en donde alguno de los coeficientes a;; no es idénticamente nulo.
Para dos variables independientes, la EDP tiene ecuacion general de la forma

F (2,9, U, Ug, Uy, Uy Uy, Uy -+ s Uy Uy ) = 0, (2.6)

la ecuacion lineal de primer orden tiene la forma
A(z,y)u, + B(z,y)u, + C(z,y)u + D(z,y) =0, 2.7

y, asumiendo u,, = u,,, la ecuacion diferencial lineal de orden 2 tiene la forma

Augy + 2Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu+ G =0 (2.8)

donde A, B,C, D, E, F'y G son funciones que dependen de (x, y).

18
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Definicién 2.2. Decimos que una EDP lineal es homogénea si el término que no contiene

a la variable dependiente es idénticamente nulo.

Las dos ultimas ecuaciones, (2.7) y (2.8), son homogéneas si y solamente si las

funciones D(x,y) y G son idénticamente nulas respectivamente.

La parte principal de una EDP, es la parte de la ecuacion que contiene las derivadas
de mayor orden. Por ejemplo, las partes principales de las ecuaciones (2.7) y (2.8) son,

respectivamente,

Az, y)u, + Bz, y)uy (2.9)

A(x, y)ugy + 2B((2, Y)Usy) + C(x, y)uy, (2.10)

Definicién 2.3. Una EDP no lineal, que tiene parte principal lineal es llamada semilineal.

Una ecuacién de primer orden semilineal es

0 0 0
A,y =) + Bl 2) g+ Oy o)y = Flegozw) @D

y, la forma general de una EDP semilineal de segundo orden es

Z aij(r)D;Dju = f(z,u, Diu, ..., Dyu). (2.12)

ij=1

Ejemplos de ecuaciones diferenciales parciales mds conocidas son:

a. Ecuaciones lineales

19
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i. Ecuacién de Laplace
Au = Zuzm =0.
i=1

ii. Ecuacion de Helmholtz ( o autovalor)
—Au = \u.
iii. Ecuacidn lineal de transporte

1=1

iv. Ecuacidon de Liouville

i=1
v. Ecuacién de calor (o difusion)
w — Au =0
vi. Ecuacién de Schrodinger
vii. Ecuacién de Kolmogorov
aij“mixj n
Up — g + g b'u,, =0
ij=1 i=1

20
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viii. Ecuacion de Fokker-Planck

Uy — Z — Z(bzu)x =0

ij=1 i=1

iX. Ecuacion de onda

Utt—AU:O

x. Ecuacién de Klein-Gordon

Uy — Au+mPu=0
xi. Ecuacion del telégrafo

Uy + 2duy — Ugy = 0

xii. Ecuacion general de la onda

n n
Uy — E ajuxixj—l—g b'u,, =0
i=1

ij=1

xiii. Ecuacién de Airy

Up + Ugge = 0

xiv. Ecuacién Beam

Ut + Ugpge = 0

b. Ecuaciones no lineales
i. Ecuacion Eikonal

|Du| =1

21
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il.

1il.

iv.

Vi.

vil.

Viii.

Ecuacién no lineal de Poisson
—Au = f(u)
Ecuacion p-Laplaciano

div (|DulP~2Du) = 0

Ecuacién de la superficie minima

. Du
aw ((1 T \Dumlﬂ) =0

Ecuacién de Monge-Ampere
det(D?*u) = f
Ecuacién de Hamilton-Jacobi
u + H(Du,x) =0
Ley de la conservacion escalar
u +div F(u) =0
Ecuacién no viscoso de Burger

Uy + uu, =0
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ix. Ecuacion escalar de reaccion-difusion

u — Au = f(u)

x. Ecuacién del medio poroso

u— A(u”) =0

xi. Ecuacion no lineal de la onda

uy — Au+ f(t) =0

xii. Ecuacién de Kortwed-de Vries

U + Uty + Upge = 0

xiii. Ecuacién no lineal de Schrodinger

iuy + Au = f(|ul*)u

c. Sistemas lineales

i. Ecuacion de equilibrio de elasticidad lineal

pAu+ (A + p)D(div u) =0

ii. Ecuaciones de evolucion de elasticidad lineal

e — pAu — (A4 p)D(divu) =0

23

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

iii. Ecuaciones de Maxwell

E, = curl B
B, = —curlE

divB = divE=0

d. Sistemas no lineales

i. Ley de sistemas de conservacion

u +div F(u) =0

ii. Sistemas de reaccion-difusion

w — Au = f(u)

iii. Ecuaciones de Euler para flujo no viscoso e incompresible

u+u-Du = —Dp

divu = 0

iv. Ecuaciones de Navier-Stokes para flujo viscoso e imcompresible

us+u-Du—~Au = —Dp

divue = 0

Para ver una lista extensa de ecuaciones diferenciales parciales ver Zill et al., 2018.

En la solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias aparecen constantes, estas

se pueden calcular imponiendo condiciones iniciales, en el caso de intervalos finitos, se
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imponen condiciones en los extremos, estas son llamadas condiciones de frontera. En las
ecuaciones diferenciales parciales también es posible imponer condiciones de frontera
y condiciones iniciales, aunque el tratamiento en estas son diferentes a las ecuaciones

diferenciales ordinarias.

Definicion 2.4. En una ecuacion diferencial parcial, cuando se impone condiciones sobre
el borde de la regién (condiciones de frontera) se dice que es un problema de valores en

la frontera o, simplemente, un problema de frontera.

Muchas veces se encuentran condiciones del tipo
0
au(z) + ﬁa—z = f(x), x€dN

0
donde o y (3 son constantes dadas, f es una funcién dada en 02 y % s 1a derivada de u

on

en la direccién normal a 0f.

Si B = 0, se conoce como condicién de Dirichlet, y si @« = 0, se conoce como

condicion de Neumann.

Para el caso de las condiciones iniciales en ecuaciones diferenciales parciales, se
fija una variable. Si n = 2, con variables z, ¢, se fija, por ejemplo la variable ¢ = 0 que en
muchos problemas fisicos representa el tiempo, el valor de la solucién y de sus derivadas

alo largo de la curva ¢ = 0, similarmente si n = 3, con variables z, y, ? fijando ¢ = 0.

Definicion 2.5. En una ecuacién diferencial parcial, la generalizacion del concepto de
condiciones iniciales imponiendo el valor de la solucién y sus derivadas a lo largo de

una curva (si n = 2), o de una superficie (si n = 3) inicial; se dice que el problema

25
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correspondiente es un problema de Cauchy o de valor inicial.

El problema para la ecuacién de la onda en un intervalo acotado

Uy =CUgy  en (0,1) x (0, 00)
u(0,t) =0 = u(l,t), t>0,
u(z,0) =f(z), z€][0,]]

Ut<x70) :g<‘r>7 LS [O,Z],

es un problema mixto, con condiciones iniciales u(z,0) = f(z), w(x,0) = g(z), = €

[0,] y condiciones de frontera u(0,t) = 0 = u(l,t), t > 0.
2.2.2. Clasificacion de EDPs de segundo orden

Sea la ecuacién diferencial parcial de segundo orden en la forma

Aty + Bug + Cuy + F(z,t,u, uy, uy) =0 (2.13)

donde A, By C' son constantes. La expresion

Lu = Augy + Bug + Cuy

es la parte principal de la ecuacion.

La clasificacién de EDPs, estd basada en el signo de la cantidad

D = B2 — 4AC
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que es llamada discriminante.

Definicién 2.6. Si D > 0, se dice que (2.13) es hiperbdlico; si D < 0, se dice que (2.13)

es eliptico; si D = 0, se dice que (2.13) es parabolico.

La ecuacion de Laplace en dos dimensiones dada por

Ugg + Uyy = 0

es una ecuacion lineal homogénea, donde A = 1, B = 0y C' = 1, y su discriminante es

D = —4 < 0, es decir, la ecuacién de Laplace es una ecuacion eliptica.

La ecuacion del calor en una dimension dada por

ut_u:m::o

es una ecuacion lineal homogénea, donde A = B = 0,y C' = —1, y su discriminante es

D = 0, es decir, la ecuacion del calor, es una ecuacion parabdlica.

La ecuacion de onda en una dimension dada por

es una ecuacion lineal homogénea, donde A = 1, B = 0y C' = —1, y su discriminante es

D =4 > 0, es decir, la ecuacién de onda es una ecuacidn hiperbdlica.
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Suponiendo que A, B 'y C' son constantes, definiendo la transformacion lineal

E= ax+ bt
(2.14)

T= cx+dt
para simplificar la EDP. Donde ¢ y 7 son variables independientes, y a,b,c y d serdn
determinados. Asumiendo que ad — bc # 0, entonces la transformacion es invertible, es

decir,

=ad — bc # 0

La funcién u en las nuevas variables se denota por U = U(§, ), es decir, u(x,t) =

U(&,7) = U(ax + bt, cx + dt). Entonces, las derivadas parciales de primer orden son

Uy =Ucy + Urrp = aUe + cU;

Ut :Ugét + U-,—Tt = bUg + dUT
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Las derivadas parciales de segundo orden son

Ugy =(aUg + cU. )y
=a(Ugela + UgrTa) + c(Uer&a + UrrTa)
=a(aUg + cUgr) + c(aUgr + cUs-)
:a2U55 + 2acUe; + AU

uy =(bU¢ + dU.),
=b(Uget + Uerm) + d(Uer&s + Urr)
—b(bUee + dUs,) + d(bUe, + dU,)
=b*Uge + 2bdUs, + d°U,,

Uzt =(aUe + cU, )y
=a(Uge&t + Uermi) + c(Uer&y + Urri)
—a(bUge + dUs,) + c(bUe, + dU,,)

=abUge + (ad + bc)Ug, + cdU,,

reemplazando en la parte principal de la EDP, se tiene

Atgy + Bug + Cuy =A(a*Uge + 2acUs; + PU.) + B(abUge + (ad + be)Ugr + cdU, ;)
+ C(b*Uge + 2bdUg, + d°U.,,)
=(Aa® + Bab + Cb*)Ug + (2acA + B(ad + be) + 2Cbd)Ue,

+ (Ac* + Bed + Cd*)U,., (2.15)
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El discriminante en términos de las nuevas variables es

D(¢,7) =(2acA + B(ad + bc) + 2Cbd)* — 4(Aa* + Bab + Cb?)(Ac* + Bed + Cd?)
=4a*c® A* + B*a*d® + 2B*abed + B*b*c? + 4b*d*C* + dacAB(ad + be)
+ 8abcdAB + 4bdBC(ad + bc) — 4a®c* A* — 4a”cd A’ B — 4a*d* AC — 4abc* AB
— dabed B* — 4abd* BC' — 40*c?AC — 4b?cd BC — 4b*d*C*?
=B*(ad — bc)* — 4AC(ad.be)?

=(B?* — 4AC)(ad — bc)?

es decir

D(&,7) = D(z,t)[J(z,1)]? (2.16)

esto implica que una transformaciéon de la forma (2.14), no altera el tipo de ecuacién

diferencial.

Eligiendo los valores de a, b, ¢ y d para eliminar las derivadas de segundo orden en
las nuevas variables, este proceso se hace diferente para cada tipo de ecuacion, es decir,
dependiendo del signo del discriminante. Para ello se asocia a una ecuacién diferencial

ordinaria homogénea

Sea la ecuacion ordinaria homogénea

A(dz)? + Bdxdt + C(dt)*> =0
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asociada a la ecuacion diferencial parcial (2.13), haciendo A = Ccll—f, se tiene
AN+ B X+C =0

Si esta ecuacion tiene raices reales o complejas, entonces se puede factorizar como
A+A)A+X) =0

donde —\; y — A\, son sus raices. Luego

dx dx
dt 1 29

Resolviendo

r=—-Mt+c; x=—-Xt+c

0, equivalentemente

T+ Mt=c1; T+ Nt=c

que representan rectas en el plano cartesiano, llamadas rectas caracteristicas.

La ecuacion ordinaria homogénea asociada a la ecuacion parcial en las nuevas

variables es

A(d€)* + Bdédr + C(dr)? = 0

sus soluciones coinciden con la ecuacién diferencial ordinaria en la variables = y ¢, es

decir,
2.17)
T+ )\Qt = T
31
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las rectas caracteristicas de la ecuacién transformada son rectas paralelas a los ejes

coordenados £ y 7.

Para anular las derivadas de orden 2 en la ecuacidn (2.15), se tienen tres casos dependiendo

del signo del discriminante.

a. Caso hiperbélico, D > 0.

En la ecuacién (2.15) anulando los coeficientes de Ug, y U, es decir
Aa* + Bab+ Ch =0; Ac* + Bed+Cd* =0

Usando (2.17)

r+Mt= & =axr+bt
(2.18)

T+ Mt= 7 =cr+dt

de donde, a = ¢ = 1,b = \; yd = \,. Entonces las ecuaciones de los coeficientes

de Uge y U, son
A+Bb+Ch?=0; A+Bd+Cd*=0

Como D > 0, A\; # )\, es decir, b # d, resolviendo la ecuacién anterior, se tiene

_—B+¢5'd_—B—¢5

b 2C 2C
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La trasformacion (2.14) tiene la forma

= t
6 o 2¢ | (2.19)
I vD t |
T= _
2C
y transforma la ecuacién parcial (2.13) en una ecuacién de la forma
Uer + G, 7,U, U, U;) =0 (2.20)

Esta ecuacion es llamada la forma candnica de la ecuacién hiperbdlica, y las

coordenadas ¢ y 7 definidas en (2.19) son llamadas coordenadas caracteristicas.

Si C' = 0, entonces los valores de by d no son vdlidos; eneste casob=d =1y

_-B+VD -B-VD

C =

“ 24 2A

Andlogamente se encuentran las formas candnicas de las ecuaciones de tipo
parabdlico y eliptico.
b. Caso parabdlico, D = 0.

La transformacién

T=r— ——t

2C

transforma la ecuacion (2.13) en

Ugg—i-H(g,T,U,Ug,UT) :0
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c. Caso eliptico, D < 0.
Como el discriminante es negativo, se tienen raices complejas, es decir, d = b, y

la transformacioén estd dada por

E=x+ 0t

T =x+0bt

escribiendo la parte real e imaginaria del nimero complejo, donde 7 es el conjugado

de &, se tiene

o =5(E+7)
1
B :2—2.(5 —7)

En este caso, la forma candnica de la ecuacion eliptica es

Ujo + Ugg + K(Oé,,@, U, Ua,U@) =0

En la ecuacion de la onda

2
U = C Ugy

donde A = 2, B =0y C = —1, dado que es hiperbélica, reemplazando en la ecuacién

(2.19), se tiene el siguiente cambio de variable

E=x—ct
T=x+ct
34
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Entonces

Uy :U§§ + 2U§7‘ + UTT

Ut ZCZU& — 262U57- + CZUTT

reemplazando en la ecuacién de la onda

CQU§§ — 202U§.,- -+ CQUT.,- = Cngg -+ 202U§T + CQUTT

Por lo tanto la EDP queda como sigue

Uer =0

Resolviendo esta ecuacién diferencial, integrando primeramente con respecto a la variable

7y luego con respecto a la variable £, se obtiene

U(§,7) = (&) + (1)

reemplazando los valores de las variables £ y 7, se tiene

u(z,t) = oz — ct) + Y(x + ct) (2.21)

que es la solucién de la ecuacién de onda.
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Resolviendo para ¢ = 2 y las condiciones

u(0,t) =0, w(1l,t)=0
u(z,0) =f(z) = sen(mx)

u(z,0) =g(z) =0

Sit = 0, entonces

u(z,0) = o(x) + Y(x) = f(x) = sen(mx) (2.22)
y
O'(x) + ' (z) = f'(x) = 7 cos(mz) (2.23)
Ademas
up(z,t) = 2¢'(x + 2t) — 20" (z — 2t) (2.24)
Sit=0
uy(z,0) = 2¢'(x) — 2¢'(z) =g(x) = 0
¢'(x) = ' (x) =0
Reemplazando en (2.23)
P(x)=¢'(x) = gcos(wx) (2.25)
integrando
o(x) — ¢(0) :% sen(mx) (2.26)
o(x) =p(0) + %sen(ﬂx) (2.27)
36
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Andlogamente,

w(z) = (0) + %sen(mc) (2.28)

De (2.22),enxz = 0,

¢(0) +v(0) =0 (2.29)
Reemplazando en la ecuacién (2.21)

sen(mx + 2t)  sen(mwx — 2t)
2 * 2 '

u(z,t) =

2.2.3. Diferencias finitas

Las diferencias finitas tiene por objeto aproximar derivadas para encontrar
soluciones a ecuaciones diferenciales, es decir, encontrar una funcién o alguna

aproximacion a esta funcién.

Definicion 2.7. Sea f : [ — R definida en el intervalo I y derivable n veces en el punto

a € I. El polinomio de Taylor de orden n de la funcién f en el punto a es:

@,
n!

i
a
p() = fa) + o) bt Ty
Sea p(h) el polinomio de Taylor de orden n de la funcién f en el punto a, donde
f estd definida en el intervalo I de los reales. Entonces, la funcién r(h) se define como
la diferencia entre el valor de f en a + h y el valor del polinomio p(h), es decir, r(h) =
f(a+ h) —p(h), y sudominio es el intervalo J = {h € R: a+ h € I}, es derivable n

veces en el punto 0 € .J; ademds r(0) = 7/(0) = --- = r(™(0) = 0.

Lema 2.1. Sear : J — R derivable n veces en el punto 0 € .J. Para que ) = 0, i =
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0,1,...,n, es necesario y suficiente que

Como r(h) = f(a+ h) — p(h), donde r estd asociado al polinomio de Taylor de

orden n y se denota por r,,, entonces se puede escribir de la siguiente manera

"a o
f(a+h):f(a)—l—f'(a)-h—l—%fﬂ%—-'-—l—f n'< >h"+rn(h)

donde

f(n+1)
(n+1)!

n+1

Tn(h) =

Teorema 2.1 (Teorema del valor medio). Sea f : [a,b] — R continua. si f es derivable

en (a,b), existe ¢ € (a, b) tal que

Figura 1

Teorema del valor medio

S
~ 4
sY

38

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

El teorema del valor medio se interpreta que un arco entre dos puntos, existe

al menos un punto en el cual la tangente del arco es paralelo a la secante entre ambos puntos.

Sea la serie de Taylor de primer orden

f@+h) = f(@)+ f'(2) - h+r

"
donde, r; = 7h2, reemplazando en la anterior ecuacién

f@+h)—f@) n

Por lo tanto

y se escribe como

donde O(h) representa el error y es de orden h.

Definicion 2.8 (Diferencia hacia adelante). Sea f : I — R definida en un intervalo I, se

define la aproximacién hacia adelante en el punto z, como

f@+h) - f(z)

D, f(z) = Y (2.30)
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Figura 2

Diferencia hacia adelante

STk o
Kl
+
>

La figura muestra como la recta secante que pasa por los puntos (z, f(z)) y
(Z+ h, f(Z+ h)) se aproxima a la recta tangente en el punto (Z, f()), esta aproximacién
es mejorada cuando A — 0. Se puede graficar varias rectas secantes reduciendo h.
Figura 3

Varias aproximaciones como pendiente de rectas secantes

y“

ISIE &

De la gréfica, se puede observar que, mientras que h se hace mds pequefio la

aproximacion a la recta tangente es cada vez mejor, es decir, que la derivada se aproxima

mejor con h — 0.
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Para la aproximacién de diferencia hacia atrds, se analiza la serie de Taylor como
sigue
f(@=nh)=f@) + f(z) (=h)+m

"
donde, r; = 7h2, reemplazando en la ecuacién

Definicién 2.9 (Diferencia hacia atrds). Sea f : I — R definida en un intervalo I, se

define la aproximacion hacia atrds en el punto z, como

f(x) = f(x = h)
- (2.31)

Figura 4

Diferencia hacia atras

De las series de Taylor de las aproximaciones de las diferencias hacia adelante y
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hacia atras

se tiene

Definicion 2.10 (Diferencia centrada). Sea f : I — R definida en un intervalo I, se define

la aproximacién centrada en el punto z, como

f@+h)— f(z—h)
2h

Dyf(Z) = (2.32)

Figura 5

Diferencia centrada

&V

La relacién entre las aproximaciones hacia adelante, hacia atrds y centrada es la

siguiente

Duf(2) = 5(D. (&) + D_f(2)
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En las aproximaciones, es posible utilizar mds de un punto y en ese caso la aproximacion

serd mejor.

Por ejemplo, haciendo aproximaciones con dos puntos hacia adelante Do, dos
puntos hacia atrds D_» y con tres puntos en aproximacion centrada Ds. Esto se hace con

la serie de Taylor, como sigue:

e D»rf(7)

Sean las ecuaciones, obtenidas por el desarrollo de Taylor de orden 2

F@E+ ) =F(3) + F(D)h + % PR+ (2.33)

f(Z+2h) =F(2) + 2f'(2)h + 2f"(Z)h* + 1y (2.34)

Multiplicando por 4 a la ecuacién (2.33) y restando (2.34), se tiene

37“2

J(@) = o (— f(z + 2h) + 4f (2 + h) — 3 (2)) - -

2h

El error es (’)(h?), es decir es de orden h2. Por lo tanto, la aproximacion con dos

puntos hacia adelante es

D2 f(2) = o (~ (& + 2) + 4f( + b) — 3f(2)) (2.35)
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Figura 6

Aproximacion hacia adelante con dos puntos

yl

b D—zf(f)

Para la aproximacion con dos puntos hacia atrés, se resuelve el sistema

£ — ) =F(2) ~ F@h+ 3 @ 47y 2.36)

f(Z —2n) =f(Z) — 2 (Z)h + 2f"(Z)h* + 1y (2.37)

de donde

37“2

1
7(&) = 57 (31(8) = 4f (7 = h) + f(@— 2m) + 22
Por lo tanto, la aproximacién con dos puntos hacia atras es
1
D2f(2) = 57 (3f(2) = 4f (@ = h) + f(z — 2h)) (2.38)

e Dsf(z)
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La aproximacion centrada con tres puntos, se obtiene resolviendo el sistema

f(z+n)=f(x)+ f(2)h+ %f”(z)hQ + éf’”(i‘)h?’ + 73 (2.39)
FE =) =f(3) - f(@)h+ % FE)R: - é FUERE + g (2.40)
£~ 20) =f(2) — 2f @)+ 2P @R — S @RE s 4D

de donde se obtiene

3

F12) = (2 + 1)+ 3F(2) — 67(F — ) + (2 — 20)) + 2

Por lo tanto, la aproximacion centrada con tres puntos es
1
Dsf(z) = o (2f(Z + h) + 3f(2) = 6f(z — h) + f(z - 2h)) (2.42)
Aplicando las aproximaciones hacia adelante, atrds y centradas, para la funcion

f(z)=sen(x), y z=1

Figura 7

Funcion seno

Kl
[l
—_

Aproximando la derivada de f, es decir f'(z) = cosx, en T = 1, la derivada es

F(1) = cos(1) = 0.540302
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Tabla 1

Tabla de errores en diferencias finitas para f'(Z)

h Dif(z) D-f(z) Dof(z) Di2f(x) D-2f(z) Dsf(2)

0.1  0.042939 0.041138 9.00E-04 2.00E-03 1.58E-03 6.82E-05

0.05 0.021257 0.020807 2.25E-04 4.76E-04 4.24E-04 8.65E-06

0.01 0.004216 0.004198 9.00E-06 1.82E-05 1.78E-05 6.99E-08

0.005 0.002106 0.002101 2.25E-06 4.53E-06 4.48E-06 8.75E-09

0.001 0.000421 0.000421 9.01E-08 1.80E-07 1.80E-07 7.00E-11

Para aproximar la derivada de segundo orden, se escribe la serie de Taylor hacia

adelante para f(z +2h)y f(Z + h),

f(z+2h) = f(z)+ f'(z) - (2h) + f Hf) (2h)? + 1y (2.43)
y
f@+ 1 = 1@ + 5@ - )+ E D e o, .44

resolviendo, (2.43) y (2.44).

f(+2h) —2f(T+h)=—f(@)+ f"(Z)h* —ry

Por lo tanto, la diferencia de segundo orden hacia adelante es:

f(@+2h)—2f(z+h)+ f(Z)

DLf(r) = .

(2.45)
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Andlogamente, se obtiene la diferencia de segundo orden hacia atrds

f(x) —2f(z —h) + f(z - 2h)

D*f(z) = 5 (2.46)
Y, la diferencia de segundo orden centrada
v f@+h)—2f(@)+ f(—h)
D2f(z) = o (2.47)
En adelante, se usard la siguiente notacién
T = x
T+ h = Tit1
T—h = Ti—1

Anélogamente, para f(z;) = f;.

Para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias en problemas de contorno
de segundo orden se utilizan el método de diferencias finitas que proporcionan

aproximaciones a las derivadas. Sea la ecuacion lineal

" = p(t)x'(t) + q(t)x(t) + r(t) (2.48)

En [a,b] con z(a) = ay x(b) = /3. Haciendo una participacion de [a, b] usando los

h—
nodosa:to<t1<---<tN:b,siendoh:Taytj:a+jhparaj:O,1,...,N.

Reescribiendo las formulas de diferencias centradas de primer y segundo orden
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dadas en las ecuaciones (2.32) y (2.47) toman la forma,

() = f(tj+1)2—h$(tj—1> (2.49)

() = 2(tj1) = 2u(t;) + 2(tj1)

2 (2.50)

reemplazando cada término z(¢;) del miembro derecho de las férmulas (2.49) y (2.50) por

x; y sustituir el resultado en la ecuacion (2.48),

Tjp1 — 2$j + Tj-1 . Tj41 — Tj—1
h? !

] 9% ) ‘|—(]j33'j+7"j (251)

esta relacion se usa para calcular aproximaciones numéricas a la solucion de la ecuacion

diferencial (2.48). Agrupando convenientemente, se tiene como un sistema de ecuaciones

lineales:

—h 2 h 2

7]9]' —1 Tj—1 + (2 + h QJ) Z; + 5}9] —1 Tjy1 = —h r; (252)
para j = 1,2,...,N — 1, siendo 2o = o'y xy = (. El sistema (2.52) es un sistema

tridiagonal de N — 1 ecuaciones, usando notacién matricial

—h?r1 +eg
_ h oo -
2+ hiqy P~ 1 1
h h —h2ry
P2 - 1 2+ h2q 5Pz~ 1 0 T2
h h
—5Pi -1 2+ hg; 5P -1 x; =
—hQTj
h ) h
—gPN-2 - 1 2+h%gNn_2 5PN-2 ~ 1 TN-—2
h
L ToPN-1 = 1 2+ h%qn-1 | |BN-1] —h2rn_o
—h*rN_1+en
(2.53)
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siendo
h
ey = (§p1 + 1> o (2.54)
y
—h
EN = (TPN—l + 1) B (2.55)
Sea el problema de contorno
2t 2
" - / .
2"(t) = TP (1) e th(t) +1 (2.56)

con z(0) = 1.25y z(4) = —0.95 en el intervalo [0, 4].

Donde, p(t) = 2t/(1+1t%), q(t) = —2/(1+t*) y r(t) = 1, respectivamente.
Resolviendo el correspondiente sistema de ecuaciones lineales (2.52), el método de
diferencias finitas proporciona las soluciones numéricas {z;}. En la Tabla 2 se muestra
las aproximaciones {z;1},{z;2},{x;3}y {z;4} correspondientes a los tamafios de paso
hi =0.2,hy =0.1, hg = 0.05y hy = 0.025.

La sucesion {z,.} generada tomando hy = 0.1 contiene 41 términos de los que s6lo se
muestra cada uno de cada dos, los que correspondes a los 21 valores de (¢;) dados en la
Tabla 2 y que son los generados tomando h; = 0.2. Andlogamente, lo que se muestra de
las sucesiones (z,3) y (x;4) es s6lo una porcién de todos los valores generados tomando
los tamafios de paso hy = 0.05 y hy = 0.025, respectivamente, y corresponden a los
mismos 21 nodos (¢;). En la Figura 8, se muestran las graficas de la poligonal formada

con los puntos {(¢;,x;1)} parael caso h; = 0.2.
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Tabla 2
Aproximaciones numéricas para x" (t) = 2t 2 (t) (t)+1
1+¢2 1+1¢2
. i o i3 Tja x (t5)
h=0.2 h=0.1 h =0.05 h = 0.025 exacto
0.0 1.250000 1.250000  1.250000 1.25000 1.250000
0.2 1314503 1.316646 1.317174 1.317306 1.317350
0.4 1.32060¢  1.325045 1.326141 1.326414 1.326505
0.6 1.272755 1.279533  1.281206 1.281623 1.281762
0.8 1.177399 1.186438  1.188670 1.189227 1.189412
1.0 1.042106 1.053226  1.055973 1.056658 1.056886
1.2 0.874878 0.887823  0.891023 0.891821 0.892086
1.4 0.683712 0.698181  0.701758 0.702650 0.702947
1.6 0.476372 0.492027  0.495900 0.496865 0.497187
1.8 0.260264 0.276749  0.280828 0.281846 0.282184
2.0 0.042399 0.059343  0.063537 0.064583 0.064931
2.2 -0.170616 -0.153592 -0.149378 -0.148327  -0.147977
24 -0.372557 -0.355841 -0.351702 -0.350669  -0.350325
2.6 -0.557565 -0.541546 -0.537580 -0.536590  -0.536261
2.8 -0.720114 -0.705188 -0.701492 -0.700570  -0.700262
3.0 -0.854988 -0.841551 -0.838223 -0.837393  -0.837116
3.2 -0.957250 -0.945700 -0.942839 -0.942125  -0.941888
34 -1.022221 -1.012958 -1.010662 -1.010090  -1.009899
3.6 -1.045457 -1.038880 -1.037250 -1.036844  -1.036709
3.8 -1.022727 -1.019238 -1.018373 -1.018158  -1.018086
4.0 -0.950000 -0.950000 -0.950000 -0.950000  -0.950000
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Figura 8

Grdfica de la aproximacion numérica, tomando h = 0.2

—-10F

Comparando las soluciones numéricas de la Tabla 2 con la exacta

x(t) = 1.25 + 0.486089652t — 2.25t* 4 2t arctan(t)

+- (-1 In(1+¢*) (.57

!
2
La Tabla 2 muestra que eso es lo que ocurre, por ejemplo, en el punto ¢; = 1.0 los
errores de las aproximaciones correspondientes a los tamafios de paso hy, hs, hg y hy son
ej1 = 0.014780, e;2 = 0.03660, e;3 = 0.0000913 y e;4 = 0.000228, respectivamente;
los cocientes sucesivos de estos errores son e;,/e;;1 = 0.0003660/0.014780 = 0.2476,
e;3/e;2 = 0.0000913/0.03660 = 0.2495, e;4/€e;5 = 0.0000228/0.000913 = 0.2497,

1
que se acercan a 1

Usando el esquema de mejora de Richardson para extrapolar los valores poco
aproximados {z;1},{x;2},{z;3}y {z;4} y conseguir seis cifras decimales de precision.
Eliminando los términos de orden O (h?) y O ((h/2)?) en las aproximaciones {z;;} y
{z;2} generamos los valores extrapolados correspondientes {z;1} = {(4x;2 — x;1) /3}.
De manera parecida, eliminando los términos del error de orden O ((h/2)?) y O ((h/4)?)

en {z;2}y {z;3} se generan los valores extrapolados {z;.} = {(4x,3 — x;2) /3}. Puede
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probarse que se puede aplicar el segundo nivel del esquema de mejora de Richardson a
las sucesiones {z;1} y {z;2} y generar una tercera mejora {(16z;2 — z;1) /15}. Vamos
a ilustrar la situacion hallando los valores extrapolados que corresponden a ¢; = 1.0. El

primer valor extrapolado es

Adr:o — s 4(1. 226) — 1.0421
xj,zg Tj1 _ ( 053 6)3 0 06 = 1.056932 = Zj1 (2.58)

El segundo valor extrapolado es

drjs— x50 4(1.055073) — 1.053226
:”%33 iz _ 4 )3 — 1.056880 = z;., (2.59)

Finalmente, la tercera extrapolacion involucra los términos z;, | y 2, :

1629 — 2,1 16(1.056889) — 1.056932
23’35 Za _ 16( 1)5 — 1.056886 (2.60)

Este tltimo valor tiene ya seis cifras decimales de precision. Los valores mejorados en los

demads puntos se recogen en la siguiente tabla
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x(t;) =z x(ty) —xj0 x(ty) —xi3 x(t;) — 250

= €51 = €52 = €53r = €51

hy =0.2 hy =0.1 hs =0.05  h; =0.025
0.0  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.2 0.002847 0.000704 0.000176 0.000044
0.4 0.005898 0.001460 0.00030 .4 0.000091
0.6  0.009007 0.002229 0.000556 0.000139
0.8 0.012013 0.002974 0.000712 0.000185
1.0 0.014780 0.003660 0.000913 0.000228
1.2 0.017208 0.004263 0.001063 0.000265
1.4 0.019235 0.004766 0.001189 0.000297
1.6  0.020815 0.005160 0.001287 0.000322
1.8  0.021020 0.005135 0.001350 0.000338
20 0.022533 0.005588 0.001394 0.000348
22 0.022639 0.005615 0.001401 0.000350
24 0.022232 0.005516 0.001377 0.000344
26 0.021304 0.005285 0.001319 0.000329
2.8  0.019852 0.004926 0.001230 0.000308
3.0 0.017872 0.004435 0.001107 0.000277
3.2 0.015362 0.003812 0.000951 0.000237
34 0.012322 0.003059 0.000763 0.000191
3.6  0.008749 0.002171 0.000541 0.000135
3.8 0.004641 0.001152 0.000287 0.000072

4.0  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
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CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1. MATERIALES
En este trabajo de investigacion los materiales que se utilizé fueron:

e La investigacién se basé en una amplia variedad de fuentes de informacidn,
incluyendo textos, articulos y papers online, revistas cientificas de prestigio y tesis
de repositorios nacionales e internacionales. Especialmente, se consultaron fuentes
bibliogréficas especializadas en Ecuaciones Diferenciales Parciales y Diferencias
Finitas, cuya revision bibliografica se detalla en la seccion correspondiente.

e Otros materiales que también fueron de gran utilidad: el internet, la laptop, software

MATLAB, hojas, pizarra, lapiceros y plumones.
3.2. METODOS

¢ Tipo de Investigacion.
El tipo de investigacion es tedrica bdsica y aplicada (Chavez, 2007), ya que la
investigacion se basa en aplicacion de las diferencias finitas en la solucién de
una ecuacion diferencial parcial tipo hiperbdlico de una dimensién en la ecuacién
diferencial de la onda y su software Matlab.

e Meétodo.
El método que se usa es deductivo (Rojas, 2004), explorativo ya que la ejecucion
del proyecto consistird en el andlisis de los conceptos y teoremas que engloba la
teoria de ecuaciones diferenciales parciales y diferencias finitas, para aplicarlos en
la solucién de una ecuacién diferencial parcial tipo hiperbdlico de una dimension
en diferencias finitas en ecuacion diferencial de la onda y su software Matlab.
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e Técnica.
Lectura y andlisis de materiales de consulta para la asimilacion asi también el uso
de método de diferencias finitas para la solucién de las ecuaciones diferenciales
parciales de tipo hiperbdlico en la investigacion.

o Estrategias.
La estrategia de esta investigacion es elegir un problema, plantear la solucidén
tedrica, es dificil plantear la solucién aproximada en donde se ejecuta el programa

de aproximacion.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. LA ECUACION DE ONDA

Considerando pequeias vibraciones de una cuerda que esté sujeta en los extremos.
Suponiendo que la cuerda estd hecha de un material homogéneo, en donde no afecta la

gravedad, las vibraciones tienen lugar en un plano y que no hay fuerzas externas.

Figura 9

Vibraciones de una cuerda

=Y

Para describir matematicamente las vibraciones de la cuerda, se considera una

pequeia seccion de la cuerda.
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Figura 10
Pequerio segmento de la cuerda vibrante

uﬂ

Para pequefios angulos 6, se tiene

senf =60 y cosf=1

Entonces

Puesto que la derivada se relaciona con la tangente, entonces

tanf = u,

es decir

tan 01 =u,(x)

tan 0y =u,(x + Azx)
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Ahora, analizando la fuerza de tension vertical

Tsenty —Tsenby, =T tanb, — T tan b,

=Tu,(z + Az) — Tu,(x) 4.1)

Para aplicar la segunda ley de Newton, se necesita la masa por la aceleracion, en donde la

masa estd expresada mediante la densidad por variacion de longitud, es decir,

m = pAx 4.2)

y la aceleracion es la segunda derivada respecto al tiempo, es decir,

a = U (43)

Por la segunda ley de Newton, se tiene

Tu,(z + Ax) — Tu,(z) =pAzuy

Dividiendo, entre T'Ax

ug(x + Az) —uz(x)  p

=5 Ut

Az T

Tomando limite

. ug(x 4 Az) — ug(x) :ﬁuﬁ

Az—0 Ax T
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por la definicién de derivada, se concluye
2
Ut = C Ugy

T
donde ¢ = —, que es la ecuacién de la onda.
p

En seguida, se presenta la ecuacion diferencial parcial de tipo hiperbdlico, como

problema de valores en la frontera de la ecuacién de la onda, estd dada por:

Uy (1,t) = uge(z,1), 0<z<a; 0<t<b (4.4)
Sujeto a condiciones de contorno

u(0,t) =u(a,t) =0; 0<t<b

4.5)
w@,0)=f(z) y w(z,0)=g(x) 0<z<a
Es una ecuacion hiperbdlica; yaque A=1; B=0; C=-1/c%
2 2 2 4
B? —4AC =0 —4(1) (-1/¢?) = 5 >0 (4.6)

C

La ecuacion de onda es un modelamiento matematico del desplazamiento de la funcién u
desde su posicién de equilibrio, de una cuerda eléstica cuyos extremos sonz = 0y z = a,
ésta ecuacion estd dada por la segunda derivada del desplazamiento de onda u respecto
a la coordenada x es igual al inverso de la velocidad de propagacion al cuadrado por la

segunda derivada del desplazamiento de esta con respecto al tiempo.
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Figura 11

Onda unidimensional

U(x,t)

A

A >

X, tiempo fijo t

Se realiza una particion al rectdngulo /2 en una malla compuesta por n — 1 por
m — 1 rectangulos, cada uno con dimensiones Az = h'y At = k. La malla se construye de
manera que se inicia en la fila inferior, donde ¢ = ¢, = 0, y se avanza hacia arriba. En la fila
inicial, se conoce la solucién u(x;, t;) = f(z;). A partir de esta fila, se utiliza una ecuacién
en diferencias finitas para calcular las aproximaciones a la solucién exacta en los puntos
de la malla, es decir, u(x;,t;), en las filas sucesivas. O sea, paracada j = 2,3,--- ,m, se
calcula

{w;; = u(z;,t;): i=1,2,--- ,n} 4.7)
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Figura 12

Malla para resolver wuy; = *uy,

t
A
t =ty =tmax[————— - r |
|
|
Ki+ = v |
t=tjm |
' |
(i—15) vl (i) (i +1,7) !
t=t; L . 3 L 1
l«— h —>] [
o |
t=tj 1 x(w* ) :
|
|
t=ty=0 | >
Xo Ti-1 X Ti41 Ty, =1L

Por la ecuacién (2.47) de diferencias centradas de segundo orden, se tienen

u (IZ —+ h, tj) —2u (l‘i, t]) +u (l‘z — h, t])

Uz (T4, 1) & iz (4.8)
u(w;,t; +k)—2u(x;,t;) +u(x,t; —k
utt(xi7tj) ~ ( J ) <k2 J) ( J ) (49)

Los rectingulos en la malla entre los puntos son uniformes en todas las filas:
Tiv1 = x; + h (y ;-1 = x; — h) y también es uniforme en todas las columnas:

b=t +k(yti-1=t; — k).

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion de onda (4.4) y denotando u; ; en

lugar de u(z;,t;), de lo cual se tiene

Uigat = 2Uij + Uijor  pUicry — 2Uij + Uiz

= - (4.10)
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esta es la ecuacion en diferencias finitas que se usard para aproximar la ecuacién de la

onda unidimensional (4.4).

Haciendo
ck 9 ck\?
- t = = 4.11
r I entonces 7 (h) ( )

La ecuacion queda como:

Ui7j+1 — 2ui,j + ui,j—l = 7“2 (Ui—i-l,j — 2Ui,j + ui_l,j) (412)
Reordenando convenientemente

ui,j+1 =2 (1 — 7"2) ui,j + 7‘2 (ui-l-l,j -+ ui—l,j) — ui,j—l (413)
parat = 1,2,3,...,n— 1. Enla Figura 13 se muestra la posicién en la malla de los cuatro

valores conocidos que aparecen en el miembro derecho de la relacion (4.12), los que se
usan para determinar la aproximacion ;.

Figura 13

Esquema de la ecuacion en diferencias para la ecuacion de ondas.

Uj,5—1

2
TUi-1je

. T2ui+1,j
(2 — 27‘2) ui,j

— ¢ ————o

— Uj,5—1

Usando la ecuacion (4.13), se obtiene la forma matricial haciendo variar .
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Si¢ = 1, la ecuacion (4.13) se escribe como

ul’jﬂ =2 (1 — 7’2) Ul,j —+ T2 ('U/Q’j —+ UOJ) — ul,j_l

y, por las condiciones u(0,t) = u(a,t) = 0, es decir, uy ; = 0, entonces

U jp1 = 2 (1 - 7’2) urj + 7“2U2,j —Uyj-1

Sii = 2, se tiene

U2 j+1 = 2 (1 — 7’2) U2 j + 7“2 (U37j + ’LL17j) — U251

de donde

2 2 2
Ugjt1 =2 (1 —-r ) Ugj + T7UZ; + 77U — U i1

Andlogamente, para los valores de ¢, hasta que 1 = n — 1.

Un—l,j-i—l =2 (1 — 7’2) Un—l,j + 7“2’Lbn,j + T’QUn_QJ' — un—l,j—l

Estas ecuaciones se pueden escribir como un sistema de n — 1 ecuaciones

2 2
Uy j1 =2 (1 —-r ) Upj + T U5 — Upj-1

2 2 2
U j+1 =2 (1 -r ) Ug,j + T7U3; + 77U 5 — U i1

Up—1,j+1 =2 (1 — 7“2) Up—1j + 72U + T2 U0 — Un_1j1
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y, éste sistema se puede escribir matricialmente como

U, j+1 2 (1 — 7"2) 7“2 0o --- 0 Uy, j Uy,5—1
U2 j+1 r? 2(1—1r?) 2 ... 0 Uz, U j—1
Un—1,j+1 0 s 0 7"2 2 (1 — 7"2) Un—1,5 Unp—1,5—-1
- R S S @1s

Para utilizar las condiciones iniciales, sea x = x; fijo en la frontera inferior de R y
aplicando la férmula de Taylor de orden uno para el desarrollo de u(x,t) alrededor de

(x;,0); para el valor (u;, k) se verifica

u(w;, k) = u(z;,0) + w2, 0)k + O (k) (4.15)

Usando las condiciones iniciales, se obtienen las aproximaciones de la primera fila

u(r,0) = f(zs) = fi Yy w(r:,0) =g(x;) =g (4.16)

en la ecuacién (4.15) sea to = k, con esto se obtiene la férmula para las aproximaciones

numéricas en los puntos de la segunda fila

uio=fi+kg para i=123---,n—-1 4.17)

Esta ecuacion estd dada en diferencias finitas y proporciona una aproximacion para la
segunda fila. Para evitar los valores u; 5 calculados con la férmula (4.17) en el proceso de

error de truncamiento apreciable, es recomendable tomar un tamafio de paso muy pequefio

k.

64

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

La funcién dos veces derivable f(x) en el contorno implica que u,,(z,0) = f”(z), esta
igualdad permite utilizar el desarrollo de Taylor de orden n = 2 con el cual obtener
una aproximacién mejorada a los valores de la segunda fila de la malla. Para ello, en la

ecuacion de la onda, se tiene

Uy (25,0) = gy (24, 0) = A f(2;) = Jinr = 2}5; + fi +0 (h2) (4.18)

Por la formula de Taylor de orden 2, se tiene

Ut (x, 0)]€2

u(z, k) = u(z,0) + u(z,0)k + 5

+ 0 (k) (4.19)

y aplicando esta expresion (4.19) en el punto x = x; y con (4.17) y (4.18), se obtiene

k>

U(xi,k):fi—%k'gri-w

(firn —2fi + fic1) + O (R*) O (K*) + O (K*)  (4.20)

Como r = ck/h, de la expresion (4.20) se obtiene la siguiente formula de diferencias que

proporciona aproximaciones numéricas mejoradas a los elementos de la segunda fila:

2
win = (1= 1) fi + kgi + % (firs + fio1) (4.21)

parat =1,2,3,...,n— 1.
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4.2. APLICACION DE LAS DIFERENCIAS FINITAS A LA ECUACION DE LA

ONDA

Usando el método de las diferencias finitas para resolver la ecuacién de ondas de

una cuerda vibrante:

g (7,t) = dugy(z,t), para 0 <z <1y 0<t<0.5 (4.22)

con las condiciones de contorno

u(0,t)=0 y wu(l,t)=0 para0<t<0.5

u(z,0) = f(x) = sen(rx) para0 <z <1 (4.23)
ur(z,0) = g(z) =0 para0 < x <1
1-0 1-0
Paran = 11, entonces h = o-1- 0.1y m = 21 entonces k = 1= 0.05. Puesto

que ¢ = 2, entonces = ck/h = 2(0.05)/0.1 = 1. Como g(z) = 0y r = 1, reemplazando

en la féormula (4.21) para calcular los valores de la segunda fila

wig == para i=1,2,3,...,9 (4.24)

Sustituyendo » = 1 en la ecuacién (4.13) se obtiene la ecuacion en diferencias,

Ui jp1 = Uig1j + Ui—1,5 — Ujj—1 (4.25)

Usando las formulas dadas en (4.24) y, sucesivamente, en (4.25) se generan las
aproximaciones a los valores wu(z,l) que estdn en la Tabla 3 para 0 < z; < 1y

0 <t; <0.50.
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Para calcular los valores de la primera fila, con la condicién de contorno

u(0,t) =u(l,t) =0

y la condicion inicial

u(z,0) =sen(rz), 0<x <1, y w(z,0)=0

que indica el valor inicial al desplazarse z, es decir, para j = 0, se tiene

Ui = fi = Sen(ﬁxi)

los valores de u; o, para i = 1, ..., 9, se tienen, para la primera fila

u(z1,0) = wuyo = sen(m x0.1) = 0.309017
u(z2,0) = wugo = sen(m x0.2) = 0.587785
u(z3,0) = wusp = sen(m x0.3) = 0.809017
u(r4,0) = wugo = sen(m x0.4) = 0.951057
u(zs,0) = wusp = sen(m x 0.5) = 1.000000
u(ze,0) = ugo = sen(m x0.6) = 0.951056
u(x7,0) = wuzp = sen(w x0.7) = 0.809017
u(zs,0) = wugp = sen(m x0.8) = 0.587785

u(z9,0) = wgo = sen(m x0.9) = 0.309017
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Para los valores de la segunda fila, usando la ecuacién (4.24), o sea,

Uiy — Ji-1 v2L Jit1
w(ay, 1) = uyy = f“;h — 0.293893
w(ws,1) = upy = fl;f‘”) — 0.559017
u(ws, 1) = usy = fQ;ﬁl = 0.769421
Wz, 1) = way = f?’;ff’ — 0.904509
w(zs, 1) = usy = f‘*;fﬁ = 0.951057
w(z, 1) = ugy = f"’;ﬁ — 0.904509
w(zr, 1) = upq = fﬁ;fs = 0.769421
w(zs, 1) = ugy = f7;rf9 — 0.559017
w(zg,1) = ugy — % — 0.293803

Para el resto de filas, se tienen

Uiyl = Wig1j + Ui—1,5 — Ui j—1

Paraj =1

Ujo = Ujp1,1 + Uim1,1 — Ui

68

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



:  UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

de donde

Uy =U 1 + Ug1 — UL
=0.559017 + 0 — 0.309017
=0.181636

Ugo =U31 + U1 — U
=0.769721 + 0.293893 — 0.587785
=0.345492

Uz =Ug 1 + U1 — U3
=0.904509 + 0.559017 — 0.809017

=0.475528

Los resultados se muestran en la tabla 3.
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Tabla 3

Muestra las soluciones de la EDP (4.22) pag 66

tj i) T3 Ty T3 Tg Ty xTs Tog 10

0 0.309017 0.587785 0.809017 0.951057 1.000000  0.951057 0.809017 0.587785 0.309017

0.05  0.293891 0.559017 0.769421 0.904508 0.951057 0.904508 0.769421 0.559017 0.293893

0.1 0.250000  0.475528 0.654508 0.769421 0.809017 0.769421 0.654508 0.475528 0.250000

0.15  0.181636 0.345492 0.475528 0.559017 0.587785 0.559017 0.475528 0.345492  0.181636

0.2 0.095492 0.181636 0.250000  0.293893 0.309017 0.293893 0.250000  0.181636 0.095492

0.25 0 -0.000000 0 0 0.000000 0 -0.000000  0.000000 0

0.3 -0.095492  -0.181636  -0.250000 -0.293893  -0.309017 -0.293893  -0.250000 -0.181636  -0.095492

035 -0.181636  -0.345492  -0.475528  -0.559017  -0.587785 -0.559017  -0.475528  -0.345492  -0.181636

0.4 -0.250000  -0.475528  -0.654508  -0.769421  -0.809017 -0.769421  -0.654508  -0.475528  -0.250000

0.45 -0.293893  -0.559017  -0.769421  -0.904508  -0.951057 -0.904508  -0.769421  -0.559017  -0.293893

0.5 -0.309017  -0.587785  -0.809017 -0.951057 -1.000000 -0.951057 -0.809017 -0.587785  -0.309017

4.3. RESOLUCION DE LA ECUACION DE LA ONDA EN MATLAB

function U=finedif(f, g, a, b, ¢, n, m)

% Resuelve numericamente la ecuacion de ondas

mediante diferencias finitas.

% Datos de entrada

% —f=u(x, 0) la condicion inicial u(x,0) como una cadena de
caracteres f’

% — g=ut(x,0) la condicion de contorno dada como cadena de

caracteres g

% — a y b son limites superiores de [0O,a] y [0,b]
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% — c: la constante de la ecuacion de la onda

Jo— n y m el numero de nodos en los intervalo [0,a] y [0,b]
% Y devuelve la matriz U, que contiene la solucion numerica
en una tabla similar a una matriz.

% Inicializacion de los parametros y de U

h=a/(n—1);

k=b/(m—1);

r=cxk/h;

r2=r"2;

r22=r"2/2;

sl=1—-r"2;

U=zeros(n,m);

% Calculo de las dos primeras filas

for 1=2:n—1

U(i,l)=feval (f,hx(i—1));

U(i,2)=sixkfeval (f,h*x(i—1))+kxfeval(g,hx(i—1))

+r22x(feval (f ,hxi)+feval (f,hx(i—2)));

end

% Calculo de las demas filas

for j=3:m,

for i=2:(n—1),

U(i,j) = s2xU(1,j—D+r2xU(i—1, j—1)—-U(i, j—2);

end

end

u=u’;
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surf (U)

Para compilar en MATLAB, en la ventana principal, se declara los valores de f = sen(mx),

g=0,a=1,b=0.5,c=2,n=11ym = 11, de la siguiente forma:

>> format long
>> {=@(x)sin(pi*x);

>

\Y

g=@(x) O0;

>> finedif(f,g,1,0.5,2,11,11)
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Los datos obtenidos en MATLAB fueron tomados en el Laboratorio de Cémputo
de la Escuela Profesional de Ciencias Fisico Matematicas el cual cuenta con licencia de

MATLAB, y se tomaron las capturas necesarias.
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Figura 14
Captura de pantalla del programa MATLAB tomada en el Laboratorio de Computo de la

Escuela Profesional de Ciencias Fisico Matemadticas

[t

LT T

Los datos coinciden con los de la tabla 3, y su gréfica generada por MATLAB, es

la siguiente

75

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
. ____________________________________________________|]



UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

Figura 15

Representacion grdfica de las soluciones para la ecuacion de ondas generada en MATLAB.

Captura de pantalla tomada en el Laboratorio de Computo de la Escuela Profesional de

Ciencias Fisico Matematicas

B R s et [ma [mite e pew
Odda|3 00 T

D L LTy N S ——
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V. CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente trabajo de investigacion son las siguientes:

e Se ha estudiado las ecuaciones diferenciales parciales y su solucién mediante
diferencias finitas. La cual ha permitido determinar la soluciéon numérica de una
ecuacidn diferencial parcial de tipo hiperbdlico de una dimensién en ecuaciones
diferenciales de la onda.

e Se analiz6 las ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico de una
dimensién y el método de diferencias finitas para resolver diferenciacién y
ecuaciones diferenciales ordinarias.

e Se obtuvo la solucién mediante las diferencias finitas de la ecuacién de la onda de
una dimension y los datos se muestran en la Tabla 3.

e Considerando la ecuacién diferencial parcial tipo hiperbdlico, de la onda en una

dimension, se realizaron simulaciones utilizando el software MATLAB.
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VI. RECOMENDACIONES

Las recomendaciones del presente trabajo de investigacién son las siguientes:

e En esta investigacion se aplicé el método de las diferencias finitas para resolver
una ecuacion diferencial parcial tipo hiperbdlico en una dimensién. Se recomienda
estudiar bajo el mismo andlisis la solucién de ecuaciones en dimensiones mayores.

e Se recomienda estudiar ecuaciones diferenciales parciales utilizando el método de
las diferencias finitas y modelar en softwares como MATLAB u otros, para tener
soluciones con mds precision.

e Se puede aplicar otras técnicas de aplicacion como variables aleatorias.
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ANEXOS

ANEXO 1:

Figura 16

Constancia de Laboratorio de Computo

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO-PUNO
FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL Y ARQUITECTURA
DIRECCION DE LA E.P. CIENCIAS FISICO MATEMATICAS

Coordinacion de L io de C6 EPCFM.

CONSTANCIA

EL QUE SUSCRIBE, COORDINADOR DE LABORATORIO DE C(f)MPUTO DE LA
ESCUELA PROFESIONAL DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS DE LA
UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO-PUNO.

HACE CONSTAR:
Que, el Seiior ROGER ANACATA MAMANI, identificado con DNI. N° 40877866
egresado de la Escuela Profesional de Ciencias Fisico Matematicas - Programa de Estudios

Ciencias Fisico Matematicas: MATEMATICAS, ha hecho uso de Laboratorio de Coémputo,
se otorga el presente documento para fines de adjuntar en su Proyecto de su Tesis.

Puno, C.U., 12 de Julo del 2024.

Cec.
Arch."2024"
RMMCH/ocf.-
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