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RESUMEN
En la presente investigacion construimos un algoritmo para la optimizacion del
tiempo de ejecucion en la situacién de problemas de programacion lineal, este
algoritmo esta basado en una de las variantes del método de puntos interiores
para programacion lineal, este algoritmo evoluciona por el interior de la region
factible a diferencia del algoritmo Simplex, que evoluciona por sus extremos,
disminuyendo considerablemente el tiempo de ejecucion en la solucion de los
problemas. Los algoritmos de puntos interiores surgen, con el trabajo de
Karmarkar, como una alternativa de complejidad polinomial al bien
establecido método de simplex, para el caso de programacion lineal. En 1987
Kojima-Misuno-Yoshise presentan un algoritmo de puntos interiores, llamado
Primal-Dual, que seguido del trabajo de Mehrotra en 1992, fundamentan las
bases de algunos de los algoritmos existentes mas eficientes para
programacion lineal. Este algoritmos combina de otras técnicas numéricas,
tales como el método de newton, lagrange y penalizacion interna, funcionando
estas tres técnicas resulta el algoritmos para la optimizacién del tiempo de
ejecucion en la situacién de problemas de programacion lineal. Se hizo la
implementacion de las tres técnicas numéricas asi como la implementacion
del algoritmo principal en un software y experimentos computacionales que
corroboran la eficacia frente a problemas de grandes dimensiones, se genero
problemas de programacion lineal de 90 restricciones y 110 variables, 220

restricciones y 320 variables, que fueron resueltos con el algoritmo principal.

Palabras clave: Direcciones de busqueda, método de barrera logaritmica,

optimos alternativos, programacion lineal, puntos interiores.

viii
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ABSTRACT
In the present research we constructed an algorithm for the optimization of the
execution time in the situation of problems of linear programming, this algorithm
is based on one of the variants of the method of interior points for linear
programming, this algorithm evolves in the interior of the region feasible unlike
the Simplex algorithm, which evolves by its extremes, considerably decreasing
the execution time in the solution of problems. Inner-point algorithms arise, with
the work of Karmarkar, as an alternative of polynomial complexity to the well
established simplex method, for the case of linear programming. In 1987
Kojima-Misuno-Yoshise presented an inner-point algorithm, called Primal-Dual,
which followed the work of Mehrotra in 1992, laying the foundations for some of
the most efficient algorithms for linear programming. This algorithm combines
other numerical techniques, such as the newton method, lagrange and internal
penalty, these three techniques result in the algorithms for the optimization of
runtime in the situation of linear programming problems. The implementation of
the three numerical techniques as well as the implementation of the main
algorithm in a software and computational experiments that corroborate the
efficacy against big problems, generated problems of linear programming of 90
restrictions and 110 variables, 220 restrictions and 320 variables, which were

solved with the main algorithm.

Keywords:Alternative optimal,interior points, logarithmic barrier method, linear

programming, search directions.
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INTRODUCCION
La literatura sobre los algoritmos de puntos interiores del tipo Primal-Dual
es variada y muy extensa, existen diferentes formulaciones, diversos
resultados de convergencia y complejidad. Ademas de las buenas
propiedades teodricas, estos algoritmos han demostrado tener buen
comportamiento practico y se han utilizado en distintas aplicaciones de
manera satisfactoria.

En el capitulo I, se aborda el planeamiento y formulacion del problema,

asimismo, la finalidad e importancia, los objetivos de la investigacion, la
hipétesis de estudio.
El capitulo Il, contiene el marco tedrico de la investigacion, los
antecedentes del tema y los teoremas de convergencia, asi como las tres
técnicas numéricas de optimizacion, cada uno con sus respectivos
algoritmos.

El capitulo Ill, contiene el tipo y disefio de investigacion asi como la
metodologia.

En el capitulo IV se describe los fundamentos del algoritmo principal, con
todas las justificaciones matematicas necesarias, la construccion,
implementacion y la experimentacion con problemas de grandes

dimensiones.
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CAPITULO |

PROBLEMATICA DE INVESTIGACION

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Dentro de la optimizacion, es indiscutible que el algoritmo simplex (1947)
representa un clasico en la resolucion de problemas de programacion
lineal. M&s aun, el simplex ha servido como fuente en la construccion de
métodos especializados en la resolucién de otros problemas, tales como
programacion entera. No obstante, cuando se realiza un analisis teérico
con respecto a su eficacia, el algoritmo simplex es considerado de tiempo
de ejecucion en el orden exponencial, es decir, que para problemas de
programacion lineal en espacios n dimensionales, puede realizar en el
peor de los casos, alrededor de 2" iteraciones, y por tanto, teéricamente
ineficiente. Por otro lado, los resultados obtenidos en la practica han
mostrado que este algoritmo tiene un desempefio razonable v,
frecuentemente, apenas requiere pocas iteraciones para resolver

problemas de la vida real con un nimero de variables no muy grande.
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El motivo para el mal comportamiento del algoritmo simplex frente a
problemas particulares, tales como los propuestos por V. Klee y. Minty, es
que se desplaza por los vértices del poliedro definido por la region de
factibilidad. A esto se le suman algunas otras desventajas, tales como la
implementacion computacional sofisticada, peligro de ciclaje ante
degeneracion e ineficiencia ante problemas de gran tamafio.

En los Ultimos cuarenta afios surgieron otros tipos de algoritmos con una
filosofia diferente, desplazarse por el interior de la regién factible. Los
resultados teodricos fueron sorprendentes, pues mostraron que el
problema de programacion lineal podia ser resuelto en un tiempo de
ejecucion polinomial. Dentro de lo mas representativos esta el algoritmo
de las Elipsoides de Khachian y el algoritmo e Karmarkar.

Por los afios noventa surgieron algoritmos con la misma estrategia,
desplazarse por el interior del poliedro e factibilidad, pero con la diferencia
gue éstos usaban tanto el primal como el dual para resolver el problema
de programacion lineal. Estos algoritmos estaban fundamentados en el
algoritmo de Newton, el algoritmo de Lagrange y el algoritmo de Barrera,
estas herramientas matematicas fusionadas produjeron lo que hoy en dia
se denomina algoritmos de puntos interiores Primal-Dual, y actualmente,
es considerado la manera mas eficiente que se conoce para resolver el
problema de programacion lineal. Existen varias versiones de este

algoritmo, una de ellas constituira justamente el motivo de este trabajo.
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1.2 JUSTIFICACION
Encontrar algoritmos alternativos al algoritmo simplex y que resuelvan con
mayor rapidez para hallar las soluciones de problemas de programacion
lineal. En muchas Universidades, el algoritmo del Simplex es analiza a
fondo, debido a su sencillez y a su facil comprension. Esta investigacion
pretende dejar un legado del algoritmo para la optimizacién del tiempo de
ejecucion en la solucién de problemas de programacion lineal, con todas
las justificaciones matematicas, implementado en el lenguaje de
programaciéon de MatLab, haciendo sus experimentos para problemas de

grandes dimensiones.

Dar al estudiante una herramienta poderosa, para resolver problemas de

programacion lineal para la optimizacion.

1.3 OBJETIVOS

131 Objetivo general

Desarrollar un algoritmo para la optimizacién del tiempo de ejecucion

en la solucién de problemas de programacion lineal.

1.3.2 Objetivos especificos
1. Construir un algoritmo para la optimizacion del tiempo de ejecucion
en la solucién de problemas de programacion lineal, con todas las
justificaciones matematicas necesarias.
2. Implementar el algoritmo para la optimizacion del tiempo de
ejecucion en la solucién de problemas de programacion lineal en

MatLab.
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3. Realizar experimentos computacionales que corroboren la eficacia
del método frente a problemas de gran tamafio.

1.4 HIPOTESIS

El algoritmo para la optimizacion del tiempo de ejecucion en la solucion de
problemas de programacion lineal es eficiente para problemas de grandes

dimensiones.
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CAPITULO I
MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION
En 1984, Karmarkar propuso un algoritmo que resultdé ser altamente
competitivo frente al simplex para resolver problemas de programacion
lineal de gran tamafio. Trabajos pioneros en métodos de puntos interiores,
anteriores al algoritmo de Karmarkar, son el de Frisch, Fiacco y
McCormick, el de Khachiyan y otros. El algoritmo de Karmarkar origind
multitudes de trabajos alrededor de su idea original que ha sido mejorado

en muchos aspectos.

Aquino (2005). "Gréficas con Programacion lineal". Universidad de
Veracruz. México. En este trabajo de tesis se describen los conceptos
basicos de programacion lineal, Teoria de grafos y grafos dirigidos, el titulo

de la tesis a primera parte donde dice graficas se refiere a los grafos.

- Carrasco (2002) "Dual convergence for penalty proximal point algorithms
in convex programming” Universidad de los Andes. Chile: Consideramos un
método iterativo implicito en la programacion convexa que combina
variantes del algoritmo del punto proximal, con funciones de penalizacién

paramétricas. Se investiga una Multiplicadora que se calcula explicitamente

6
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en términos de la secuencia primitiva generada por el Método iterativo,
proporcionando algunas condiciones sobre los parametros para asegurar la

convergencia Hacia una solucion dual 6ptima particular.

Wesner (2015). "Técnicas de programacion lineal entera para la
optimizacién de la recoleccion de residuos reciclables en el Municipio de
Morén" Universidad de Buenos Aires. Argentina: Una posible hipotesis para
explicar los resultados no tan alentadores obtenidos en la rezonificacién
puede ser que la zonificacion inicial proporcionada por la municipalidad es
razonablemente buena, teniendo en cuenta los ajustes que realizaron
sobre la forma de los cuadros durante los primeros meses del proyecto de
recoleccion de residuos reciclables. Como observacion final, nos gustaria
comentar que actualmente la municipalidad de Morén se encuentra usando

los recorridos que les proporcionamos para realizar la recoleccion.

Gamboa (2016). "Minimizacion de funciones convexas sobre la
envoltura convexa de un conjunto finito de puntos usando el método de
puntos interiores". Universidad nacional de Trujillo. Per(: En el presente
trabajo sobre la minimizacion de funciones convexas sobre la envolvente
convexa de un conjunto finito de puntos usando un algoritmo de puntos
interiores, se obtienen las siguientes conclusiones: El algoritmo presentado
resulta conveniente para problemas de optimizacién convexos, llegando a
una buena aproximacién. El algoritmo puede usarse también para hallar la
proyecciéon de un punto de R" sobre la envolvente convexa de un conjunto
finito de puntos. EI método de puntos interiores se puede usar en un

problema de optimizacion donde la funcidn objetivo no necesariamente es
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cuadratica pues se tiene bien definida la taza de convergencia lineal aun

para problemas no-cuadréaticos convexos.
- EL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL

El problema de programacion lineal en la forma estandar corresponde al
siguiente modelo matemético.
minimizar ¢'x
Ar=10> (2.1
r >0
donde A eR™" es de rango m, b ER™ y ¢ €R". La expresion cx se llama
funcion objetivo, Ax es el producto de la matriz A con el vector x, Ax=b y x=0
siy solo si x; 20, i=1,...n, se denominan las restricciones y las condiciones de
no negatividad respectivamente. Los problemas de programacion lineal se
estudian normalmente en esta forma. Tipicamente, n>m. En resumen un
problema de programacion lineal se dice que estd en forma estandar si y
solo si.
v" Es de minimizacion.
v" Solo incluye restricciones de igualdad.
v El vector b es no negativo.
v Las variables x son no negativas.

Existen otras formas de escribir el problema de programacion lineal, por

ejemplo, la forma canonica.
Minimizar ¢tz
Az > b (2.2)

x>0
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Es posible transformar el problema (2.2) en uno de la forma (2.1) mediante la
introduccion de un vector cuyas componentes son denominados variables

auxiliares, del siguiente modo:
Minimizar ctx
Ar —s=1> (2.3)

r.s >0

donde s €R™, tal que s = Ax-b, estas variables auxiliares se denominan

variables de exceso.

Debemos resaltar aqui que con la introduccion de variables auxiliares, el
problema original dado en (2.2) es transformado en otro problema de mayor
dimension, pues fueron afiadidas m nuevas variables, que corresponden a
las componentes del vector s. En estas condiciones, resolver (2.3) no es lo
mismo que resolver (2.2), pero si conseguimos resolver y encontrar una
solucion [x,s]t para el problema en (2.3), entonces x serd una solucién para

(2.2).
Por otro lado, para transformar un problema del tipo.

Minimizar ¢tz
Ar <) (2.4)

x>0

a la forma estandar, podemos introducir un vector auxiliar de variables de

holgura, del siguiente modo:

Minimizar ctz
Ar+h=0 (2.5)

r.h =0
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Finalmente, debemos aclarar que la funcion objetivo en el problema (2.5) es
diferente a la funcion objetivo del problema original, debido a que ahora es

de la forma ctx + Oh. Andlogamente para el problema dado en (2.3).

Cuando formulamos un problema de programacion lineal, algunas veces las
variables pueden no satisfacer las condiciones de no negatividad, entonces
podemos reemplazar por otras variables no negativas mediante las

siguientes sustituciones:

e Si Xi es una variable de tipo irrestricta (xi€R), entonces podemos
cambiarla por xi = x; - x; ", donde xi , xi " = 0.

e Si X2, entonces hacemos Xj=xil, claramente ahora
%X 20.

e Si Xxj < uj, entonces hacemos Xj=u;- Xj, observe que x;=0.

En lo sucesivo y por defecto, asumiremos también que siempre trabajamos

con un problema lineal en la forma estandar, salvo se aclare lo contrario.

Conjunto convexo: Un conjunto K es convexo, si la combinacion convexa de
dos elementos cualesquiera del conjunto esta en K. Es decir, si dados

X1,X2€K, para todo A€[0,1], se verifica que

[Xz,X2] = AX7 + (1 — A)x,cK

Regién Factible: Para el problema de programacion lineal en la forma estandar,
la region factible es el conjunto P={xeR™Ax=b, x=0}. La definiciéon es analoga
para problemas en otros formatos. En programacion lineal, la region factible

es un poliedro convexo
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Solucién Factible: Es un punto situado en la region factible. Es decir, x es

solucién factible si xeP.

Poliedro: Region definida por la interseccion de un conjunto finito de

semiespacios. Un poliedro es un conjunto convexo.

Politopo: Poliedro no vacio y acotado

Hiperplano: Un hiperplano en R" es un conjunto de la forma

h={xeR" px =k}

donde peRnr, p#0, es un vector columna y k es una constante escalar. Un
hiperplano es la extension de lo que significa una recta en R2 o un plano en

R3. Debemos notar que el vector p es normal al hiperplano h

Restriccion Activa: Dada la desigualdad p'x=k, donde peR”y k es un escalar.
Si X’eR" es tal que satisface p'x'=k, entonces se dice que x' hace activa la
desigualdad p'x=k. En programacion lineal, estas desigualdades constituyen
las restricciones, en esas condiciones, se dice entonces que x' hace activa
dicha restriccion. Para el caso de una restriccion de igualdad px=k, es claro

gue cualquier x que satisfaga dicha restriccion hara activa ésta.

Semiespacio: Un hiperplano divide el espacio R” en dos subregiones, llamadas

semiespacios. Asi, un semiespacio es el conjunto

h;={xeR" ptx=k}

donde p es un vector columna diferente de cero y k es un escalar. El otro

semiespacio es el conjunto de puntos

h,={xeRm ptx<k}
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donde h,;uh,= Rn

Punto extremo: Consideremos una region factible en programacion lineal. Un
punto extremo X€R” es la interseccion de n hiperplanos linealmente
independientes. Es decir, X es un punto extremo si hace activa n

restricciones linealmente independientes. Si X fuera también factible,

entonces se dice que es un punto extremo factible.

Punto extremo no degenerado: Un punto extremo no degenerado x se dice no
degenerado, si exactamente hace activa n restricciones. Cuando mas de n
restricciones son activas con respecto a x, entonces el punto se denomina

extremo degenerado.

Solucién Béasica: Consideremos el problema de programacion lineal en la forma
estandar definida en (2.1) donde existe n variables y m restricciones, con

m<n, ademas asumiremos inicialmente que el rango de A es m.

Minimizar = = ¢z (2.6)
Ar =10 (2.7)
z >0 (2.8)

Una solucion basica n - dimensional se obtiene eligiendo desde A una
submatriz cuadrada B de rango m, a esta submatriz cuadrada e inversible se
le llama matriz basica. Reordenando las columnas de A, si fuera necesario, y
también las componentes de X, particionamos la matriz A y el vector de x de

modo que se mantenga la compatibilidad:
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Al vector xn se le denomina vector no basico y a sus n-m componentes se
les llama variables no béasicas. Reemplazando (2.9) y (2.10) en (2.7) y

despejando xg en funcion de xn, desde

B N | P =
Obtenemos o
Brg + Nxy = b
B 'Bxg + B 'Nay = B™W
rg + B 'Nzy = B %
rg=B"'b— B 'Nay (2.11)

Obsérvese que si damos valores arbitrarios a las variables del vector xn, y

evaluamos xg segun (2.11), el vector x = [xs, xn]! satisface automaticamente

N 0 0

(2.7), pero aun no satisface (2.8). Si hacemos xn = 0 y calculamos

nuevamente xg segun (2.11), el vector

Ademas sera un punto extremo, pues n restricciones linealmente

independientes son activas en x. Esto es, n-m restricciones activas a causa
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de xn=0 y m restricciones activas a causa de Ax=b. Este ultimo vector x,
calculando de ese modo, se denomina solucion basica. Es decir, en

programacion lineal, una solucion basica es un punto extremo.

Solucion Basica Factible (SBF): Haciendo xn = 0 y calculando xg segun (2.11),

si xg=B 1b=0, entonces la solucidon basica

sera ademas factible, pues satisface (2.7) pero ahora también (2.8). En este
caso, la solucion basica se denomina solucion basica factible. En

programacion lineal, una solucion basica factible es un extremo factible.

Soluciéon Bésica Factible No degenerada: Es una solucion basica factible
donde xs>0. Observe que una solucion basica factible no degenerada hace
exactamente n restricciones activas, por lo que es un punto extremo no
degenerado. Cuando una o mas variables basicas toman el valor de cero, la
solucion bésica factible se denomina degenerada. Note que una solucion
basica factible degenerada hace mas de n restricciones activas, lo que

significa que es un punto extremo degenerado.

Direccion Extrema: Una direccién extrema de un conjunto convexo es una
direccién factible, la cual no puede ser representada como una combinacién
lineal positiva de dos direcciones factibles distintas (linealmente
independientes). Por lo tanto, en programacioén lineal podemos decir que el

conjunto de direcciones extremas generan todas las direcciones factibles.
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Direccion de Decrecimiento: Dado x factible y deRn, d # 0, d es una direccion

de decrecimiento partiendo de X, si existe € > 0 tal que, para todo a €« 0,¢]
cl(x+ad)< ctx

Para el caso de minimizacion, una direccion es de decrecimiento si, y solo si,
c'd<0. Obviamente, si para un x factible no existe direcciones de
decrecimiento d, tal que el punto x+ad sea factible, entonces x es una

solucion optima.

Claramente, podemos verificar que el vector d=-V(cx)=-c#0, obtenido de la

funcién objetivo, es una direccidon de decrecimiento. Esto se debe a que.
ctd= cY(-c)=- ||c||2<0

El vector -c no s6lo es un vector de decrecimiento, sino que es el vector que
proporciona el maximo decrecimiento. Es decir, si consideramos otra
direccion de decrecimiento  d , tal que ||-c|]|= || d'||, entonces partiendo de

un punto factible x y desplazandonos en las direcciones —c y, d el punto

x-ad es mejor que el punto x+ad, en otras palabras
ci(x — ad) < ci(x+ad )

Funcién Convexa: Si K conjunto convexo no vacioy f: K cR” — R es una

funcion, se dice que f es convexa si:

FAzy + (1= Naxg) < Af(x) + (1= N)f(z2)
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2.2 EL METODO SIMPLEX

Ticona (2003). Dada un problema de Programacién lineal en su forma

estandar
Minimizar = = ‘'z
Az = b (2.12
x = 0

AeR™ derangom, (m<n),be R yc,xeR"

Supongamos que tenemos una base B y una matriz N, ambas asociadas a la

matriz A. Ademas las variables basicas y no basicas xg y Xn, respectivamente.

rRB _ Cp
r= .A=B N]y ¢c= . esto en (2.12) obtenemos

N Cn

rgp = B_lb — B_l_\v;l’j\r

= B7'0—) Blaju; (2.13)

JER

= b- Zyﬂ’j
JER

donde R es el conjunto de los indices de las variables no basicas, donde a;
representa las j - columna de A. Ademas y;=B™a; y d=B"h, si hacemos
xn = 0, el punto x se convierte en la solucion bésica con valor objetivo

B~

0=I[cs cyl =c&B7'
0

Usando (2.13), la funcién objetivo en (2.12) puede ser expresado por
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= CT’BB_IE) — ZCT’BB_ICLJIJ + chrj (214)

JER JER
= B~ - Z (gB7'a; — ¢j) x;
JER
= :U_Z.(:J_—(J)‘Ij
JER

Usando (2.13) y (2.14), el problema (2.12) puede ahora ser visto como

Minimizar 2 = 29 — E (25 —¢j) @j

JER

=l
!\j
[
o

LL’B—l— E yj;l’j =
JER

Ty UJER J’BZU

I\

de (2.15). los coeficientes z; - cj de las variables no basicas x;, jER.

se denominan costos reducidos.

2.2.1 Criterio de Optimalidad
El método simplex reconoce que la actual solucion béasica factible
es oOptima, cuando todos los costos reducidos a las variables no

basicos son menores o iguales a cero, es decir. zj—¢; < 0.
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2.2.2 Criterio de larazon
Si existe k € R tal que zx — ck > 0, incrementando el valor de la
variable no basica xx obtendremos una reduccion en la funcién
objetivo, que es justamente lo que deseamos en un problema de
minimizacion. Pero, esto puede ocasionar que alguna de las
variables basicas se torne negativa (infactible). Cuando la actual
solucion basica factible no es oOptima, el método simplex solo
modifica una variable no basica en cada paso. Para eso, calcula
el costo reducido zx - ck = max { zj- c: j € R} > 0, elige la variable
Xk para incrementarla desde su nivel cero y hace x;=0, V;ER -
{k}. Ahora, seleccionada xk y haciendo x=0, la funcion objetivo y

las restricciones de (2.15) pueden ser vistas del siguiente modo:

2= 20— (2 — Cg)Tk (2.16)
IB, 61 Y1k
LBy 52 Y2k
= |- ' 7 (2.17)
IB, by Urk
J’Bm B'm ym,k

para evitar que alguna variable basica se torne negativa, el valor

de xx debe ser elegido mediante el criterio de la razén

Efr . 53’ . ;
T = = min Sk > 0, 1=1,....m
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2.2.3 Finalizacion

El simplex finaliza reconociendo que:

- Una Unica solucion éptima: si zj— ¢j< 0

- Existen soluciones optimas alternativas: Si zj — ¢j < 0, Vj€ R, pero
alguna variable no basica, digamos Xq, geER, tiene su
correspondiente costo reducido zg — cq = 0.

- El problema tiene solucién optima ilimitada: Dada una solucién
basica factible, si zxk — ck> 0 y yk < 0, para alguna variable no basica
Xk, entonces la solucion Optima, y por consecuencia, el valor objetivo
Optimo, seran ilimitados.

2.2.4 El algoritmo Simplex

, s B, .
Elegir una matriz basica B tal que sex = on bésica factible.
0
Paso 1: Calcular 15 = B~'0 = b. hacer )y = 0 y calcular » = chzp.
Paso 2: Calcular w = ¢GB! y hallar 2z, — ¢, = 1};%*{{:5 —¢j}, don

6 = wa; — 6

1. Si z; — ¢ <0, detenerse, la SBF dptimaes = =

2. Caso contrario, ir al paso 3.

Paso 3: Calcular y, = B 'a,

1. Siy, < 0. detenerse. Existe soluciones éptimas ilimitadas

2. Caso contrario. ir al paso 4.
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Paso 4: Calcular

1. Actualizar la base B. cambiando aB, por a,
2. Actualizar R. cambiando k por el indice B..
3. Volver al paso 1.
2.3 TEOREMAS DE CONVERGENCIA
Teorema 2.1 La region factible P = { xeR" : Ax = b, x 2 0}, de soluciones de
un problema de programacion lineal, es un conjunto convexo
Prueba. Sea P la region factible del problema (2.1), sea x;, X,€P arbitrarios,
definamos x = Ax; + (1 — A )x; con A€ [0, 1], queremos probar que x EP y
x = 0.
i. ComoAx;=byx;20,Ax;=b yXx,20, entonces.
AX= A(Axs+ (1-A) Xz) =AAX+(1—-A)AX; =Ab+(1-Ab=b
ii. Ahora, x;20, x,20. El hechode que Ae[0,1]implicaque A=0y
que (1-A) = 0, de aqui se tiene que Ax; = 0, (1-A)xz = 0, por lo que x =

Ax; + (1-A) Xz 2 0. Por lo tanto P es un conjunto convexo.

Definicion 2.1 Sea PcR" un conjunto convexo y f : R"— R una funcion

convexa. La siguiente formulacién matematica dada por.

Minimizar f (x)

zeP (2.18)

se denomina problema de programacién convexa.
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El problema de programacion convexa tiene importantes propiedades que lo
distingue de problemas mas generales, uno de los resultados mas
interesantes esta dado en el siguiente teorema.
TEOREMA 2.2 En un problema de programacion convexa.

a) Todo minimizador local es minimizador global.

b) El conjunto de minimizadores es convexo.

c) Si f es estrictamente convexa, no puede haber mas de un minimizador.
Teorema 2.3 El problema de programacion lineal en la forma estandar es un

problema de programacion convexa

Consideremos ahora el problema de programacion lineal en la forma

estandar
Minimizar clz
re P (2.19)

donde P = {zr e R": Ax =b.2 >0}, b R™ A R™" es de rango m,
con m << 1.

Teorema 2.4 Un extremo factible x de P es una solucion basica factible para
(2.19). Inversamente, si x es una solucién basica factible de (2.19), entonces
X s un punto extremo factible de P.

Prueba. Como x es un punto extremo de P, existe n hiperplanos linealmente
independientes pasando por x. Ahora, como x es factible, satisface Ax = b,
de donde ya existen m restricciones linealmente independientes y activas en
X, pues hemos asumido que el rango de la matriz A es m.

Naturalmente, los restantes n - m hiperplanos linealmente independientes
pasando por x deben ser del tipo xi = 0, donde x; es una componente del

vector x. Denotemos tales componentes x; como parte del vector xy, y las
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columnas i de A asociadas a cada x; por la matriz N. Mientras que las
demas componentes x; de x la hacemos parte del vector Xg, y las respectivas
columnas | de A por la matriz B. Reordenando, si fuera necesario, de modo

gue no se altere el problema (2.19), particionamos x de A de modo tal que:

rB
N
A = [BN]

Por hipoétesis, el vector x pertenece a P y satisface Ax =b y x 2 0. Es decir,

satisface el sistema de nxn:

Brg+ Nxzy=0 (2.20)

IJL’N =0

donde | € R -mx(n - m) es |a matriz identidad. El sistema (2.20) implica que
xn =0 y Bmxm inversible, debido a la independencia lineal de las ecuaciones.
Luego, xs = Bb. Como x es factible, se tiene que B b > 0, esto significa

que

es una solucion basica factible.
Inversamente, si X es una solucion basica factible, considerando (2.20), x
satisface Ax = b, es decir, hace m restricciones linealmente independientes

activas, pues B™ existe. Ademas, n - m restricciones linealmente
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independientes son activas debido a xn = 0, lo cual nos dice que x, definido
de ese modo, hace n restricciones linealmente independientes activas.

Podemos concluir con respecto al problema dado en (2.19) que: La
coleccion de puntos extremos factibles corresponde a la coleccién de
soluciones basicas factibles. Ambos son no vacios desde que la region
factible sea no vacia.

Para resolver el problema de programacion lineal en la forma estandar,
basta analizar los puntos extremos del poliedro de factibilidad, pues si una
solucion éptima existe, entonces existira un extremo 6ptimo. Ademas, sélo
tenemos que verificar que tal punto extremo es un minimizador local.

2.4 DUALIDAD Y CONDICIONES DE OPTIMALIDAD
Por lo general, la dualidad y las condiciones de optimalidad son usadas para
la implementacién del algoritmo de métodos que son variaciones del
Simplex, el algoritmo para la optimizacion del tiempo de ejecucion en la
solucion de problemas de programacion lineal
2.4.1 Dualidad
Dado el problema de programacion lineal en la forma estandar
Minimizar ¢tz
Az =10 (2.21)

x>0

Definiendo el dual de un problema de programacion lineal en la

forma estandar.
Maximizar bty
Aty + 2 =c¢ (2.22)
=0

Dado un problema de programacion lineal, denominado problema

primal, existe otro problema de programacioén lineal, denominado
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problema dual, intimamente relacionado con él. Se dice que
ambos problemas son mutuamente duales.

Cuadro 1. Relacion variable-restriccion

Problema de Minimizacién Problema de Maximizacién
[coeficientes] & [coeficientes]”
numero de variables = numero de restricciones
numero de restricciones = numero de variables
Variable Restriccion
>0 < <
<0 © >
Irrestricta = =
Restriccion Variable
> = >0
= = <0
= At Irrestricta

Fuente: Zhang, A quick introducction to linear programming, 2007

2.4.2 Propiedades

Lema 2.1 Si x, y son soluciones factibles del problema de
minimizacién y maximizacion, respectivamente, entonces b'y < ¢'x

Segun Zhang (2007).

Prueba. Consideremos la forma candnica de dualidad, sean

T e Yy soluciones factibles del problema de minimizacion y
maximizacion, respectivamente. Veamos que las desigualdades

del problema primal asi como de su dual.
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Az > b, >0 (2.23)

Ademas

Alg < e, y=>0 (2.24)

Multiplicando por § > 0 en (2.23) y por Z = 0 en (2.24), obtenemos

de donde by < PPAZ < FAY < TFc< T m

2.4.3 Condiciones de Optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker
Ya que en este trabajo hemos dado mas importancia al problema
de programacion lineal en su forma estandar. Consideremos el
problema de programacion lineal en esta forma, al cual
denominaremos primal:
Minimizar ctx

Ar =b (2.25)

z =0
Por lo que estas condiciones KKT para el problema (2.25) estan
definidas por la factibilidad del prima y su dual, como también de

la complementariedad.

Por lo que las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker

para el problema de programacién lineal en la forma estandar.
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Si x € R" es una solucion 6ptima del problema de programacion

lineal estandar si, y sélo si, existen vectores w € R™ y v ER"

Ar=b, x>0 (Factibilidad Primal)
Atw +v=¢, w irrestricto, v >0 (Factibilidad Dual)
vtz =0 (Complementariedad)

Estas condiciones de Karush Kunh Tucker representan
condiciones necesarias y suficientes para un minimizador global

del problema (2.25).

2.5 EL METODO DE NEWTON, LAGRANGE Y PENALIZACION INTERNA
En esta seccién describiremos el método de Newton, en el estudio de
sistemas de ecuaciones no lineales, el método de Lagrange y Penalizacion
interna, los cuales seran empleados en la construccion del algoritmo.
2.5.1 El método de Newton
Uno de los fundamentales problemas computacionales en ciencia e
ingenieria es resolver un sistema de ecuaciones no lineales de

multiples variables.

Consideremos el problema de hallar x € R"tal que F(x) = O,

donde

F: R"— R", a saber, hay n variables y n restricciones y asumiremos

gue no toda las n restricciones son lineales, esto es:
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T3
T =
x??,
( fl(Il-"‘-tln) \
falzy, oo zp)

Comenzamos asumiendo que F es continuamente diferenciable en
Xx€ R". Recordemos de los cursos de calculo en varias variables
que en ese caso cada componente fi es continuamente
diferenciable en x y la derivada de F en x se define como el

Jacobiano de F en el punto x, denotado por F (x) = J(x).

[ on o ... 2n
(9:61 39.‘:2 855?1
Fl(2)=VF(z)i=J(@)= [ * = om | e mrxn
\ dxq dxo Az, /

Como el caso unidimensional, el método por eleccion para resolver

el problema presentado arriba es el método de Newton.

El método de Newton consiste en resolver un problema dificil
mediante sucesivas resoluciones de un problema féacil, se espera

que cada solucion del problema fécil sea una mejor aproximacion
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para el problema dificil. Asi, sea x® una aproximacion inicial a una
solucién del sistema F (x) = 0 (problema dificil), si tomamos una
funcion Lk tal que Lk(x) = F (X), para todo x en una vecindad de X),
entonces esperamos que la solucién del sistema Lk(x) = O
(problema facil) sea una mejor aproximacién que Xgpara una

solucion de F (x) = 0.

El método de Newton es de caracter iterativo y estd basado en la

aproximacion lineal de la funcién F en torno al punto actual x®

Ly = F(z®) + 7(2®) (2 — 2®) (2.26)
El préoximo punto x(k*1), esta definida como la solucién de
Li(z) =0 (2.27)
Si Jx® es no singular, entonces (2.27) tiene solucién Gnica.

0= F(;r“‘)) 4 j(r(k))(r{kﬂ) _ x(’“)) (a)

despejando x &+1) se obtiene

2D k) F(z®)

2D 2 ) () ()

Esta dltima expresion se denomina puro Newton. Obtener
xk+Ldirectamente deberia ser evitado para fines computacionales,
ya que calcular J "1(x®) es considerado costoso. Despejando de (a)

tenemos
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J(;r(k))(:c(k""l) _ x(k)) — —F(;l’(k))
N——
dlk)
plEl) _ (k) — (k)
2kt = k) q(k)

En estas condiciones, una iteracion de Newton consiste en calcular
x&+1) previamente conocido x®, mediante la resolucion del sistema

lineal:

J(z®)d® = —p (") (2.28)

2D — k) o q(e) (2.29)

Lo que dice (2.29) es que una vez conocido el paso de newton d®),
es posible calcular x&*1). De un modo mas directo, el método de
Newton puede ser visto del siguiente modo: Calcular x&+1) una vez

conocido x®¥, mediante la siguiente regla:

k1)

D) = 20 _ g7t Pk (2.30)

En conclusiéon, el método de Newton es aplicada originalmente
para resolver un sistema de ecuaciones F (x) = 0, donde F : R"—R"

admite primera derivada continua.
Algoritmo 2.1 (Algoritmo Basico de Newton)

Sea x© e R" un punto inicial lo suficientemente cerca de la solucién y €

> 0 el parametro de precision deseado:
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Paso 1: Si ||F(a*)|| < =. detenerse, 2 es la aprozimacion buscada. Caso

contrario, ir al paso 2.

Paso 2: Resolver el sistema J(x*)d®) = —F(z®)) y obtener el paso de

newton d®. Ir al paso 3.

Paso 3: Calcular =tV = 2®) 1 d®) hacer k — k + 1. volver al paso 1

2.5.2 El método de Lagrange
Este método transforma un problema de optimizacion con
restricciones de igualdad, en un problema irrestricto. Asi, si
intentamos resolver el problema.
Minimizar f(z)

Sujeto a:

He aqui tenemos un problema de optimizacion con restricciones de

igualdad, formando la funcion Lagrangiana tenemos.

m
L(z.y) = flz) - Zya‘m(i’f)
i=1
y entonces teniendo esta funcién irrestricta nos toca minimizar la
funcién L(X, y), para ello podemos utilizar el método de Newton

expuesto anteriormente, esto se concreta en resolver el sistema de

n+m restricciones con n+m variables, es decir.

oL of =\ Jg;
2y Zyi

— = —(z —(x) =0 j=1l..n
C)i’j dx‘j P dx‘j
oL () =0 =1
= —glxr) = r=1.....Mm
A, g\
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Este sistema de ecuaciones constituye las condiciones de Karush
Kuhn Tucker para el problema de minimizacion con restricciones de
igualdad, las cuales son necesarias para un minimizador local.
Pero cuando este problema es un problema de programacion
convexa, es decir, que tanto la funcién objetivo como el conjunto
definido por las restricciones son convexa, entonces las
condiciones de Karush Kuhn Tucker son ademas suficientes y un

minimizador local es global.
2.5.3 El método de Penalizacién Interna

El método fue propuesto originalmente para tratar problemas con
restricciones de desigualdad, donde la region factible tiene interior

no vacio.

En general, las restricciones de desigualdad pueden ser
convertidas en ecuaciones por la adicion de variables no negativas
de holgura o exceso.

Consideremos el problema de optimizacién de la siguiente forma.
Minimizar f(x)
g(z) >0 (2.31)
re X

donde X CR", g :R"— R™, f.g € C%X). v

Q={reX:g(z) >0}
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tiene interior relativo no vacio. El interior de Q, denotado por Q°,
definido por
0" ={zreX:g(x) >0}

suponiendo que el problema (2.31) tiene un minimizador global,
podemos transformar (2.31) en un problema irrestricto con funcion
objetivo

f(x) + uB(x) (2.32)
donde p> 0 es un escalar denominado parametro de penalizacion.
La funcion B se denomina funcion de barrera.
Algoritmo 2.2 (Algoritmo Bésico de Penalizacién Interna)
Dados 1, > 0,20 € Q°, k=1

Paso 1: Calcular ), la solucién global del subproblema:

Minimizar f(x) + p,B(x)

Sujeta a x € ° (2.33)

Paso 2: Elegir upy; tal que 0 < wppy < uy

Paso 3: Hacer k =k + 1 v volver al paso 1.

Estrictamente hablando, en el problema de penalizacién (2.33)
aparecen las restricciones gi(x) > 0 mas alla de x € X. No aun asi,
como la funcién objetivo de (2.33) tiende al infinito cuando x tiende

a la frontera, estamos autorizados a suponer que un algoritmo
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irrestricto no sentira la menor atraccion por los puntos muy
préximos al contorno, y que por tanto permanecera también
apartado de puntos externos. A veces, puede ser necesaria alguna
modificacion leve del algoritmo "irrestricto” para garantizar la
permanencia en el interior de Q. Sabemos por otro lado, que
encontrar minimizadores globales acostumbra ser muy dificil y que,
usando meétodos iterativos, no podemos, de hecho alcanzar
exactamente la solucion de (2.33). Por eso en la practica, x® sera

apenas una solucion aproximada de (2.33).

El parametro de penalizacion ux debe aproximarse iterativamente
hacia cero, un modo clasico consiste en hacer y1 = 1y pk+1 = Uk /10

parak=1, 2,...

Note que el algoritmo (2.2) se exige que el parametro de
penalizacion p tiende hacia cero, la razén es que bajo esas
hipétesis es posible mostrar que el algoritmo posee la propiedad de

otorgar un minimizador global para el problema (2.31).

El problema (2.31) se puede transformar en el problema barrera

logaritmica

de minimizacién sin restricciones

Minimizar f(x) — ,uz log(g;(x))
i=1
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donde en este caso se ha empleado la funcidn logaritmica para

construir la barrera ye R*.

Adicionando -log(x;) a la funcion objetivo ocasionara que el objetivo
se incremente infinitamente cuando xj— 0, luego, si un vector
posee la x; variable cercana a cero, entonces tal vector no podra
ser una solucion o6ptima para el problema a optimizarse. Sin
embargo, dado que nada impide que una solucion Optima esté
justamente sobre la frontera de la region definida por x = 0,
entonces se hace necesario la introduccion de un parametro de
penalizacion u que equilibre la contribucion de la verdadera funcion

objetivo contra el de la funcion barrera.

El conjunto de minimizadores x(u) es llamado trayectoria central. La
siguiente figura adjunta muestra el comportamiento de la funcién
logaritmica cuando decrece el parametro y. Se puede observar que
a medida que este parametro tiende a cero, la funciéon se acerca

cada vez mas a los gjes.

La siguiente (figura 1) muestra el comportamiento de la barrera
logaritmica en relacion a varias restricciones cuando y — 0. A
medida que esto ocurre la pared que forma la barrera logaritmica
se asemeja cada vez mas a las paredes del politopo, de modo que

en el limite, coincidiran.
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Figural.Comportamiento de barrera logaritmica

Dado u, Sea x*(u) un punto que minimiza el problema barrera, bajo

hipotesis poco restrictiva se cumple que:

lim x*(p) = z*
p—=>0

donde x* es un minimo local del problema original. Este
procedimiento permite resolver problemas con restricciones

mediante métodos de optimizacion sin restricciones.

Seguidamente pasaremos a probar las propiedades fundamentales

del Algoritmo (2.2)
Lema 2.2 Sea (2®)) la sucesion generada por el Algoritmo (2.2). Entonces

a) f(z®) +p,  Ba®) < f(a®) + p, B(z™)
b) B(z®) < B(z*+1)

c) f(z®) < f(a®)
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Prueba. Como la sucesién de los pardmetros penalizadores {1, } es estricta-
mente decreciente. por el axioma (2) y debido a que {J’(k)} es una sucesién

de minimizadores globales del problema (2.32), tenemos:
F@®D) 4, Bz®)) < f(2%) + 1, B(z®) (2.34)
< f(a®) + p, B(z®)
Para mostrar (b) vemos ademés que

f(®) + 1, B(2®) < f(2®D) 4, B(x*+Y) (2.35)

La afirmacién en (2.35) se debe a que 2¥) es un minimizador global de (2.33)
con respecto al pardmetro (. Recordando ahora que, si a < by ¢ < d.

entonces a —d < b — ¢, restando (2.35) de (2.34) tenemos
(fsr — 1) B(@® ) < () — ) B(2®)
como (1., — pg < 0, se tiene que B(x®) < B(zk+1),

Finalmente, para mostrar (c) usamos el hecho que x**1) es minimizador

del problema (2.33) con respecto al parametro uk+1, ademas del

resultado

obtenido en (b):

FEED) + e B@®D) < f@®) + ey B

< f(@®) + ey Ba®D)
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CAPITULO Il
METODOLOGIA
3.1 TIPO Y DISENO DE INVESTIGACION
3.1.1 Tipo de investigacién
La investigacion es de tipo basico y experimental, toda investigacion
basica se caracteriza porque sus resultados sirven para profundizar los
conocimientos del tema de investigacion
3.1.2 Metodologia
La metodologia que se utilizara en este trabajo, fue la investigacion del
método de Puntos interiores, la implementacién de los algoritmos en el
lenguaje de programacion Matlab.
La técnica que se utilizd6 en el presente trabajo es la técnica de la
lectura analitica y experimental en un lenguaje de programacion, y
corroborar la eficacia, el tiempo de solucion, en la resolucion de

problemas de pequefia, mediana y gran escala.

Desde su publicacion por George B Dantzig en 1947 el método simplex
ha demostrado sobradamente ser altamente eficaz para resolver todo
tipo de problemas de programacion lineal, el hecho de que en

determinadas circunstancias su complejidad sea exponencial ha
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motivado en los Ultimos afios un elevado namero de intentos, tanto
tedricos como practicos, de obtener otros procedimientos con mejor

convergencia computacional.

El primero de gran transcendencia tedrica es debido a L. G. Khachiyan
en 1979. Este autor recopilando una serie de trabajos e ideas de los
autores rusos Shor, Yudin y Nemirovskii sobre un método basado en la
generacion de una sucesion de elipsoides para resolver problemas de
programacion no lineal, los aplicé e hizo extensivo a programacion
lineal dando lugar al conocido como método de las elipsoides. Su
principal ventaja tedrica sobre el método simplex radica en que
resuelve problemas de programacién lineal en tiempo polinémico; es
decir, posee una convergencia computacional tedrica polinémica. Las
implementaciones practicas, sin embargo, han demostrado su
desventaja respecto al método simplex ya que, por un lado, el nimero
de iteraciones que requiere para llegar al 6ptimo es muy grande vy, por
otro, el trabajo que implica cada una de ellas es mucho mas costoso
que el requerido por el método simplex, pues no se pueden aplicar las
técnicas de matrices dispersas tan caracteristicas de las
implementaciones en ordenador de este ultimo. En el afio de 1 984, N.
K. Karmarkar, de los laboratorios Bell de la compafia AT&T, propuso
un nuevo algoritmo de complejidad polinGmica para resolver problemas
de programacion lineal. Lo contrario que el método de las elipsoides,
las implementaciones practicas a que ha dado lugar en los ultimos

afos los presentan como un gran rival del método simplex en cualquier

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO S1[Li Nacional del
; i Altiplano

tipo de problemas y especialmente en los de gran tamafio que surgen

de aplicaciones del mundo real.

El método propuesto por Karmarkar es bastante diferente del simplex.
Considera el problema lineal dentro de una estructura geométrica de
tipo simplicial y una estrategia de movimientos para obtener los
distintos puntos del proceso iterativo en el interior del politopo o
poliedro que definen las condiciones. Este politopo se transforma de tal
manera que el punto del proceso iterativo en el que esté en cada
procedimiento sea el centro del politopo o poliedro en el espacio
transformado. Este nuevo concepto o enfoque de tratar el problema es
decir, llegar al 6ptimo a través de puntos interiores de la regién factible,
ha motivado numerosas nuevas ideas dentro del apartado genérico de
algoritmos o métodos de puntos interiores, tanto para programacion

lineal como no lineal.

Método de Punto interior para Programacion lineal:

Se denominan métodos de punto interior precisamente porque los
puntos generados por estos algoritmos se hallan en el interior de la
region factible. Esta es una clara diferencia respecto del método
simplex, el cuél avanza por la frontera de dicha region moviéndose de

un punto extremo a otro.

En la figura adjunta se muestra la trayectoria seguida para alcanzar el

punto optimo x* desde el punto inicial x°.

a) El método del simplex

b) EI método de punto interior
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;?f

Figura 2. Trayectoria seguida simplex y punto interior

a) Simplex b) Punto interior

Los procedimientos numéricos de puntos interiores para resolver

problemas

de programacion lineal basan su estrategia en.

v' Encontrar un punto de partida factible en el interior de la region
factible del problema.

v' Definir una direccibn de movimiento tal que, conservando la
factibilidad del problema, moviéndose a lo largo de ella, se avance
hasta un punto en el que se deduzca el valor de la funcion
objetivo.

v' Cuando pararse. Es decir, cuantas veces se debe realizar la
operacion descrita en el punto 2 y cémo identificar que se ha

alcanzado el optimo del problema.

La direccién de movimiento d calculada en cada iteracion del algoritmo
no puede ser una direccion cualquiera. Concretamente, d debe verificar
dos condiciones para ser considerada una buena direccion: Una que

preserve la factibilidad del nuevo punto y la otra debe mejorar el valor de
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la funcion objetivo, la direccion de maxima pendiente: en este caso -c,

por ser lineal la funcién objetivo.

DESVENTAJAS DEL METODO SIMPLEX

v' Puede realizar un nimero exponencial de iteraciones, pues se
desplaza por los vértices de un poliedro. Para ciertos problemas
en espacios de dimension n, puede tomar alrededor de 2"
iteraciones

v Implementacién computacional sofisticada.

v Peligro de ciclaje ante degeneracion

v' Ineficiencia para problemas de gran tamafio

VENTAJAS Y DESVENTAJAS DEL AOPL
Desventaja

v" No converge a un vértice como lo hace el Simplex
Ventajas

v' Répido, aproximadamente nL iteraciones

v Facil de implementar.

Para la construccion del algoritmo fusionamos tres técnicas numéricas,

las cuales son:

El método de Newton. Este método numérico es aplicado para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales y es aplicado en la resolucion de

problemas de optimizacién sin la presencia de restricciones.
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El método de Lagrange. Este método numérico es aplicado
frecuentemente para resolver problemas de optimizacion con

restricciones de igualdad.

El método de Penalizacion interna. Este método numérico es aplicado
frecuentemente para resolver problemas de optimizacion con
restricciones de desigualdad. Los cuales nos permitiran construir el

algoritmo de Puntos interiores Primal dual para programacion lineal.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




= Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO Jo5 Nacional de
- Altiplano

CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION
4.1 ALGORITMO PARA LA OPTIMIZACION DEL TIEMPO DE EJECUCION

EN LA SOLUCION DE PROBLEMAS DE PROGRAMACION LINEAL

La construccion de este método esta soportada por tres técnicas
numéricas muy utilizadas en optimizacion: El método de Newton, Lagrange

y penalizacion interna.

4.1.1 Implementacion de las herramientas matemaéticas
numeéricas

a) Newton en el Algoritmo de optimizacion para PL.

Resumiendo este método mas popular para resolver sistemas de

ecuaciones no lineales.

Dada una funcién F,: RY—RYy un sistema F(x) = 0. El Método de

Newton consiste en repetir consecutivamente, para k= 0,1,2,.., hasta

que| | F(x")| | <e, donde e>0, obedeciendo la siguiente regla:

R+l _ ok Fo(z¥)
F(z*)
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El siguiente programa en Matlab resuelve el sistema F(x)=0, si prec
representa el pardmetro de precision, J = F'(x) como el Jacobiano del

sistema de ecuaciones. y X, un punto inicial.

function x=newton(x)
1ter=0; prec=0.000001;
while norm(Fn(x)) >prec
iter=iter+i1;
x=x-1nv(Jn(x))*Fn(x) ;
fprintf(’iter=9%21; x = [U7.4f%7.4f]\n’, iter,x);
1f 1ter=>1000
error(’parece que newton no converge’);
end

end

Ejemplo 4.1 Se quiere resolver el sistema de ecuaciones no lineales

—z+2y—4=0
(z—6)2—y+4=0

1 6
5 ] Y { 10 ] tenemos, pero primero

A

Ejecutando Newton, con los siguientes puntos iniciales [

definamos el sistema de ecuaciones y el Jacobiano

—x1+ 225 — 4

(21— 6)% — 25 +2

A -1 2
Fo(a)=J(z)=| 1 % | =

F(r):{

dg  dg ey —6) —
dr1  dzs -{\xl GJ 1

Después de ingresar la funcién y lo matriz Jacobiana en el coputador, ejecutamos el programa

newton, primero con el punto inicial { 0 ] con un parametro de precisién 0,000001 tenemos:

=>> x = newton([1l 2[)

iter = 1 ; x = [ 3.3333 3.6667]
iter = 2 ; x = [ 4.2667 4.1333]
iter = 3 ; x = [ 4.4863 4.2431]
iter = 4 ; x = [ 4.4999 4.2500]
iter = 5 ; x = [ 4.5000 4.2500]
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Proyectando en el plano xixepodemos observar todo los puntos de

iteracion, desde el punto inicial, hasta la raiz

[4.50 4.25]

0 i i i i i i i i i i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 3. Newton con punto inicialxo = [ 1, 2]

Ahora ejecutando newton con el otro punto inicial [9,3] tenemos

=>> x = newton([9 3|’
| - x = [81818  6.0909]
iter= 2 - x = [S.0086  6.0043]
iter = 3 - x =[8.0000 60000
4 - x = [30000  6.0000]

ter =

ter =

que también converge a otra raiz [8,0000 6,0000] , se observa los puntos de

iteracion hacia la raiz en el grafico adjunto.
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4 -

3 4+

2

1 -

0

1 2 3 4 65 6 7 8 9 10
Figura 4: Newton con punto inicial xo = [ 9, 3]

b) Lagrange en el Algoritmo de optimizacion para PL.

Para resolver este problema haremos una modificacion al programa
de newton, e implementaremos en el lenguaje de programacion
(Matlab) a la que denominamos Lagrange. Teniendo en cuenta que X
es la variable, y A que es la variable lagrangiana irrestricta en signo,

que lo denotaremos pory.

function [x,iter]=lagrange(x,y)
n=length(x) ;m=length(y) ;iter=0;
while norm(Fn(x,y))>0.0001
d=-inv(Jn(x,y))*Fn(x,y);
dx=d(1:n); dy=d(n+1l:n+m);
a=-1/min(min(dx./x),-1);
x=x+0.95*a*xdx; y=y+0.95%a*dy;
iter=iter+1;

end
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a es el criterio de la razén

Ejemplo 4.2

Minimizar flzy, z9) = 21 + 29
s.a
g(x1,9) = 23 — 621 + 22 — 829+ 20 =10

formando la funcion Lagrangiana
L(z1,22,A) = 21 + 229 + A (I% — 6y + x5 — 8xp + 20)

Entonces el sistema a resolver es

oL
i + (221 — 6)

oL _ 2+ (222 —8)A =0

3;1?2 - (i’2 N

oL

o = x — 6z + 22— 8y +20=0

donde A es la variable lagrangiana asociada a la restriccién del problema.

Definimos

L+ (220 —6)A
F(z,A)=| 2+ (229 — 8)A
x? — 62y + 3 — 8y + 20

y calculando su respectivo Jacobiano

2\ 0 22, — 6
J(z, \) = 0 2 2x9 — 8
201 — 6 279 — 8 0
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Ejecutando el programa de Lagrange, para un punto inicial de [L 2] vy

variable lagrangiana A =3

Se Obtuvo.

[ 1.4354 | - .

D = : vy = | 1.0406
2.2771 I ]
[ 1.6967 | - :

C) - . P =1 0.5204
2.1546 I ]
[ 1.9563 | - .

z® = ; y® = | 0.4964
1.9981 I ]
[ 1.9979 | . -

z® = .y =1 0.4997
1.9994 I ]
[ 1.9999 | - :

2 = ; 4% = | 0.5000
2.0000 I ]
[ 2.0000 | . -

7©) = . y® =1 0.5000
2.0000 I ]

Después de 6 iteraciones principales ejecutadas por el programa,
proyectando x® sobre xixz- espacio, podemos ver lo que sucedié en el

problema original. Asi como la solucion es

z 2.0000
zg 2.0000

Este problema lo podemos visualizar geométricamente segun la (figura 5)

las restricciones y la funcion gradiente. También se puede ver que el
gradiente de la funcidbn objetivo y la restriccion son linealmente

dependientes.
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kel

—
o
T 1

o = N cjl A OO O ~N O ©

Figura 5. Lagrangiano

c) Penalizacién Interna en el Algoritmo de optimizacién para PL.
Conu =y yy=Alafuncién principal la lamaremos Penalizacién. El

codigo en MatLab de la funcién principal es;

function [x,iter]=Penalizacién(x,y)
n=length(x);
m=length(y);
iter=0;
while norm(Fu(x,y,u))>0.0001
d=-inv(Jn(x,y,u) ) *Fn(x,y,u);
dx=d(1:n);
dy=d(n+1:n+m) ;
a=-1/min(min(dx./x),-1);
x=x+0.95%ax*xdx; y=y+0.9b*xaxdy;
u = u/10;
iter=iter+l;

end
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Ejemplo 4.3 Considere el siguiente problema

Minimizar (zq + 2)? + (xg — 3)2
L1, 2 0

El minimizador irrestricto deberia ser (- 2,3)' pero el minimizador

para este problema es (0,3)’ como se observa en la (figura 6)

A

Figura 6. Minimizador irrestricto [ -2, 3]

aplicamos penalizacion interna para p >0 tenemos
B(x | p) = (z1+2)* + (22 — 3)* — p (log(x1) + log(2))

derivamos parcialmente con respecto a X1y x2

9B p
—_— = 2(: : —_ — = 0
335’1 2(:61 + 2) -
OBy gyt
3&5’2 Z9

Resolviendo el sistema tenemos
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Observamos ademas

lim z1() = 0
pu—0
lim zo(p) = 3
u—:>0

‘;,':

Parap = 100, tenemos

z1(pn) = 6,1414
zo(pn) = 8,7284

El cual esta cerca del punto éptimo, que es (0,3) y graficamente también

podemos observar en la (figura 7).

jﬁ:é:@_é:c:é:@ B 8 8

Figura 7. B(x| ) para p=100
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Si disminuimos el parametro de penalizacion, para p = 0.01, entonces

tendremos que los nuevos puntos

zi(p) = 0,0025
zo(p) = 3,0017

Tal punto se encuentra muy proximo al punto Optimo, y gréficamente

también podemos apreciar en la (figura 8).

Figura 8: B(x| u) para u=0.01
4.1.2 Construccion del algoritmo
Consideremos los problemas Primal y Dual para programacion

lineal en forma estandar

Minimizar 'z

Sujeto a:
Ax =0
x>0

Donde c,z c R"™. be R y A € R™™ (m < n)
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Maximizar by

Sujeto a:
Aly+z=c
=0

Pero debemos tener en cuenta lo siguiente.

H1. El conjunto P = {z € R"* : Ax =b, x>0} no vacio

H2. El conjunto 7' = {y e R", 2 ¢ R": A’y + 2 =¢, 2 >0} no vacio

H3. La matriz A es de rango m

En estas condiciones, de acuerdo con el teorema de la dualidad, los
problemas (P) y (D) tienen solucion 6ptima, coincidiendo los valores de
sus funciones objetivos. Ademas el conjunto de soluciones éptimas de

ambos problemas estan acotados. La estrategia de este método

resuelve ambos problemas en forma simultanea.

Para x factible y (y, z), el duality gap (intervalo de dualidad)

duality gap = cz— by
= zfc—atAly (Az =)
= z'(c— Aly)
= z'z (c — Aly = 2)
> 0 (x,2 > 0)

El duality gap es cerrado en el 6ptimo x*
drt — by = (") =0
Por lo que las condiciones de complementariedad son:

X

D‘."4“: ‘:- ‘)
5% =0, 7=1.2.....n
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Las condiciones de no negatividad seran manejadas por el método de
penalizacion interna, y las restricciones de igualdad por el algoritmo de
Lagrange. Finalmente la funcion irrestricta resultante por el método de

Newton.
Introduciendo primeramente la funcién Barrera a los (P) y (D)

Minimizar ctr — ,uz log(z;)

Maximizar b'y + ,MZ log(z;)
Aly+z—c=0

?‘1 n
Vale recalcar que las barreras, —2_ log(z;) ¥ +2 log(z). no permiten
1= J=

—

gue los puntos interiores de (P) y (D) se aproximen a la frontera de la
region factible. Las barreras al estar presentes en la funcién objetivo del
problema de minimizacion aumentan la funcion objetivo infinitamente a
medida que el punto x se acerca a la frontera. Pero en programacion
lineal el 6ptimo x* est4 en un extremo, y aparentemente la barrera nos
impediria de llegar a x*. Para contrarrestar este efecto usamos un

parametro de penalizacion equilibrante u> 0.

A continuacién formando las funciones lagrangianas correspondiente de

(4.1) y (4.2) tenemos:

Lp(x.y) = 'z — py _log(z;) = y'(Az —b) (4.3)
=1
Lp(z.y) = by + Y log(z;) — o' (Aly + = —c) (4.4)

i=1
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rn 0 - 0 7 0 -0

) 0 a9 0 0 2 U
X = v Z=

0 0 Tn 0 0 Zn

Notando que

L 0 0 L 0 0

I 2

0 L 0 0o L 0
X t= 2 v Z 1= 2

0 0 ﬁ 0 0 i

Calculando las derivadas parciales respectivas de (4.3) y (4.4), tenemos:

8]_—,13 . -—1 t. yus
- = c—puXle—Ay=0 (4.5)
ey ae=0 (4.6)
3 4.0,
jﬂ = c—Ay—:=0 (4.7)
9 o
C_—D = b—Ar=0 (4.8)
dy
)
C;D = uZ'e—xz=0 (4.9)

De (4.7) despejamos ¢ = Aly + z y sustituimos en (4.5)

c—uXlte—A'y = 0 (c=Aly+2)

Aty + 2 —uXle— Aty = 0

: = uX'e
Xz = pue
XZe = pe (2 = Ze)

Esto se puede escribir
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Tjzj = [ j=1l..n

Por lo que las condiciones de optimalidad simultaneas, para un mismo y

de los algoritmos (P) y (D) se pueden escribir como:

Ar=1>
Aty +2=c (4.10)
XZe = e

En forma equivalente estan dadas por

Ar=b
Aly+z2=c (4.11)
Tjzj = fb J=1.n

Observamos que cuando u = 0, las condiciones de optimalidad para el
problema de programacion son satisfechas. Estas condiciones de

optimalidad en la forma estandar son:

Axr = b, r =0

Ay+2 = ¢ :>0

Si la solucién del problema del sistema de ecuaciones lineales (4.11) se

designa mediante [x(u), y(u), z(u)]', para cada y> 0. El duality gap es

g(p) = ca(p) —by(u)
= 2'(p)e — 2" (u) Ay(p) (Az(p) = b)
= 2'(u) (e — Ay(p))
= o' (u)z(p) (c — Afy(p) = =(1)

= nu
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Al tender y — 0, g (u) converge a cero, lo que implica que x(u) y y(u)

converge a la solucién de los problemas (P) y (D), respectivamente.

U es una aproximacion del intervalo de dualidad, y debemos aclarar, que
si su valor decrece muy rapidamente se puede perder convergencia. El
intervalo de dualidad puede incluso aumentar. Si su valor disminuye muy

lentamente se requiere muchas iteraciones.

Pero, por cuestiones numéricas, nosotros debemos comenzar fijando un

u> 0 inicial y aproximarlo iterativamente hacia cero.
Paso de Newton

El método Primal-Dual se basa en tomar como direcciones de movimiento
las de Newton, resultantes de resolver el sistema (4.10). Dada los puntos

iniciales x°, z%€ R", y%e€ R™, donde x°>0 y z°>0.
Filemos adecuadamente un valor inicial para el parametro de penalizacion

U = uo. El sistema (4.10) lo podemos representar por F(x°, y°, z°) =0

Az® — b
F(a%y% ") = | A +:0—¢ [ =0 (4.12)

XZe — pge

La matriz Jacobiana de F( x°, y°, z°) = 0, lo podemos representar por

4 0 0
J(% %=1 0 At T
Z 0 X
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Para realizar una iteraciéon de Newton, resolvamos el sistema J(x°, y°,

2% dw = - F( x°, y°, z°) donde dw = [dx, dy, dz]'es el paso de Newton.

- A 0 0 17 dx - - Ax® —b -
At T dy = — | Ay’ +:0—¢
Z 0 X dz XZe — ppe
_ b— Ax° |

= C_Atlo_:{)

Lo — X Ze

definamos los vectores residuales Primal y Dual

. _ A .0
rp, = b— Ax
rq = c— Aly® —2°

Te = Uoe— NZe

4 0 O dx Tp
0 At I dy | = | ra (4.13)
zZ 0 X d= Te

Obsérvamos que si xkeP y [y%, zZ<'eT. k =0, 1, 2, ...., entonces rp =0 y

rq= 0.

El sistema (4.13) puede ser resuelto indirectamente, y puede ser visto

como.
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Adr =1, (4.14)
Atdy + dz = 1y (4.15)
Zdr + Xdz =, (4.16)

multiplicando (4.15) por X y restando con (4.16), obtenemos

XAtdy — Zdxr = Xry —r, (4.17)

multiplicando la ecuacion (4.17) por AZ e involucrando (4.14) llegamos

a un sistema cuadrado para dy esto es
AZ'XAldy = AZ Y (Xrg—re) + 1,

calculada dy se puede calcular facilimente dz y dx, de (4.15) y (4.16), en

conjunto tenemos.

da = {\z'_].Z_l_X—j;‘_t)_l{\_'42_1(_-‘{'}’02 — TC] + _],p)
dz=rq— A'dy (4.18)
dr =771 (r. — Xd>)

Criterio de larazén

Mediante (4.18) tenemos calculada el paso de Newton (dx, dy, dz)t.
Ahora usamos dx como una direccion en el x — espacio y (dy, dz) como
una direccion en el (y, z) — espacio. Seguidamente debemos elegir la
longitud de los pasos en los dos espacios de modo que podamos
desplazarnos prudentemente, manteniendo x> 0, z> 0, esto es posible

utilizando:
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El siguiente punto ( x%, y1, z! ) sera calculado mediante

' = 2%+ Bapdr
S |

y. = y +Bapdy
2= 2%+ Bapd:

donde Be< 0, 1 > es un parametro que nos permite controlar que las
posibles soluciones no lleguen a la frontera de la regién factible, ni
mucho menos salgan de la regién. En la practica se obtuvieron buenos
resultados usando 8 = 0.95 y/o B = 0.98, esto completa una iteracion de
Newton. La técnica solo resuelve el sistema (4.10) con respecto a un o,
para obtener una aproximacién a la solucién éptima, deberiamos reducir

Uo, en cada iteracion.

Los puntos ( x%, y!, z! )t son utilizados como iniciales para la segunda
iteracion de newton, al repetir esto, el método genera una sucesion de
puntos {(x¥, y&, zZ} que converge solo hacia una solucién del sistema

(4.10).

Ajuste del Parametro Penalizador:

Ahora debemos establecer un criterio para determinar cuando el punto
actual x(¥) esta lo suficientemente préximo a x*. Penalizacién sugiere la

disminucion iterativa de p con la finalidad de obtener una solucioén para
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el problema de programacién lineal estandar, y nada impide la
disminucién del parametro de penalizacion en cada iteracién de newton,
dado uk, el siguiente parametro penalizador es elegido mediante:

|cfa* — by

3 E=0,1,2 ..

S
n

donde n es el ndmero de variables, esto produce una reduccion

substancial

en u a cada paso de newton, las iteraciones contindan hasta que la

diferencia
‘Ct‘_l,k . btyk }

sea suficientemente pequefia, esto se consigue controlando el error

relativo

‘Ct;l’k o btyk‘

119
T+ b (*19)

de (4.19), el denominador 1 +| bt yk| nos permite mantener una
proporcion acerca de la aproximacion entre los valores objetivos primal y
dual, se le sumé 1 para evitar problemas de precision cuando el costo
optimo se acerca a cero, donde € > 0 es la precision deseada. Nosotros

utilizamos el valor € = 1078.
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4.1.3 El algoritmo
Inicializacion:
Dadosy € R™ y x, ze R", donde x, z> 0. Definir la precision requerida ¢
>0, el n — vector columna e =[1 1..,1]ty el valor inicial de p > 0.

cta(k)_pty(9) |
T+[ory |

Paso 1: Mientras < 2. no satistace, HACER

Paso 2: Definir las matrices diagonales X = diag(z) v Z = diag(=)

r, =b— Az
Paso 3: Calcular rg=c— Aty — 2
Te = o€ — XZ

dy = (AZT'XA)THAZTHXrg — 1) +75)
Paso 4: Calcular dz =rq — Atldy

de = Z7 ' (r, — Xdz)

ap= min {—=L : dz; <0
\ 1<j<n dz;
Paso 5: Calcular ==

ap = 1?;3_?2{—% odr < U}
r—x+(0.95)(ap)dx

Paso 6: Asignar y — y+(0.95)(ap)dy
z+— 24+ (0.95)(ap)d=

|ct:c—bty‘
Paso 7: Hacer My = — v volver al paso 1.
- 3

4.1.4 Implementacion
La implemetacion esta hecha de un modo particular y con fines
experimentales hemos utilizado Matlab 6.0, esto se justifica debido a la
interface grafica y matricial que Matlab otorga, la que denominaremos

AOPL (Algoritmo de optimizacion para programacion lineal)
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Implementacion del algoritmo para la optimizacion del tiempo de

ejecucion en la solucion de problemas de programacion lineal

function [x.v,iter] = AOPL(A b.c)
m,n]=size(A); x=ones(n,1); y=zeros(m,1); z=x; u=100; e=x

iter=0; t=cputime:;

while abs(c™x-b*y)/(1+-abs(b™y)) > 0.000001;
X—diag(x); Z=diag(z):

rp=h-A¥*x;

rd=c-A"y+z:

re=u’e X*z;
dy=inv((A*inv(Z)*X*A"))*(A*inv(Z)*(X*rd-rc)+rp):
dz=rd-A"*dy:

dx=inv(Z)*(rc-X*dz);

aP=-1/min(min(dx./x).-1);
aD=-1/min(min(dz./z).-1);
x=x-+0.95%aP*dx;
y=y+0.95%aD*dy:
z=z+0.95%aD*dz;
u=abs(c*x-b™y)/n"2;
iter=iter+1;
end

v=c*x;

disp(’tiempo de ejecucion (seg):%f"); disp(cputime-t);

El programa resuelve problemas de programacion lineal en la forma

estandar
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Ar=1b>

x>0
debemos advertir que ar =aP y ap =aD, ambos ejecutan el criterio de la
razén. El parametro con que iniciamos es p =u=100, para reducir y a
cada iteracion se us6 u = abs(c™x - b™y)/n*2. Con un parametro de
precision de € =0.000001, y los puntos iniciales x=[11.. 1], y=[00.
..0tyz=[11...1]%. Una vez ingresada la matriz A y los vectores b y c,

llamamos AOPL.

4.1.5 Experimentos computacionales

Al ejecutar el programa con los ejemplos siguientes y ver su
comportamiento de estos, hemos usado el sistema operativo
Windows-XP (Pentium- 1ll), con un PC compatible y usando

procesador celeron(R) cpu 2.40 GHz, con 256 MB de memoria RAM.

Usamos el Matlab 6.0 para windows, Matlab es el nombre
abreaviado de "MATrix LABoratory". MATLAB es un programa para
realizar calculos numéricos con vectores y matrices. Como caso
particular puede también trabajar con numeros escalares, tanto
reales como complejos. Una de las capacidades mas atractivas es la
de realizar una amplia variedad de graficos de dos y tres
dimensiones. Matlab tiene también un lenguaje de programacion

propio.

Cada resultado obtenido fué comparado con la ejecucion del

algoritmo Simplex, utilizando la técnica M-grande.
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Observacion 4.1 Para generar problemas inmensos se construy6 un
programa en Matlab, a lo que llamamos generaPL al ingresar las
dimensiones m y n, el programa produce un ejemplar de

programacion lineal.

Primer experimento en el computador: Considere el siguiente

problema
Minimizar —2x1 — Txe
s.a day + baxg < 40
201 +x9 > 8
2x1 + dx9 = 20
x1, 19 = 0

Su forma estandar dada por

Minimizar —2x — Tag + Ozxz — Oxy — Oy
s.a dxy + Sxe + x3 =40
221 + a9 — T4 =8

2x1 + B —z5 =20

x1, 2,23, 21,25 > 0

Y su correspondiente Dual de problema es

Mazimizar 40y, + 8ya + 20y3
s.a 4y + 2y9 + 2y3 + 2 = —2
5yi +y2 +5ys  +z =7
Y 23 =0
—o +2z4 =
—Y3 tz =

21, 29, 23, 74, 25 = 0

Para un punto inicial factible
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22=15
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ot

La (figura 9) muestra la sucesidn de puntos generadas por el
algoritmo, hasta llegar al punto 6ptimo que es el punto [ 0, 8 J. Se

puede observar que todos los puntos estan en la region de

factibilidad.
8
7
6 .
5
4
3 +
\
2
\
1
0 I
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10

Figura 9. Punto inicial factible [ 5, 3T

Llamando la implementacion AOPL, también se obtuvo el punto
optimo [ 0, 8 ] y su valor 6ptimo se puede obtener al remplazar el

punto 6ptimo en la funcién objetivo.
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iter | 2° = 5 3
1 = 2.35 6.07
2 2= 2.27 6.12
3 |2= 1.18 7.02
4 |z*= 0.12 7.90
5 |z°= 0.01 7.99
6 8= 0.00 8.00

Observamos ahora que, dada otro punto inicial infactible x°=[1 1 1 1 1]+ Se

observo aqui, a pesar que el punto inicial es infactible [1 1],

Figura 10. Punto inicial infactible [ 1, 1 |

También el algoritmo hace converge a la misma solucion optima del problema

la cual es [0 8], veamos la figura adjunta.
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Iteraciones con la implementacion AOPL

iter | 20 = 1 1
1 ' = 0.93 1.77
2 | 22 3.14 5.16
3 |2°= 2.99 5.53
4 |2*= 1.13 7.07
5 ° 0.09 7.93
6 | 28= 0.01 8.00
7 = 0.00 8.00
8 | 2= 0.00 8.00

Segundo experimento en el computador:

Un carpintero hace sillas y mesas solamente. Las utilidades proyectadas
para los dos productos son S/. 20 por silla y S/. 30 por mesa
respectivamente. La demanda proyectada es 400 sillas y 100 mesas,
cada silla requiere 2 pies cubicos de madera, mientras que cada mesa
requiere 4 pies cubicos. El carpintero tiene un total de 1000 pies cubicos
de madera en stock. ¢Cuantas sillas y mesas debe construir para
aumentar al maximo sus utilidades?

Sean

1 el nimero de sillas

ro el nimero de mesas

Estas son las variables desconocidas, para éste problema.

El carpintero quiere aumentar al maximo sus utilidades, esto es

20x1+ 30x2

sujeto a las restricciones que:
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e El importe total de madera para los dos productos no puede
exceder los 1000 pies cubicos disponibles.

e Los numeros de sillas y mesas a ser hechas, no deben exceder las
demandas, El numero de sillas y mesas necesitan ser no

negativos. por lo que tenemos:

Maximizar 20x; + 3029

221 + 4zg < 1 000
0 <z, <400
0 < 5 < 100

Afadiendo las variables auxiliares y llevando a su forma estandar,

tenemos.

Minimizar — 20x; — 30z9 + 0x3 + O0z4 + Oxg

2z + dxg + 23 + 04 + 025 = 1 000
1 + 0zg + Ozg + 24 4+ Oz5 = 400
Oxy + 29 + Ox3 + Oy + x5 = 100

Ty,T2,T3,Tq,Ts 2 0

Introduciendo los siguientes datos en el computador

2 4 1 0 0
A=11 0 0 1 0
0 1 0 0 1
" 00 ]
1000 -30
b= 400 |[;:c=
100

y ejecutando el programa de AOPL se obtuvo

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




TESIS EPG UNA - PUNO

Universidad
Nacional del
Altiplano

[ 400.00 |
50.00

z=| 0.00
0.00

| 50.00 |

v=9499.99

Tercer experimento en el computador:

Aqui se gener6 un problema de programacion lineal con 90

restricciones y 110 variables, resumiendo de estos resultados se

tiene el siguiente cuadro.

Cuadro2. 90 restricciones y 110 variables

m

n

1teraciones

tiempo (seg.)

Valor Objetivo

Simplex | 90

110

164

8.03

1597.36

AOPL | 90

110

15

0.437

1597.40

Aqui se observa también que el algoritmo Simplex necesita

aproximadamente 11 veces mas de iteraciones, que las iteraciones

de AOPL, el cual solo realizé 15 iteraciones. En cuanto al tiempo de

ejecucion, la diferencia es de 7.59 segundos

Cuarto experimento en el computador:

Aqui se generé un problema de programacion lineal con 220

restricciones y 320 variables y se obtuvo los siguientes resultados.

Resolviendo con el algoritmo se obtuvo en (cuadro 3)
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Cuadro 3. 220 restricciones y 320 variables

m n | iteraciones | tiempo (seg.) | Valor Objetivo
Simplex | 220 | 320 762 692.28 -185790
AOPL | 220 | 320 21 8.656 -185791.78

En este problema se muestra la eficacia del AOPL respecto al
Simplex, en cuanto al tiempo de ejecucién y las respectivas

iteraciones.
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CONCLUSIONES

- Se construy6 un algoritmo para la optimizacion del tiempo de ejecucion
en la soluciébn de problemas de programacion lineal, con todas las
justificaciones matematicas necesarias.

- Se Implemento el algoritmo para la optimizacion del tiempo de ejecucion
en la solucion de problemas de programacion lineal en el software de
MatLab.

- Se realizé experimentos computacionales que corroboren la eficacia del

método frente a problemas de grandes tamafios

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO S1[Li Nacional del
i Altiplano

RECOMENDACIONES
Se realizaron también ejemplares con 4000 variables, pero debido a la falta de
memoria en el computador no se pudo encontrar la solucién. Esta situacion
puede ser evitada introduciendo un tratamiento numérico al algoritmo, pero

este proyecto constituye otro tema de investigacion.
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Anexo 1. Implementaciones en el MatLab

a) Implementacion de newton

function x=newton(x)
1ter=0; prec=0.000001;
while norm(Fn(x))>prec
iter=iter+i;
x=x-1nv{(Jn(x) ) *Fn(x) ;
fprintf(’iter=7%21; x = [U7.4f%7.4f]1\n’, iter,x);
1f 1ter=1000
error(’parece que newton no converge’);
end

end

b) implementacién de lagrange

function [x,iter]=lagrange(x,y)
n=length(x) ;m=length(y) ;iter=0;
while norm(Fn(x,y))>0.0001

d=-inv(Jn(x,y))*Fn(x,y);
dx=d(1:n); dy=d(n+1l:n+m);
a=-1/min(min(dx./x),-1);
x=x+0.95*a*xdx; y=y+0.95%a*dy;
iter=iter+1;

end
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c) Implementacion de penalizacion interna

function [x,iter]=Penalizacién(x,y)
n=length(x);
m=length(y) ;
iter=0;
while norm(Fu(x,y,u))>0.0001
d=-inv(Jn(x,y,u))*Fn(x,y,u);
dx=d(1:n);
dy=d(n+1:n+m) ;
a=-1/min(min(dx./x),-1);
x=x+0.95*%axdx; y=y+0.95*ax*dy;
u = u/10;
iter=iter+l1;

end

d) IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO

function [x,v,iter] = AOPL(A,b.c)
Im,n]=size(A); x=ones(n.1): y=zeros(m.1); z=x; u=100; e=x
iter—0: t—cputime:
while abs(c*x-b™y) /(1+abs(b™y)) > 0.000001;
X=diag(x): Z=diag(2):
rp=h-A*x;
rd=c- A" y+z:
re=u*e X"z
dy=inv((A*inv(Z)*X*A"))*(A*inv(Z)*(X*rd-rc)+rp):
dz=rd-A"*dy:

dx=inv(Z)*(rc-X*dz);
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aP=-1/min(min(dx./x),-1);
aD="1/min(min(dz./z).-1);
x=x+0.95%aP*dx;
y=y+0.95%aD*dy:
z=z+0.95%aD*dz;
u=abs(c*x-b™y)/n"2;
iter=iter+1:
end

v=c"*x;
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Anexo 2. Genera problemas de programacion lineal

function [A.b,c|]=generaPL(m,n)
A=round(100*rand(m,n}-100*rand{m,n));
x=round(100%rand(n,1)};

b=A%*x;

c=round|100*rand(n, 1)-100%rand(n,1));
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Anexo 3. Notacién

NOTACION PRINCIPAL EMPLEADA EN ESTE TRABAJO

A Matriz mxn
x®  Diferentes puntos obtenidos por el algoritmo

X Punto solucion

Xi Componente de vectores

X, Z Matrices

k Numero de iteraciones

n Numero de variables

SBF Solucioén basica factible

AOPL Algoritmo de optimizacion para programacion lineal
PL  Programacion Lineal

KKT Condiciones de optimalidad.
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