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RESUMEN.

El presente Trabajo de Investigacion intitulada “Teorema de Clasificacion de
Formas Cuadraticas en R" y sus Aplicaciones”, se retne los conceptos
fundamentales de geometria analitica, dinamica del sélido rigido, y algebra lineal, con
el proposito de identificar la clasificacion conica y superficies cuadricas rotadas, como
lugares geomeétricos y analiticamente por medio del estudio de la ecuacion de segundo
grado en dos variables. De igual forma se estudian las superficies cuadricas, donde se
analiza la ecuacién general de segundo grado en tres variables, las correspondientes

superficies y sus graficas.

Se presenta una sintesis de valores y vectores caracteristicos, diagonalizacion de
matrices simétricas, diagonalizacion ortogonal y bases ortogonales y matrices simétricas
asociados a la clasificacion de formas cuadraticas en R". para aplicar posteriormente

estos conceptos a la identificacion de cénicas y cuadricas rotadas.

Se establecid conexiones entre conicas y las superficies cuadricas y las
propiedades de ortogonalidad de los vectores propios correspondientes a matrices
simétricas a traves de la matriz asociada a la forma cuadrica, se realizo la identificacion
de cdnicas y cuadricas rotadas y trasladadas, sus nuevos ejes con base en los vectores

propios y su correspondiente gréafica.
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PALABRAS CLAVES.

Teorema de clasificacion formas cuadrdticas en R", Dindmica del Sélido
Rigido, Valores Propios, Vectores Propios, Matrices Simétricas, Diagonalizacion de

Matrices, Ortogonalizacion.
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ABSTRACT

The present Research Work entitled ""Theorem of Classification of Quadratic
Forms in R" and Applications", brings together the fundamental concepts of
analytical geometry, rigid solid dynamics, and linear algebra, with the purpose of
identifying the conical classification and rotated quadric surfaces, as loci and
analytically by means of the study of the second-degree equation in two variables. In the
same way, the quadric surfaces are studied, where the general equation of the second

degree is analyzed in three variables, the corresponding surfaces and their graphs.

We present a synthesis of characteristic values and vectors, diagonalization of
symmetric matrices, orthogonal diagonalization and orthogonal bases and symmetric
matrices associated with the classification of quadratic forms in R". To subsequently

apply these concepts to the identification of rotated conics and quadrics.

Connections were established between conics and the quadric surfaces and
orthogonality properties of the eigenvectors corresponding to symmetric matrices

through the matrix associated with the quadric form.

The identification of rotated and translated conics and quadrics, their new axes

based on the eigenvectors and their corresponding graph.
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INTRODUCCION

A través de la historia, la matematica ha sido fundamento del progreso material
de la humanidad, desde que el hombre prehistorico que al parecer registraba un numero
cortando un palo o en un trozo de hueso, hasta los modernos y complicados algoritmos
utilizados en la actualidad, convirtiéndose para el ser humano en una herramienta

indispensable para el desarrollo de sus sociedades.

En ese sentido, cada una de sus ramas ha hecho aportes en distintos campos
como la fisica, la economia, la estadistica, entre otros, tratando por medio de sus

diversos grados de andlisis enfrentar los problemas que afronta la sociedad.

En esa misma direccion, el algebra lineal juega un papel fundamental, tanto en
las matemaéticas puras como aplicadas. Entre los temas que estudia encontramos las
matrices, espacios y subespacios vectoriales, valores y vectores propios, con algunas

aplicaciones.

Este trabajo es una revision bibliografica encaminada a identificar conicas y
superficies cuadricas rotadas a partir de los valores propios y vectores propios como una

aplicacion del algebra lineal.

Se presenta una revision de las superficies cuadricas y conicas dado nuestro
interés de identificarlos. Para tal propoésito, se revisa la ecuacion general de segundo
grado de dos y tres variables y las diferentes cénicas y superficies obtenidas, con sus
respectivas gréaficas, se hace una sintesis de los valores y vectores propios incluyendo la
parte correspondiente a matrices simétricas asociadas a formas cuadraticas. Para

finalizar con la aplicacion de estos conceptos a la clasificacion de formas cuadraticas.
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A continuacion, se describe la estructura de los Contenidos por Capitulos.
En el CAPITULO 1, se describe el Planteamiento del Problema, Justificacion,

antecedentes, Objetivos de la Investigacion.

En el CAPITULO 2, se desarrolla el Marco Teorico en el que se detallan los
conceptos fundamentales de espacios vectoriales, Formas Cuadraticas y la Expresion de

las magnitudes Cinéticas, etc.

El CAPITULO 3, est4 dedicado al Disefio Metodoldgico, aqui se establece el

Tipo y Disefio de Investigacion, Técnica y Estrategias.

En el CAPITULO 4, se muestra los Resultados de la Investigacion; es decir, la

del teorema de clasificacion de formas cuadraticas en R".

Finalmente, en el CAPITULO 5, se muestran las Conclusiones vy

Recomendaciones.
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CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA, ANTECEDENTES,

OBJETIVOS.

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.
1.1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA.

La clasificacion de formas cuadraticas en R", se ubica en el area del
algebra lineal, generalmente en los capitulos finales. Esta clasificacion
permite profundizar en el conocimiento de las superiores y curvas, asi
mismo, permite visualizar la relacion de los autovalores asociados a la
forma cuadrética con la presentacion grafica correspondiente; sin embargo,
esta teoria de clasificacion se encuentra desprovisto de ejemplos y

gréficas.

Las formas cuadraticas se aplica ademas en area como fisica

(Dinédmica del solido rigido), entre otras areas.

1.1.2 ENUNCIADO DEL PROBLEMA.
Para fijar una direccion a esta investigacion definimos el problema:
e (Cudl es la descripcion del Teorema de Clasificacion de Formas
Cuadréticas en R’y R°?
e (Cudles son las Aplicaciones que tiene en Fisica el Teorema de

Clasificacion de Formas Cuadraticas en R’y R*?
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1.1.3 JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION.
La presente Investigacion pretende desarrollar una teoria clara y
detallada de aplicaciones de las formas cuadraticas y por lo expuesto

justificamos su importancia.

En el estudio de la matematica superior surge la necesidad de usar el
Teorema de clasificacion de formas cuadraticas para identificar curvas y
superficies cuédricas; sin embargo, el proceso de identificacion no se

encuentra detallado en los libros.

Este resultado es fundamental en el Algebra Lineal, siendo curso

pilar del Conocimiento Matematico.

1.2 ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION.
e ANIVEL LOCAL.:
Al revisar los archivos de tesis e informes de investigacion existentes en
nuestra escuela, no se encuentra trabajos realizados referentes al tema de

Investigacion.

e ANIVEL REGIONAL.:
De la misma forma se ha indagado en los archivos de tesis de la macro

region sur, donde no se ha encontrado temas similares.

e ANIVEL NACIONAL E INTERNACIONAL:
Haciendo un sondeo via Internet de los trabajos relacionados con el presente

trabajo de investigacién, no se ha encontrado que desarrollen de un modo claro y
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completo, que sea facil de ser asimilado con claridad los conceptos involucrados

en el presente trabajo.

Entre los articulos que se ha podido encontrar por Internet se tiene los

siguientes trabajos:

ALGEBRA LINEAL.- septima version (Lucia Contreras Caballero)
Departamento de matematica, Fac. Ciencias, Universidad Autonoma de Madrid.
Es un articulo que desarrolla en forma genérica el tema; es decir, no especifica
los procedimientos aplicados, por lo que no permite lograr un conocimiento

pleno.

ALGEBRA LINEAL.- (José Antonio AbiaVian) Dpto. Matematica Aplicada a
la Técnica E.U.P., Universidad de Valladolid. Es otro articulo que también
dedica una parte de su contenido, pero también de manera superficial al tema
propuesto, puesto que simplemente se menciona en una clasificacion con una

breve definicion.

1.3 OBJETIVOS.
1.3.1 OBJETIVO GENERAL.

= Describir el Teorema de Clasificacion de Formas Cuadraticas en

R"y su Aplicacion en Dinamica del Sélido Rigido.
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1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Describir el Teorema de Clasificacion de Formas Cuadraticas en
R’Y R”.
Aplicar el Teorema de Clasificacion de Formas Cuadraticas en

dindmica de Solidos Rigido.
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CAPITULO 11

MARCO TEORICO DE LA INVESTIGACION.

2.1 ESPACIOS VECTORIALES.
DEFINICION 2.1.

Sean K un conjunto de escalares y V un conjunto no vacio. Se dice que V
es un espacio vectorial sobre K 0 un K — espacio, si en vV existen dos
operaciones: una suma Yy un producto por un escalar, que satisfacen las
propiedades siguientes [5]:

1) Lasumaen V esconmutativa:
X+y=y+x, para todo x,y € V

2) Lasumaen vV es Asociativa:
X+ (+ z) = x+y)+ z, para todo x,y,ze V

3) Existeen v unelemento Gnico, que se denota por 0 € V y se denomina cero
del espacio, que cumple:
x+0=x, paratodo x eV

4) Para todo elemento x eV existe un unico elemento x) eV denominado
opuesto de x, que cumple:
x+ x)=0

5) Lasuma de elemento de v y el producto por un escalar cumplen la propiedad

distributiva:

a(x+y)=ax+ay, paratodox,y eV, eK
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6) La suma en el conjunto de los escalares y el producto por un vector elemento
de V cumplen la propiedad distributiva:
(a+B)x=ax+px, paratodoxeV, o, BeK

7) El producto por un escalar y el producto en el conjunto de los escalares,
cumplen la propiedad asociativa:
(aB)x=a(px), paratodox eV, a, Be K

8) Launidad del conjunto de los escalares cumple:

1x = x, paratodo x eV

Demostracion.
Sean x = (x,%,,.uX ), Y= /,Vsr-0y,) EV ,AEK.
Definimos:

X+ty=&+V,X +V,euX +V,)EV

Ax= Ux A%, .qdx )€V

Comprobemos los axiomas de la definicion.
A;. Conmutatividad.

X+y= (X1 +_Y11X2 +y2l---an +_yn) D efinicion Sum a
= (y, + X,V, + X,,..v, + x ) Conm utatividad en K
=y+x

A,. Asociatividad.

K+y)+z=(+y)+z,&+y,)+2,.,& +y, )+ z ) Definicion Sum a
=(g+ v, +z)x+ W, +2),.9% + (v, + 2,)) Asociatividad en K
=x+ (y+ 2)
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X+0=(x+0,x,+0,...,x, +0) Definicién Suma e identidad en K

= (X, X,,..., X, ) Definicién Suma

Ay Para x= (x,x,,..,x,), tOMEMOS —X = X ,—X,,.c0=X ).

n

X+(=X) = (% + (=%,), %, + (=%, )., X, + (=X,) ) Definicién Suma

(%) + %, (=%,) + X,,..., (-X,) + X, ) Conmutativa en K

(0,0,...,0) Inverso aditivo en K
0

Bi:. Para xeV;a,f €K .

@f)x= (@f)x, @f)x,,... @f)x,) Definicion P roducto
= @ (fx),a PBx,),...,a (Bx,)) Asociatividad en K
=a ((Bx),(B%,),... (Bx,)) Factor C om un
=a (fx)

B,. Para xeV;a,f €K .

(a+B)x=((a+ p)x,(c+ B)X,,....(a+ B)x,) Definicién Sumay Producto
=(ax + X, aX, + BX,,...,ax, + Bx,) Destribucion en K
= ax+ Fx Definicion Sumaen V

Bs. x,yveVaek.

ax+ty)=a& +y,x, +¥,,..x, +y, )Definicion Producto
=l +y)ax +y,), .. 0 +y,))Distrbutiva en K
=ax+ay

By VxeV ytomandole K.

Ix= Ix,1x,..,1x)) = ,%,,..,X,) = X Definicion de P roducto

19
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2.2 COMBINACION LINEAL.
DEFINICION 2.2.
Sean v,,v,,...,v, vectores en un espacio vectorial realv . Un vector v en
V es una combinacion lineal de v;,v,,...,v, si [1].
V =qgv,+ov, + ...+ v, (2.1)

Para ciertos nimeros realesc ,c,, ...,c, .

DEFINICION 2.3.
Sea S ={v,v,..,v,jun conjunto de vectores en un espacio vectorial v ,
entonces se dice que Ses [1]:
1.- Linealmente Dependiente o ligado si y solo si existen escalares ¢ ,c,,...,c, No
todos nulos, tal que.
cv, tov, + ..tcv, =0
2.- Linealmente independiente o libre si y s6lo si no son ligados. Esto es.
cv, tov, + ..tcv, =0
Se cumple solopara ¢ =¢, = ...=¢, = 0.
TEOREMA 1.

Sean V un espacio vectorial, {vl,vz,...,vn} un sistema de vectores. Entonces

el sistema de vectores (,v,,...,v,) es linealmente independiente si y sélo si la

n

Unica combinacion lineal del sistema que tiene como resultado el vector nulo, es
la combinacion lineal trivial, es decir, se cumple.

Av, +Av, + ..+ A v =0,entonces 4, =4, = ..=4 =0

n
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DEMOSTRACION.

Supongamos que el sistema {vl,vz,...,vn} es linealmente independiente.

Tenemos que demostrar que si una combinacion lineal tiene como resultado cero,
es la trivial. Sea, por lo tanto.

Avi+Av,+ .+Av =0 con A,4,..,4 €K.

Y vamos a suponer que al menos uno de los coeficientes es no nulo; 4, # 0
AV, ==V, = v, — = AV,

n-1

que A # 0 y obtenemos.

V=)W ) et )Y

Luego v, se expresa como combinacion lineal del resto de los vectores del
sistema. Esto significa que el sistema {vl,vz,...,vn} ,es linealmente dependiente, lo

cual contradice. Por lo tanto, ninguno de los coeficientes de la combinacion lineal

es no nulo.

Supongamos que uno de los vectores del sistema se puede expresar como

combinacion lineal de los demas; tomemos el vector v,. Entonces.
v, =4V, + AV, + .+ AV
de aqui tenemos.

v, +Av,+ A v, + .+ A4 v, =0
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Lo cual contradice lo supuesto, y no es la trivial por que al menos el

coeficiente de v, es no nulo.

Por lo tanto, ninguno de los vectores del sistema se puede expresar como

combinacion lineal de los demas y el sistema es linealmente independiente.

ESPACIO GENERADO.

DEFINICION 2.4.
Si s ={v,v,,...,v,} es un conjunto de vectores en un espacio vectorial v ,

entonces el conjunto de todos los vectores en vV que son combinaciones lineales

de los vectores en S se denomina espacio generado y se denota por[13].

gen o gen{vl,vz,...,v } (2.2)

n

TEOREMA 2.

Sea {v,v,,..,v,}un conjunto linealmente independiente de vectores de un

espacio vectorial Vv . Si el vector u es combinacion lineal de ellos entonces los

coeficientes de la combinacién lineal son Unicos.

DEMOSTRACION.
Supongamos que {el,ez,...,en} es una base. Entonces es un generador y veV

se expresa como combinacion lineal de los elementos de la base, es decir, existen

a,a,,..,a, € K tales que.

V=ae +ae,+..+ae,
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Tenemos que demostrar que los escalares &, a,,...,a, son unicos.
Supongamos que existe otro conjunto de escalares b;,b,,...,b, € K tales que

v=Dbe +be,+..+be,

Entonces:

ae +ae +..+a.e =he +be, +..+be,

Operando la igualdad obtenemos.

(3, —b)e +(a,—b,)e, +...+(a,—Db,)e, =0

Pero el sistema {e,,e,,...,€,}, por ser base, es linealmente independiente, la
Unica combinacion lineal que tiene como resultado cero es la trivial, de donde.
(3 -b)=0, (a,-b,)=0, ...,(a,—b,)=0
Y a-=Db,a,=hb, ..,a,=D

n n

Por lo tanto, la forma de expresar un vector como combinacién lineal de la

base es Unica.

DEFINICION 2.5.
El conjunto de vectores {v,,v,,...,v,} de un espacio vectorial v es una base
de V si.

i). {v,,v,,...v,} esun conjunto generador de v

ii). {v,,v,,..,v,} es Linealmente independiente.}

n
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DEFINICION 2.6.
Un Espacio Vectorial Real v de dimension finita, se dice que es un espacio

con producto interno si a cada par de vectores u,v eV , le asigna un namero real

denotado por (u,v), tal que.

(uv)=u-v= Zn:uivi (2.3)

A (u,u)>0y (u,u)=0siysblosi u=0.
A (u,v) = (v,u)
As(u+vw)=(uw)+(v+w)

As.(au,v) = a(u,v) paracualquier escalara .

24 LONGITUD O NORMA.
DEFINICION 2.7.

Sea V un espacio vectorial, con un producto interno(,). Una norma en v es
una funcion de v en R, tal que, a cada veV , le asigna un namero real no

negativo, denotado por | || y definido como [1].

[vi={viv (2.4)

2.5 PROPIEDADES DE LA NORMA.
TEOREMA 3.
Sea V un espacio vectorial. Entonces.
i). |ul| = 0 siysdlosi, u=0.
D). |au] = |a] Jul

). Ju+ "+ Ju = = 2l + 4 )
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iv).[Ju + v|| < ||ul| + ||vl| (desigualdad triangular).

DEMOSTRACION.

i). Por definicion de Producto Interno.
lul| = /(u u) =0 < u =0 del Producto interno

if). De las propiedades de producto interno.

lau] = \fau,au) = Ja (u,u) = o] fuu)

= et ]

iii). Claramente,
lu+ A’ +lu—o" = (u+vu+ V) +{u-v,u-v)
= 2(u,u) + 2(u,v) — 2(u,v) + 2(v,v)

= 2( [l + A"

lu +v|| =(u+Vv,u+v)

=(u,u)+2(u,v)+(v,v)

<(u,u)+2|(u,v)|+(v,v) Propiedad de valor absoluto
(u,u)+2|uf[Jv]+{v,v) Por Definicion de Kuv)‘ <|ullv]
Jull*+ 2]uv]+ v

IA

(|Ju +||v||) extrayendo raiz cuadrada se obtiene

Ju ] < |+

2.6 CAMBIO DE BASE.
DEFINICION 2.8.

En un espacio vectorial v de dimension finita n, sean B ={e,e,,...e,} Yy

B'= {el',e;,...,e;} dos bases, v un vector de V con las coordenadas [5].

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO 2 Nacional del

Altiplano
a, B,
2 B,
[, =| |y =|
a, .

Esto quiere decir que:

v=ae t+ae + .. +tage,

V= ﬂlel' + :82%' + ot ﬁner;

Entonces:

v=agt+ae + ..tae =Be +Be + ..+ Le

Ahora buscaremos una expresion tal que a partir de los «, podamos encontrar

los 5,.

Como B'es una base de v, cada vector de la base B se puede expresar

como una combinacion lineal de los elementos de la base B .

Asi tenemos.

€ =a,8 +ta,6e t ..t4,¢6

e = 4,8 + a5 + .t a, &,

€, = a8 + a6 + ..t a.nG,

n
e =228
=1
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Donde a; € K , entonces:

vV = Zae —ZO! Zaljl
> Yaas =2 Y aa)

F=1 i=1 =1 71

:(zalj jel"' Zazj je2+ -t Z a,425)
j:

= IBlel' + 13262 + .t ﬂnen

Como las coordenadas de un vector en una base son Unicas, entonces:

n n I
B=2aapb = ad, . =220
F=1 F1 F1

Es decir.

B, = Zaljaj,l 1,2,.

Esta relacion puede expresarse en notacién matricial.

Sea A = @,;). Entonces escribimos.

ﬂl all a12 a]_n al

ﬂZ _ aZl a22 aZn aZ

ﬂn anl an2 ann 6‘(n
V], =Aa[V],

La matriz 2 se denomina la matriz de cambio de coordenadas de la base B a
la base B' y se obtiene expresando los elementos de la base B como

combinacion lineal de los elementos de la base B 'y escribiendo esos coeficientes
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como columnas en la matriz. La forma de construir esta matriz garantiza que es la

Unica que establece esta relacion.

Teorema 4.
Sea A una matriz cuadrada. A es invertible si, y solo si,
det A=0
Demostracion.
Si A es invertible, entonces AA™ =1, aplicando la propiedad de determinantes
det(AB) = det(A)det(B), se obtiene.
det( AA™) =det(1)

det(A)det(A*)=1

Por lo tanto det A=0

Reciprocamente si A no es invertible, ademas si una matriz B no es
invertible, entonces se cumple que detB=0, por lo tanto detA=0,

complementando asi la caracterizacion de invertibilidad.

TEOREMA 5.
Sean V un espacio vectorial de dimensién n, B y B dos bases de V . Si A

es la matriz de cambio de coordenadas de la base B ala base B'. Entonces A es

inversible.

DEMOSTRACION.
A es una matriz cuadrada de orden n. Para demostrar que A es inversible

tenemos que probar que det(a) = 0.

28
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Sea veV , analicemos la relacion que existe entre [V ], y [V ] ..
[V ]B' =4 [V ]B
Vamos a interpretar esta relacion como un sistema de ecuaciones.

Supongamos [V ]_.conocido, el problema es hallar [V ] . Entonces la relacion

[V]B' = A[V]B

Es un sistema de n ecuaciones con n incognitas, que tiene solucién Gnica

las coordenadas de un vector en una base son unicas si y s6lo si rangA = n y esto

significa que A es inversible.

Si A es la matriz de cambio de coordenadas de la base Ba la base B,

cumple la relacién [V ],. = A[V ], y como A es inversible, tenemos:

[V ]B =a" [V ]B'

Por lo tanto 2" es la matriz de cambio de coordenadas de la base B a la

base B .

2.7 CONJUNTO ORTOGONAL Y CONJUNTO ORTONORMAL.
2.7.1 VECTORES ORTOGONALES.
DEFINICION 2.9.
1.- Sea V un espacio vectorial con producto interno y sean dos vectores

u,veV .[6]

Se dice que u,v son ortogonales 1 L v) sisélosi (u,v)=0.
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2.- Un conjunto de vectores S ={v,v,,...,v,}de un espacio vectorial
V se dice que es ortogonal si y sélo si son ortogonales dos a dos, es
decir <Vi,vj> =0,i# 7.

3.- El conjunto de vectores S (en 2), se dice que es ortonormal si y solo si
a) S esortogonal

b)

v|=1, Vi.

2.7.2 PROCESO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT.

TEOREMA 6.

Sea H un subespacio de dimensién n de R". Entonces H tiene

una base ortonormal.

DEMOSTRACION.

Sea B ={v,v,,..,v,} una base de H, se probara el teorema

n

construyendo una base ortonormal a partir de los vectores en B.

v, =v, —(v,,&)e Redefinicion

Probar que v, esortogonal a g

(vie)=(v,—(n.e)ee)
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v, esortogonal a e .

Probar que v, esortogonala ¢ y e,.

(v.e)=(v.—(v8)e—(v.e)e L)
(vie) —(ve)(ea) - (ne)(em) pero (e,8)=0
(vie) = (vie) = 0

v, esortogonala ¢

(v, ~(v,e)e —(ve)e.)
(vie) = (vie){ere) —(v.e){e e ) pero (a,6) =0, (e,8)=1
(vre) = (vie) = 0

(ve)

En consecuencia v, sonortogonalesa g y e,.

_|w<_

%:

]

k=1,2,..,n
v.=v,—(v.e)e—(v.e)e+ . .+(v.e.)e,

(vie)=(v.—(ve)e —(ve)e + (Ve e, o)
=(vie) —(ve)(e.e) - (vie)ee) + .+ (vie.) (e e)
pero (q,q) = l,(e2 ,q) = O,...,(ekfl,e) = 0,entonces
(vie) =(via) = (vse) =0
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De forma analoga.

Por lo tanto B' = {g,e,,...,,} son vectores ortogonales que generan

el mismo espacio vectorial V.

TEOREMA 7.
Todo conjunto ortogonal de un espacio vectorial v es linealmente

independiente.

DEMOSTRACION.

Sea S ={v,,v,..,v,} un conjunto ortogonal de v. Construimos la

combinacion lineal.

av,+o,v,+ ..+tav, =0

Calculamos el producto interno del vector de la ecuacion por v,

obtenemos.
(O,vl> = <051vl t+a,v, +..+tav ,Vl>

0=0, (v, v) +a (v, v)+ ot a,(v,,%)

El conjunto formado por los vectores v, es ortogonal se deduce.
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0=a,(v,v)
2
0=a|v|
Es decir a, =0, v, #0, en forma analoga con los vectores v,,...,v,
obtendremos que «, = ...=«, = 0 Yy por lo tanto la ecuacion solo se cumple si

todos los coeficientes son nulos, S ={v,,v,,...,v,} esun conjunto linealmente

independiente.

2.8 VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS.
DEFINICION 2.10.
Sea A una matriz de tamafio de nxn.
i. Un nuamero real A es un valor propio de A si
Av = Av (2.5)
Para algun vector no nulo v de R".
ii. El vector no nulo v que satisface la ecuacion (2.5) se llama vector propio de

A asociado al valor propio 4.

TEOREMA 8:

Si A esuna matriz de nxn, entonces:
det(A—Al) esun polinomio p(A) degrado n.
Los valores caracteristicos de A son las soluciones de p(i) =0
Si A, es un valor caracteristico, cualquier solucion no trivial de
(A—4,1)v =0 es un vector caracteristico de A correspondiente a /.
i). Sea A una matriz de 2x2, entonces det(A—Al)=(a,—1)(a,—1)—a,a,, el

cual es un polinomio en A de grado 2. Sea que para una matriz de kxk el
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determinante de A— Al es un polinomio de grado k. Si B es una matriz de
(k+1)x(k+1), entonces det(B—Al) usando la definicion. En esta forma se
ve que el determinante es un polinomio de grado (k+1).

ii). Si A es un valor caracteristico si y s6lo si Av=Av y v=0. Por tanto,

Av—lv:(A—/ll)v=0, las ecuaciones homogéneas tienen soluciones no

triviales si y solo si el determinante de la matriz de coeficientes es cero.

Inversamente, si det(A—A1)=0, entonces la ecuacién (A—Al)v=0 tiene
soluciones no triviales y A no es valor caracteristico de A si y solo si
p(A)=det(A-41)=0.

iii). Supongamos v cualquier solucion no trivial de (A—M)v=0. Entonces

Av=AVlI =4V.

La ecuacion det(A—;tl):O se llama ecuacion caracteristica de A. La

expresion det(A—/ll) es siempre un polinomio (de grado n si A esde nxn)y

se llama el polinomio caracteristico de A. Segln el teorema fundamental de
algebra, cualquier polinomio de grado n con coeficientes reales o complejos tiene
exactamente n raices (contando multiplicidades); por tanto, una matriz de nxn

tiene exactamente n valores caracteristicos, repetidos o no.

Para encontrar los valores caracteristicos de una matriz A de nxn dada,
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Se tiene
-4 o, ... o,
a -1 .. a
p(2)=det(A-Al)=det| 7 a“: N " |=0
a, a, ceooa, =4

p(4)

(-2 [/1“ +b A+ b A+ a0]= 0

(2.6)

La ecuacion (1) tiene n raices, repetidas o no. Si 4,4,,4;,... 4, son las
diferentes raices de (1) con multiplicadores &,r,,r,...T, , respectivamente,

s

entonces (1) se puede factorizar para obtener.

p(A)=(-1) (A-2) (A-2)"..(A-4,)" =0 (2.7)

Debemos encontrar las raices del polinomio caracteristico

p(A)=2"+a " +..+a, _A+a,

En consecuencia, para hallar valores y vectores cara caracteristicos de una

matriz A de nxn dada, se halla p(ﬂ)=det(A—M), enseguida se encuentra las
raices 4, 4,,4,..., 4, de p(A)=0 y por ltimo se resuelve el sistema homogéneo

(A—Al;)v=0, correspondiente a cada valor caracteristico 4, .
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DEFINICION 2.11.

Sea A un valor caracteristico de la matriz A; entonces la multiplicidad

geométrica de A es la dimension del espacio propio correspondiente a A(El).

Multiplicidad geométrica de A =dimE, .

2.9 MATRICES SEMEJANTES Y DIAGNOLIZACION.
DEFINICION 2.12.
Se dice que dos matrices A y B de nxn son semejantes si existe una matriz

invertible C de nxn tal que:

B=C'AC 0 CB=AC.

TEOREMA 9.
Si A y B son matrices semejantes de nxn, entonces A y B tienen el
mismo polinomio caracteristico y, por lo tanto, tienen los mismos valores

caracteristicos.

DEMOSTRACION.
Sea A y B son semejantes, existe una matriz invertible C de nxn tal que

B=C'AC y det(B—41)=det(CAC - 1 )= detlc *AC -C (21 )C]=

detC* det(A— Al )detC = detC * detC det(A— A1 ) = det(C *C )det(A— Al ) =

det | det(A— Al )= det(A— A1)

Entonces A y B tienen la misma ecuacion caracteristica y como los valores

son raices de la ecuacion caracteristica, tienen los mismos valores caracteristicos.
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DEFINICION 2.13.
Una matriz A de nxn es diagonalizable si existe una matriz diagonal D que

es semejantea A.

TEOREMA 10.
Una matriz A de nxn es diagonalizable si y solo si tiene n vectores
caracteristicos linealmente independientes. En tal caso, la matriz diagonal

D semejante a A esta dada por:

4, 0 0 ... 0]
04 0 ... 0
D=0 0 4 .. 0
0 0 0 A

de donde A,4,,4,,...,4, son los valores caracteristicos de A, y
Av,=A4v, 1=12,.,n. Si C es una matriz cuyas columnas son vectores

caracteristicos linealmente independientes de A, entonces:

D=C™'AC

DEMOSTRACION.

Sea A tiene n vectores caracteristicos linealmente independientes v,,v,,...,V,

que corresponden a los valores caracteristicos (no necesariamente diferentes)

As Aoy Agyeens Ay
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Sea
Cll C12 Cln
v, = Cxn N, = sz oV, = Con
Cnl Cn2 Cnn
Y sea
Ch Cp .o G
C — C‘Zl C.22 C2n
C, C, ... C,

Entonces C es invertible ya que sus columnas son linealmente

independientes.

ail a12 t a‘ln Cll C12 te Cln

aC_|B B o B|[Ca G Gy
8y @, - 8y ]lCu Cp - Cn
Cli

y se ve que la columna i de AC es A =Av, =1y, . Asi  AC es la

matriz cuya columna i es A4v, y

ﬂ1(:11 ﬂzclz cee incln
AC — 11?21 2’2?22 ﬁ'nf:Zn

;llcnl /12Cn2 e /’annn
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Pero
Cy Cp .o Cul|4 O ... O
cD= c.21 c.22 = c?n 0 ﬂz ... 0
Cy Cp --- C,|lO 0 A,
Entonces
AC=CD

C es invertible, se pueden multiplicar ambos lados de la ecuacion por la
izquierda por C™ para obtener

D=C™'AC

Esto prueba que si A tiene n vectores caracteristicos linealmente

independientes, entonces A es diagonalizable. Inversamente, suponga que A es
diagonalizable; esto es, suponga que D =C™AC se cumple para alguna matriz

invertible C. Sean v,,v,,...,v, las columnas de C. Entonces AC=CD, e

n
invirtiendo los argumentos anteriores, se ve de inmediato que Av, =Av, para

i=12,.,n. Entonces, v,,V,,..,V, son vectores caracteristicos de A y son

linealmente independientes porque C es invertible.

2.10 MATRICES SIMETRICAS Y DIAGNOLIZACION ORTOGONAL.

Sea la diagonalizacién de matrices simétricas (A= At) :

En la teoria que hemos desarrollado acerca de los valores caracteristicos de

una matriz A, cuyos elementos son numeros reales, hemos venido suponiendo
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que los valores caracteristicos de A son numeros reales. No se deduce, sin
embargo, que las raices de la ecuacion caracteristica sean numeros reales, puesto
que las raices de una ecuacion polindmica con coeficientes reales pueden ser

complejas.
Sin embargo, si A en laecuacion Av = Av es una matriz simétrica.

TEOREMA 11.
Todas las raices del polinomio caracteristico de una matriz simétrica son

ndmeros reales.

DEMOSTRACION.

Supongamos A un valor caracteristico de A con un vector caracteristico v ;
es decir, Av = Av. El vector v estaen C", el producto interno se defino como:

V-w=Vv'w

y como « € R satisface:

av-w=a(v-w) v-aw=c(v-w) (2.8)

y

Entonces, usando el hecho que Av=Avy (2.8) se tiene:

AV-v=Av-v=A(v-v) (2.9)

Mas aun, por propiedades de la multiplicacién de matrices, (2.8)
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Igualando (2.9) y (2.10) se tiene:

Av-v)=2(v-v) (212)

Pero v-v = ||v||2 =0, yaque v es un vector propio. Entonces se puede dividir

ambos lados de (2.11) entre v-v para obtener:

A=A (212)

Si A=a+bi, entonces 2 =a—hi yde (2.12) se tiene:
a+bi=a-bi
Lo que se cumple solo si b=0. Esto muestra que A=a; por lo tanto A4 es

real.

TEOREMA 12.
Si A es una matriz simétrica de nxn, entonces los vectores caracteristicos

que corresponden a valores caracteristicos distintos de A son ortogonales.

DEMOSTRACION.

Supongamos Vv, y v, vectores caracteristicos de A, los cuales estan asociados
con los valores caracteristicos distintos 4, y 4, de A. Entonces Av,=A4v, y

Av, =4V,
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Ahora:
AV, -V, = AV, -V, = A (V) (2.13)
y
Avl .V2 = Vl . ,Atv2 = Vl . AV2 = Vl '(/Izvz): )“2 (Vl .VZ) (214)

combinando (2.13) y (2.14), se tiene 4, (V,-V,)=4,(V,-V,) y como 4 # 4,,

se concluye que (v,-v,)=0.

DEFINICION 2.14.

Una matriz Q de nxn es ortogonal si Q'=Q™". Desde luego, también

podemos decir que Q es ortogonal si Q'Q=1".

TEOREMA 13.

La matriz Q de nxn, es ortogonal si y sélo si las columnas (y filas) de Q

forman un conjunto ortogonal.

DEMOSTRACION.
Supongamos Q una matriz ortogonal de nxn, es decir, Q'Q =1 y veamos

que las columnas de Q son mutuamente ortogonales.

Sea:
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tal que los |u|=1, i=12,...n.

Como Q'Q =1, tenemos:

-u U, U u,-u, 0 0
Q0 = u-u, u,-u, U Uy | 1 0
u,-u, Uu,-u, u, -u, 00 1

Por igualdad de matrices tenemos, u;-u; =1,y u;-u; =0, para todo i= j;

por tanto los n vectores son ortonormales y cualquier n vectores mutuamente
ortonormales forman un conjunto ortonormal.

Analogamente, supongamos que los n vectores:

ull u12 uln
u u u
21 22 2n
ul - ’uz - : ' 1un -
unl un2 unn

forman un conjunto ortonormal; es decir,

U;-u; =1, u;-u; =0, paratodo i # j; lu=1i=12,..,n.

Y veamos que la matriz Q formada por los n vectores es ortonormal.

Sea

Q=[u, u, uy .. u]

Si hacemos QQ' 'y teniendo en cuenta que U, -u; =0, para todo i j, se

tiene
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Luego Q es ortogonal y como |uf|=1 i=12,..,n; se tiene que Q es

ortonormal.

TEOREMA 14.

Silamatriz Q de nxn es ortogonal, entonces det(Q) =+1

Demostracion.
I =Q'Q=QQ™. Por hipétesis, Q' =Q*, entonces | =Q'Q =QQ", por
tanto, det(l) = det(Q'Q) = det(QQ"), o

det(1) = det(Q") det(Q) = det(Q) det(Q") = (det(Q))>.

Como 1=det(l) = (det(Q))* (pues det(Q) = det(Q"))

Tenemos:

(det(Q))? =1, entonces det(Q) =+1.

TEOREMA 15.
Sea A una matriz de nxn. Entonces A es diagonalizable ortogonalmente si
y solo si A es simétrica. Los valores caracteristicos de A estan localizados en la

diagonal principal de D.
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DEMOSTRACION.
Supongamos A, una matriz simétrica. Entonces por el teorema (6), A es

diagonalizable ortogonalmente con la matriz Q cuyas columnas son los vectores

caracteristicos reales ortonormales de A.

Inversamente, suponga que A es diagonalizable ortogonalmente. Entonces,

existe una matriz ortogonal Q tal que Q'AQ = D. Multiplicando esta ecuacion a
izquierda por Q y por la derecha por Q', y usando el hecho de que

Q'Q=QQ"' =1, se obtiene A=QDQ".

Entonces; A'=(QDQ")' =(Q")'D'Q'=QDQ'=A.  Entonces, A es

simétrica.

FORMAS CUADRATICAS.
DEFINICION 2.15.

Una forma cuadratica en R"es una funcion Q0 :R" - R de la forma

OX)=x Ax= (Ax,x) = iiai. X donde a;€R,1,7=1,2,..,n,c0N

=1 51

X

e X R
A € R™" simétricasiendo x=|  |e R".[1]
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2.11 EJES PRINCIPALES.

TEOREMA 16.

Sea A € R™"simétrica. Entonces existe un cambio de variable ortogonal
x=@x'(p € R™" es ortogonal) que transforma la forma cuadrética p(x) = X Ax
en una forma cuadratica sin productos cruzados, es decir.

(%)= p(x)=x" Dx', si x=px"

Con D € R™"diagonal. Ademas, los elementos de la diagonal de D son los

valores propios de A y las columnas de la matriz O son vectores propios de A y

forman una base ortonormal deR".

DEMOSTRACION.

A es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal ¢ tal
queD =0"AQ0,0" =07

p(x)=xAx=(Axx) = <QDQTX,X>

{000 5) )= (00" 50"
= (Dx",x)
Donde.
A 0
P
0 0 .. 2
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2.12 TEOREMA DE CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICASEN R".

TEOREMA 16.
Sea ¢(x) = x' Ax una forma cuadrética en un espacio vectorial de dimensién

n. Con matriz asociada A, donde 4 ,4,,...,4 son sus valores propios. Entonces

se verifica.[1 ]

a. ¢ es definida positiva si y s6lo si 4, >0 ,Vi=1,2,..,n. ¢ es definida
negativasiysélosi 4, <0, Vi=1,2,...,n.

b. ¢ es semidefinida positiva si y sélosi 4, >0Vi=1,2,..,n y existe i tal
que 4, = 0.

c. ¢ essemidefinida negativa si y slosi 4, <0Vi=1,2,..,n yexiste i tal
que 4, = 0.

d. ¢ esdefinidasiy sdlo siexisten i, e talque 4, <0y 4, > 0.

DEMOSTRACION,
Sea ¢(x)=x Ax, xe R" forma cuadrética sea B = {v,,v,,...,v,} una base,

sabemos por el teorema de los ejes principales que existe ¢ € M, (R)ortogonal

nxn

tal que.
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Haciendo el cambio de variables

x'=¢p'x=¢ 'x

Obtenemos  ¢(x) =X Ax=@(x)=Ax" +1x’ + ..+ Ax’  donde

%

[x], = %2 luego ¢(v,)=4,, Vi=1,2,..,n ya que los vectores de B tiene
X,

por coordenadas [v.]. =(1,0,0,...,0),

[v.]. =(0,1,0,..,0),....[%.], =(0,0,0,..,1) entonces.
a. Si A4,>0 para i=1,2,..,n.entonces Ax’ +Ax°+ .+Ax°>0,

Vx'e R", x'# 0, es decir definida positiva.

Reciprocamente si  ¢(x) es definida positiva, asi  que
AxS+ A%+ .t A x>0, x"#£0, en particular para
x'=¢ =[0..1..0] 1€ {1,2,...,n} tendremos
A0+ .t AF + ..+ 4, 0° >0 porlotanto A, > 0 .

b. SiA,<0,i=12,..,n entonces 1x’ +Ax’+ ..+ 1x°<0, Vx'eR",
x'# 0 ,luego D es definida negativa reciprocamente si D es definida

negativa Ax° +Ax° + ..+ Ax°<0, Vx'e R", x'# 0 en particular para
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x'=¢g =[0..1..0] ,ie{1,2,..,n} obtenemos
A0+ 4+ Af + ..+ A1 0° <0, porlotanto 4, < 0.

c. SiAx’+Ax +.+A4x°>0 ,Vx'#0,4, =¢(v,)=0Vicomo no es
nula existe algn A, > 0 y como semidefinida positiva existe algin 4, = 0.

luego es semidefinida positiva.

Reciprocamente, si A, > 0Vi con algin A4, >0 y algin 4, = 0, se tiene
que Ax’+Ax +.+4x">0Vx'eR” que ¢(v,)=42,>0, por lo
que no es nula 'y que E)(v;{) = A, > 0 por lo que semidefinida positiva.

d Si A4,<0 y algin A, =0 entonces ¢(x)<0 y para el vector
x'= (O,...,X};,...,O) =0 se obtiene ¢(x)=0 y por lo tanto la forma

cuadrética es semidefinida negativa.

Reciprocamente si A, <0Vi algin A,>0 y algin 4, =0 se tiene
P(x)=Ax"+ .+ x> 0Vx'e R"queg(v,) = A, < 0y
quee(v,)=4,=0.

e.  Por serindefinida ¢(x)>0 Vx'e R” luego A >0 paratodo i por lo que
A;<0 Yy @(x)<0 para todox"' Luego 4 <0 Vi por lo que existira un
A, > 0.En consecuencia es indefinida.
Reciprocamente si existe 2,<0 y 4, >0 serdn o(v))=4,<0 vy

(p(vk) =4 >0.
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2.13 CLASIFICACION DE LAS CONICAS.
DEFINICION 2.16.

Se llama conica al lugar geométrico de puntos del plano euclideo cuyas

coordenadas verifican una ecuacion de segundo grado. [1]

a11X12 +2a,xx, + asz§ +2a.x +23,x, +a,; =0 (2-15)

En forma matricial de la siguiente manera.

[x x]{ & lz}L{j”[an a23:|[2}+a33 =0 (2.16)

12 a22

all al2

La matriz { } es simétrica y por lo tanto existe una base ortonormal

a12 a22
{v,,v,} de rR?, formada por vectores propios de la matriz 4. Si 4, y 4, son los

correspondientes valores propios, cuyo cambio de coordenadas es.

)

Transformando la ecuacién (2.16) en la ecuacion.

I:_Yl .Yz:lll ol IR¢ +2[a13 a23]:v V:||: }"'333_ )

0 /12_ v, |

_21 0__Y1_ Cn Y _
ovellg 4y, 2o 22]L21 czj{vjw‘”‘o

Haciendo operaciones es.
Y, Y,
[A1Y1 ﬂszz] Y, +2 [(aizcn +28,,C,) (a,c,+ay sz)] e

50
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ﬂ’.I.le + ﬂzYzz + 2(312(:11 +a, CZl)Yl + 2(312(:12 +a, sz)Yz +a5 = 0
by b,

21.5/12 +22y; +hy, +by, +a; =0 (2.17)

Donde cabe distinguir dos casos:
1. Ambos valores propios 4, y 4, son no nulos.
Entonces la ecuacion (2.19) puede escribirse como.

) b)Y (. ® B
ﬂj(yl+Zj +/12[y2+§J +(a33 m %j_o (2.18)

2

Haciendo ahora la traslacion de ejes.

7z =y + %
22 = y2 + %
se obtiene la ecuacion
AZ+ A7 +k=0 (2.19)

1.1 Si k# 0 laecuacion (2.19) puede escribirse como

m 212 + nzz2 =1 (2.20)
donde m = -2 y he 2
k k
1.1.1. my n son positivos. Llamando a :mi y b :% la ecuacion (2.20)se
reduce a
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que corresponde a una elipse

1.1.2. m Yy n tienen signos distintos. Entonces la ecuacion (2.20) se reducira a

2 2
2 _ % _
— =1
a
0 bhien
2 ZZ
B R
a b

Correspondientes a una hipérbola.

1.1.3. m Yy n son negativos. Entonces ningun punto satisface la ecuacion (2.20),
se trata de una cdnica vacia a la que, por analogia con el primer caso se
Ilama a veces elipse imaginaria.

1.2 Si k=0 laecuacion (2.19) se reduce a.

AZ + A7 =0 (2.21)

Puede darse ahora dos casos:

1.2.1 Si sigh, = sigl,, entonces la conica se reduce a un punto, el

(21,22) =(0,0).

A

1.2.2 En cambio si los signos de A,y 4, son distintos, como 7 >0, la
2

ecuacion (2.17) puede escribir como

que corresponde a dos rectas distintas que se cortan en un punto,

precisamente en el (z,z,) = (0,0).
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2.1.

Uno de los dos valores propios es nulo.
Supondremos que A, =0, las mismas conicas si fuera A,el valor propio
nulo.

En este caso la ecuacion (2.17) queda

ﬂ‘zy;"'klyi"'bz%"'aw =0

que puede escribirse como

b, b2
e 2t

2
Llamando ay, a a,, — 3 obtenemos la ecuacion.
2

2
A (yz ; %J fhy +a, =0 (2.22)

2

Distinguimos ahora dos casos en funcion de 4.

Si B # 0, entonces la ecuacion (2.22) puede escribirse como.

/lz(y2+§ j +bl(yl+zij=0 (2.23)

2

Realizando la traslacion.

aCO
Zl:.Y1+E
b
zZ, =y, +——
SRRy

La ecuacion (2.23) se reduce a
Az +hz =0,

que corresponde a una parabola.
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2.2. Encambio si B = 0 entonces la ecuacion (2.23) se reduce a
_Q 2
ﬂz[y2+2—lzj +aw=0

y realizando la traslacion

=Y
b

wrt o
2

Se reduce 4,z +a, = 0 donde hay que distinguir los siguientes casos.

2.2.1. Si a, laecuacion se reduce a z, = 0, es decir la conica se reduce

a una recta, que a veces se llama recta doble.

_aoo

2.2.2. Sia, #0Y sigl, # siga,, COMO > 0, la ecuacion es

2

que representa dos rectas paralelas.

2.2.3. Por ultimo si sigd, = siga, ningun punto verifica la ecuacion y
obtenemos otra conica vacia, aunque en este caso, por analogia
con los anteriores se dice, a veces, que se trata de dos rectas

Imaginarias.

2.14 CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS.
El estudio de las cuadricas es similar al de las conicas pero en el espacio
tridimensional, por lo que apareceran términos adicionales en las ecuaciones. [1]
DEFINICION 2.17.

Se llama cuédrica al lugar geométrico de puntos del espacio euclideo

R’ cuyas coordenadas verifican una ecuacion de segundo grado del tipo.

54
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auxlz + a22X22 + a33x§ +28,%%, + 23,x%;, + 23,5, + 28, + 2a,%, + 2a,x, +a, = 0 (224)
Para ver los distintos tipos de cuédricas escribiremos la ecuacion (2.24) en la

forma.

a 2 Gz || X X

[xl X, x3] a, a, a,llx +2[azl a, a3] x,|+a,=0 (2.25)

11

A1z Gy dx || X X3

Como la matriz

a a a

11 12 13

a12 a22 a23

a a a

13 23 33

Es simétrica, podemos hallar una base ortonormal {v,,v,,v,} de vectores
propios, que suponemos asociados a los valores propios 4,4, y A4,
respectivamente. Entonces realizamos un cambio en el sistema de referencia del
espacio R, de forma que, mediante un giro en la base, pasamos del sistema de
referencia candnico(0,{e e e,}) al sistema de referencia (0 ,{v;,v,,v.}). La
relacion entre las nuevas coordenadas (y,,v,,v,) de un punto P Y las originales

(x,,x,,x,) esta dada por.

X ¥
% =|:Vl v, V3:| ¥,
X3 Y3

Sustituyendo en (2.24) se obtiene.

all alZ a13 yl yl
v v» vIv v w]|a, a a v v v]w|+da a al[v v v]y|+a=0
a3 dy3 ds e Y3
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a; 8, &y 4 00
[V1 Vv, Vs] a, 38, dy [Vl Vv, Vs] =10 /12 0
a13 a23 a33 0 0 23
Al 0 0 Yl Cll C12 C13 Yl
Y, Y, Y,]]O 4, O0]Y,|+2[a, & &][C, Cp CpllY,|+3 =0
0 0 ﬂ’d Y3 C31 C32 C33 Y3
Yl Yl
[Ylﬂ’.l. YZﬂ'Z YBAS] Y2 + 2 [(aicll + a‘2(:21 + aSCSI) (a1C12 + aZCZZ + 3.3032) (a:I.ClS + a‘2C23 + a3033)] Y2 + a‘O = O
Y3 Y3

ANE + 25+ 25 + 28,0, +8,C, +8,Cy )Y, +2(8,C, +8,C;, +8:Cy, )Y, +2(8,C1; +8,C5 +8,C) Ya+8, =0

ﬂ’lle + //J‘QYZZ + /’LjY32 + 2(a].cll + a'2(:21 + a'3C31)Y1 + 2(a1C12 + a'2(:22 + a3c32)Y2 + 2(31C13 + a‘2(':23 + a'3033) Y3+ a'O = 0

by b, by
Se obtiene la ecuacion.
AY. + AYi + LY. + By, +by, +by, +a, =0 (2.26)

Vamos a distinguir aqui tres grandes casos
1. Todos los valores propios son no nulos.

Entonces la ecuacién (2.26) puede escribirse en la forma

R b) B, (, 8 B B
&(Yﬁ%J +/12(y2+2/1j+/1{y1+%j +(ao 7 an %}

2
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Haciendo la traslacion

z2=3/2—i-2i/12
z3:y3+2&/13
z
Y
X

Figura 1: Elipsoide.

Se tiene la ecuacion

AZ + 22 + A2 +5 =0 (2.27)

Distinguimos ahora

1.1. K # 0. Laecuacion (2.27) puede escribirse, dividiendo por -5 como

mz +nzZ +pZ =1 (2.28)
que discutimos en funcién de los signosde m , n y p.

1.1.1. Los tres positivos. m >0, n>0 y p>0. En este caso la

ecuacion (2.28) puede escribirse

2 2
%+Z+§:1 (2.29)
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Las intersecciones de esta cuédrica con plano de ecuacion
z;, =k,i=123 son o vacias o elipses, a esta cuédrica se le llama

elipsoide. (Ver figura 1). Cuando dos valores propios son iguales se trata

de un elipsoide de revolucion, y si fueran los tres iguales seria una esfera.

Figura 2: hiperboloide de una hoja

1.1.2. Dos positivos y uno negativo. Por ejemplo m >0, n> 0y p< 0. Eneste

caso la ecuacion (2.28) puede escribirse

2
2_
3

=1 (2.30)

BN

Las intersecciones de esta conica con los planos de ecuacion z =0 y
z, =0 son hipérbolas, las intersecciones con planos de ecuacion z, = k son
elipses cuyo tamafio crece con |k|. Esta cuédrica se conoce con el nombre de
hiperboloide de una hoja o alabeado o hiperbdlico (ver figura 2). Sia = b, lo
que ocurre cuando A, = 4,, se trata de un hiperboloide de revolucion.

Esta superficie esta formada por rectas. En efecto la ecuacion (2.30)

puede escribirse como
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que a su vez puede escribirse como

B IR ) SO R

0 como
a5 14 %
a c___ b _ (2.32)
%z 4.5
b a c

Entonces si un punto estd en el hiperboloide, sustituyendo sus
coordenadas en la ecuacion (2.32) se determina un valor de A, al que

corresponde la recta de ecuacion

Que esta contenida en el hiperboloide. Reciprocamente, para cada A la
recta estd contenida en el hiperboloide. Estas rectas se llaman generatrices

del hiperboloide. Se puede comprobar que la familia de rectas

También es una familia de rectas generatrices del hiperboloide. Cuando,

como ocurre con el hiperboloide, una superficie esta formada por rectas se

dice que es reglada.
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1.1.3. Dos negativos y uno positivo. Por ejemplo m >0, n< 0y p< 0. Eneste

caso la ecuacion (2.28) puede escribirse como

Las intersecciones de esta cuadrica con planos de ecuacion z = k son
vacias si |[d < a y elipses si |k >a cuyos semiejes aumentan con |k|. Las
intersecciones con los planos z, = 0 y z, = 0 son hipérbolas. Esta cuadrica

se llama hiperboloide de dos hojas o hiperboloide eliptico (ver figura 3). Si
A, =, (lo que equivale a decir que b= c) es un hiperboloide eliptico de

revolucion.

X Y

Figura 3: hiperboloide de dos hojas

1.1.4. Los tres son negativos. m <0, n< 0 Yy p< 0.En este caso ningln punto

verifica la ecuacion (2.28), por lo que se trata de una cuadrica vacia.

1.2. b =0.Eneste caso la ecuacion (2.27) se reduce a

A2+ Az + A7 =0 (2.33)
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que estudiaremos en funcion de los signos de los valores propios 4., 1, y
.
1.2.1. Todos los signos son iguales. Entonces la Gnica solucién de (2.33) es
(2,2,2) =(0,0,0)
por lo tanto la cuadrica se reduce a un punto.
1.2.2. No todos los signos son iguales. Por ejemplo

sign(A,) = sign(4,) # sign(A,) . en este caso la ecuacion (2.33) puede

escribirse como

Zz Z
§+b—§—?=0 (2.34)

Notemos que el punto (z,z,z) =(0,0,0) pertenece a la cuédrica, que su
interseccion con los planos de ecuacion z, = k son elipses y que si un punto
(p./p,,p;) satisface la ecuacion (2.34) también la verifica el punto de
coordenadas (apl,ap2 ,ap3), cualquiera que sea el nimero real a. De todo

ello deducimos que la cuadrica estd formada por rectas que pasan por el
origen y por los puntos de la elipse obtenida al cortarla con un plano de

ecuacion z, = k, con k = 0. Es por tanto una superficie reglada. Se trata de

un cono (ver figura 4).
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Por ejemplo 4, # 0= 4, y 4, = 0. La ecuacion (2.26) se reduce ahora a

AY, + ALY, +hy, +By, +hy, +a, =0
Distinguiremos en primer lugar segun sea el coeficiente b, .

b, # 0. Entonces la ecuacion anterior puede escribirse como

b
2 2 dg ———
(o] il e 5

24 24,

Si realizamos la traslacion

b

= + —
4 =y 2%
b,

=y, +—=
2= 22,
z :y3+%

donde
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obtenemos la ecuacién

AZ + 47 +bz, =0 (2.35)
Ahora distinguimos dos casos.

2.1.1. 4,y A, tienen el mismo signo. Podemos suponer ademas que dicho signo no
coincide con el de b, , si asi fuera se obtendria la misma cuadrica pero

orientada hacia abajo.

_ﬂ'l ﬂ'z

En este caso Z y —= son dos nimeros positivos a’y b’ y la ecuacion

(2.35) puede escribirse

2 7
=+

2
2
zZ, = —=
3 2
b

i\l

Las intersecciones de esta cuadrica con los planos de ecuacion z, = k son

vacias si k < 0, se reduce a un punto si k= 0 y son elipses si k> 0, cada vez
de semiejes mayores si k aumenta. Las intersecciones con los planos z =0y
z, = 0 son parabolas. Esta cuadrica se Ilama paraboloide eliptico (ver figuras

5y 6) y es de revolucion cuando 4, = 4,, 0 equivalentemente, cuando a = b.

Figura 5: paraboloide eliptico
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2.1.2. A,y 4, tienen signos distintos. Suponemos que el signo de b, coincide con el
de A4,, en otro caso se obtiene la misma cuadrica pero invertida. La ecuacion

(2.35) se puede escribir ahora como

7
Z3:—2

Q
Y

(2.36)

Las intersecciones con planos de ecuacion z, = k son hipérbolas, con planos

de ecuacion z =m Yy z =n son pardbolas. Esta cuédrica se llama

paraboloide hiperbdlico o paraboloide alabeado (ver figura 7).

Se trata de una superficie reglada ya que la ecuacion (2.36) también puede

SR
g a b a b

escribirse como.

X

Figura 6: paraboloide eliptico
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Figura 7: paraboloide hiperbolico

de donde se deduce que la familia de rectas

2.2. b, =0. Laecuacion (2.26) se reduce en esta ocasion a
AV + AV +By, +by, +a, =0 (2.37)
Esta ecuacion corresponde a una conica del plano ovy)y,, de forma que si un

punto de este plano de coordenadas (p,,p,,0) verifica la ecuacion (2.37) todos los

puntos de la recta {( Pp.a),ac R} pertenecerdn a la cuéadrica. Obviamente es

una superficie reglada, concretamente un cilindro, cuya naturaleza depende de la
conica resultante de hallar su interseccion con el plano coordenado y, = 0.
Veamos de que cénicas puede tratarse, para ello escribamos la ecuacion (2.37)

como
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24, 24

2

ﬂ'l[)ﬁ_"&j +2“2(Y2+&J 4_‘510_&2_22=O

Haciendo la traslacion

b

= + —

4= 22,

b,

Z, =y, + —

St 24,
Z; = Y3

W

LN/ N\ 7 N/
G —
/[ N/
N AN

KX

Y
X
Figura 8: cilindro eliptico
La ecuacion puede escribirse como
ML+ AZ+G =0 (2.38)
donde
2 2
Cb = aO — i — i
42, 44,

Recordando lo visto en la clasificacion de conicas tenemos varios casos:

221. ¢ #0.
2.2.1.1. Silossignos de 4,y 4, coinciden entre si pero no con el de ¢, la conica es una

elipse y la cuadrica es un cilindro eliptico (ver figura 8).

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L5T Nacional del
Altiplano

2.2.1.2. Si coinciden los signos de 4, , 4, ¥ ¢, la conica es vacia y por tanto también
tenemos una cuédrica vacia, que en este caso se llama a veces cilindro
imaginario.

2.2.1.3. Si 4, y 4, tienen signos distintos la conica es una hipéerbola y la cuadrica un

cilindro hiperbolico (ver figura 9).

Figura 9: cilindro hiperbolico

2.2.2.1. Si A,y A, tienen signos iguales la cdnica se reduce a un punto y la cuadrica
degenera a una recta, concretamente el eje 0 2.
2.2.2.2. Encambiosi A, y A, tienen signos distintos la conica degenera en dos rectas

que se cortan y la cuédrica en dos planos que se cortan, concretamente se

cortanenel eje 0Z,.

3. Dos valores propios son nulos.

Por ejemplo 4, # 0, 4, = 4, = 0 . La ecuacion (2.26) se reduce ahora a

AY. +hy, +by, + by, +a, =0 (2.39)
Vamos a distinguir, en principio, tres casos.

3.1. b =b =0.Laecuacion (2.39) se reduce a
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Haciendo la traslacion

b
= + —
Z =% 22,
Z, =Y,
Z3 = Y3
se obtiene la ecuacion
AZ +6 =0 (2.40)
donde
2
&G =8 — i’
a4,
que puede escribirse
Z =k, (2.41)

que discutimos en funcion de k.
3.1.1. k< 0.Ningun punto satisface (2.41) y es una cuadrica vacia.

3.1.2. k> 0. Laecuacion (2.41) es equivalente al par de ecuaciones

z =k z=—/k
Se trata por tanto de dos planos paralelos.
3.1.3. k=0 . En este caso se trata, obviamente de un plano, llamado a veces plano
doble. Obsérvese que la ecuacién (2.40) corresponde también a una conica en el

plano 0z.z,, por lo que podiamos haber procedido como en el apartado

anterior. Las cénicas que hubiéramos obtenido son: la conica vacia, dos rectas

paralelas y una recta (doble).
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Los cilindros correspondientes son las cuadricas resefiadas anteriormente.

X

Figura 10: cilindro parabdlico.

3.2. b #0Yyhb =0.Enestacaso laecuacion (2.39) se puede escribir como

&(Yf +%Y1]+bz}6 +a,=0
H
Sumando y restando a esta ecuacion el término E , Se puede escribir
2
5 ) =
%(yl +Zy1j +b| v, +T =0

que haciendo la traslacion oportuna se obtiene la ecuacién reducida
AZ +bz =0 (2.42)
que es un cilindro parabolico (ver figura 10) que contiene al eje 0 Z ., ya que los
cortes con los planos z, = k producen parabolas.
3.3. b #0 0 b #0. En este ultimo caso la ecuacion (2.39) puede escribirse de la

forma

%(Yﬁﬁylj th|y, +——
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Que con la traslacidn adecuada se obtiene la ecuacién reducida

AZ +hz +bz =0 (2.43)
Si esta ecuacion se corta por planos paralelos al eje 0Zz,, z = k, se obtiene:
bz, +bz =-AK, que son rectas oblicuas que pasan por el centro. Por otra

parte si se corta por planos de la forma =z =k, se obtienen las parabolas:

AZ +bz, =-bk.El mismo efecto se obtiene cortando por planos z, = k.

Luego la cuédrica es un cilindro parabolico que pasa por el origen pero tiene una

inclinacion con respecto a los planos z = k . Se podria realizar un giro en el

sistema de coordenadas para obtener el mismo cilindro que en el caso anterior.

2.15 EXPRESION DE LAS MAGNITUDES CINETICAS.
2.15.1 MOVIMIENTO DE ROTACION INSTANTANEA.[8]

Consideremos un solidoB con un movimiento instantaneo de

rotacién, alrededor de un eje ©,e), con velocidad angular w=we,

siendo e un vector unitario. El eje de rotacion de dicho movimiento sera
en general variable a lo largo del tiempo. En caso contrario se trataria de
la rotacion de un solido alrededor de un eje fijo, que da lugar como se

sabe a un movimiento plano.

Al tratarse de una rotacién instantanea la velocidad de los puntos

del eje es nula, por lo que tomando origen de coordenadas en O la

velocidad de un punto P cualquiera del sélidor=0P es.

—

V=wXr (2.44)
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El momento cinético conjunto del cuerpo se obtiene mediante la
suma o la integral, segin se trate de una distribucion continua, de los
momentos cinéticos de cada particula:

H, = [ Fxvpdy
:jBFx(\TvxF)pdv:jB[Vv(F-F)—(F-Vv)F}pdv (2.45)
= [ [ (7-W)F | v
En lo que sigue consideraremos un sélido continuo, por concretar las

expresiones. Proyectando sobre el vector unitario e obtenemos el
momento cinético axico:
eH, =J‘Be.[r—x(VVXF)}pdv=JB[(\TV><F).(éxF)}pdV
=ij(éxF).(éxF)pdv (2.46)

=IBW

A =2
exr| pdv

Sea de:‘exF

e.H, = WJ.B d.2pdv

Donde se ha empleado la propiedad de rotacion del producto mixto.

Asimismo, se denomina o, = [ex | a la distancia de cada punto al eje de

rotacion © ,e)

En la expresion anterior, la integral que aparece se define como momento

de inercia del sélido respecto al eje © ,e):
1, = dpav (2.47)
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Resultando por tanto a partir de (2.46) la expresion

H =Iw (2.48)

oe oL

Donde H,, =e-H,, momento cinético axico del sélido respecto del eje

O ,e)

De la misma manera, la energia cinética se puede expresar como.

1 dm
T==mv? pero p=—=m=| pdv
S MV’ pero p=- [p

RIPRR

(2.49)
[ Ligel? d
_IBE‘er pdv
_1 2 2
—EW .[Bde pdV
es decir
_1 2
T = EIOEW (2.50)

2.15.2 MOVIMIENTO GENERAL (ROTACION Y TRASLACION).
En el caso mas general en que el movimiento no sea una rotacion
instantanea si no un movimiento general sin puntos de velocidad nula, el
campo de velocidades se puede desarrollar en general a partir del centro

de masas (G).

Definiendo la posicion relativa al mismo por r'=r-r,, y

suponiendo que la velocidad instantanea de rotacion es w = we.
V=V, +Wxr' (2.51)
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El momento cinético resulta

He = IB r'x (Vg +wxr')pdv

=_[Br'vapdv+jBr'><(W><r')pdv (2.52)
0
Proyectando sobre el versor e de la velocidad de rotacion.
He. =€ Hg :J'Be-[r'><(w><r')],odv=leve (2.53)

Donde I, es el momento de inercia respecto del eje (G,e), que se

define andlogamente a (2.47).

El desarrollo de la energia cinética es en este caso.

T= I (Vg +wxr' pdv

1 1 '
:.[BE GZPdV+IBVG (wxr )pdv+_[B§(er )2 pdv (2.54)
=0

=%MVG2+%|G w?

e

2.15.3 MOVIMIENTO GENERAL (ROTACION Y TRASLACION).
De las expresiones anteriores se puede obtener de forma directa la
ecuacion dinamica del caso més sencillo de movimiento de rotacion de

un sélido, que es cuando el eje de rotacion (o,e) es fijo. Puesto que se
trata de un solido rigido, I , es una constante que refleja la distribucion

de masas del solido alrededor de dicho eje fijo. Teniendo en cuenta esto,

si se deriva (2.48) y empleando M, = % H, se obtiene.
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MOEZIOEM./. (2.55)
2.15.4 EXPRESION DEL MOMENTO CINETICO.
El momento cinético de un solidoB con un punto fijo 0, con

velocidad de rotacion instantanea w , viene dada por (2.45):

H, = IB rx (; X })pdv = L [rzv_\; - (}:7/) }]pdv (2.56)

Se observa facilmente que esta expresion es lineal en w ; por tanto
se puede interpretar que define}TO como una transformacion lineal de w ,

que identificaremos con un tensor I,

Se trata de un tensor de segundo orden, que denominamos tensor de

inercia del solidoB en el punto O .

En lenguaje tensorial, decimos que H,es la actuacion de I, sobre

Hy=1,-W (2.57)

Donde el operador (-) indica la aplicacion del tensor sobre un vector,

obteniéndose como resultado otro vector.
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2.15.5 COMPONENTES DEL TENSOR DE INERCIA.
La Inercia en fisica es la pertenencia que tienen los cuerpos que
corresponden en su estado de reposo o desplazamientos, durante la fuerza
sea igual a cero o a la resistencia que opone la materia a modificar su

estado de reposo o desplazamiento.

En notacion tensorial, a partir de (2.56) y teniendo en cuenta que

(r®r)w = r(rw), el tensor de inercia se puede expresar de manera
explicita mediante

I = J-B (rzl— r® r) pdv (2.58)

l:i=j
donde 1 es el tensor identidad, de componentes o, 2{0 . J_ (delta de
e

Kronecker) en una base ortonormal, y (®) indica producto tensorial o

diadico.[ ]

Para clarificar el significado del tensor de inercia, desarrollaremos

las componentes del mismo en una base ortonormal, a partir de (2.56).

B U (¥6; - 1x) PdV} W (2.59)

Los coeficientes 1, ;corresponden a las componentes del tensor de

inercia I, y queda definidos por

Ly= j (£°8,, - rr)pav (2.60)

B J
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La ecuacion (2.59) permite interpretar la actuacion del tensor de

inercia I, como el producto tensorial contraido con w .

2.15.6 CAMBIO DE COORDENADAS.
Una de las propiedades esenciales de los tensores es el
comportamiento de sus coordenadas frente a un cambio de base.
Supongamos un tal cambio, asociado a un tensor de cambio A con matriz

de componentes[A], que transforma la base ortonormal {e} en otra

1

igualmente ortogonal {e, } :

ei ' A'ei :{”el eZ e3 I”:”el eZ e3||[A] (261)
€ :ejAji

Las coordenadas de un vector dado a cambian como

{a'=[a] {a} @ a,'=2.a, (2.62)

Las coordenadas del tensor I, en ambas bases estan relacionadas

por

[L]'=[a] [z][a]l ® L, = 4.1 A, (2.63)

Recordamos que, al tratarse de un cambio entre bases ortonormales,
aes ortogonal ([A] = [A]_l, y det(@) = +1). Supondremos ademas que

ambos triedros son a derecha, por lo que adicionalmente ha de ser

det@) = +1.
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Considerar un triedro (0,1, j,k) ligado al s6lido, con origen en un
punto O del mismo y direcciones (i, j,k)solidarias al cuerpo. En este

triedro, un punto material del solido tiene coordenadas constantes a lo

largo del movimiento:

r=xi+y j+ 2k, Con(x,/,z) constantes. (2.64)

Las componentes del tensor de inercia en este triedro, a partir de

(2.60), son igualmente constantes. Empleando la notacion indicial para las

coordenadas(rl" £ ,r3°) = (x v ,z"), estas componentes son

T, = IB (£8, — £'£ )pdv (Constantes) (2.65)

Consideremos ahora el cambio de base que relaciona el triedro del

cuerpo (0,1, j,k) con el triedro fijo(0 ,I,J,K ),

i 7 d=|r o &|[r] (2.66)

(El triedro fijo puede definirse como aquel que coincide con la

posicion del triedro del cuerpo en el instante de referencia o inicial,

[R]_, =[1]) la relacion entre las componentes del tensor de inercia en

ambos triedros es
(%] =[] [%][R] (2:67)
donde [Z ] son las componentes del tensor de inercia en el triedro del

cuerpo, e [IO] las componentes en el triedro fijo. Teniendo en

cuenta[R]" =[R] ", la relacion anterior se puede invertir resultando
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[L]=[RI[L][RT (2.68)

Esta expresion matricial define las componentes del tensor de inercia
en una base fija (inercial) a lo largo del movimiento, en funcién de la

matriz[R |.

Se puede comprender facilmente que las coordenadas [%]por lo

general no seran constantes. Si se desea evitar tener que considerar dicha

variacion en el célculo, debera expresarse el tensor de inercia en un triedro

ligado al s6lido ([, ]').

2.15.7 EXPRESION DE LA ENERGIA CINETICA.

La expresion de la energia cinética (2.49) se puede desarrollar como:

T = L é(w x r)(w x r) pdv
i (2.69)
= EW.J.B rx(w x r) pdv

Considerando (2.45) y (2.57) puede escribirse en funcion del tensor

de inercia,

T = éw.(Io w) (2.70)

Otras maneras de expresar esta ecuacion son:

170 ,1ij

T - éwI w(Notacién indicial) 2.70)
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T = %||w||[IO ]{w} (Notacién matricial) (2.72)

La ecuacion (2.70) es una expresion tensorial, por lo que el resultado
es otro tensor, en este caso de orden cero, es decir, un escalar invariante.
Por lo tanto, el valor de T es un invariante intrinseco del movimiento, que
no depende del sistema de coordenadas elegido. En efecto, realizando el

cambio de coordenadas definido por [A]segun (2.62) y (2.63) y teniendo

en cuenta la ortogonalidad de la matriz de cambio:

1= vl {2 ]}

= S(lla)([aT [z ]a))([aT () @73

=iz }iw} =1

2.16 PROPIEDADES DEL TENSOR DE INERCIA.
2.16.1 MOMENTOS Y PRODUCTOS DE INERCIA.

Sea un eje (0,u) correspondiente a un vector upasando por el
punto O € B. Ladistancia al eje de un punto cualquiera P e B definido
por r=0P es d=|ux . Segin la definicion de momento de inercia

(2.47),

I, = I dzpdV= .f uxr).tx r)pdv
s 2 (2.74)
= u.J-B rx (ux r)pdv

La integral que aparece es anéloga a la (2.56), que sirvié para definir
el tensor de inercia, ocupando aqui u el lugar de w . Por tanto,

I =u.(l, u) (2.75)

u
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Esta expresion define el momento de inercia como una forma

cuadratica funcion de u, y permite calcular, conocido I, el momento

de inercia para un eje cualquiera por O .

En general, es sabido que las componentes cartesianas (:5) del tensor

I, se obtienen mediante

En concreto, tomando las direcciones de los versores del triedro

(0,1,7,k) y empleando (2.75) y (2.58) obtenemos los momentos de

inercia segun las direcciones del triedro de referencia:

v +2°2  —xy —Xz 1
I, =i.(ld)=[1 0 0].[3 —xy  X*+2® -yz |pdv|O
—Xz —yz  x*+y? 0
= [, (y* +2")pdv
(2.76)
v +z?  —xy —Xz 0
I, =i(l.))=[0 1 O]J.B —xy xX*+7*  —yz |pdv|1
—Xz —yz  X*+y° 0
= J‘B (x*+2%)pdv
2.77)
v +z? —xy —Xz 0
1, =k.(l,.k)=[0 O 1”3 -xy xX*+2* -yz |pdv|0O
—Xz —yz X +y? 1
=, 0+ y*)pdv
(2.78)
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Figura 11: Momento de Inercia del Sélido B Respecto de un eje

O u).

Estos momentos de inercia coinciden con las componentes de la
diagonal principal de la matriz de coordenadas, como es facil ver. La

expresion completa de esta matriz es

jB (v + 2) pav _L xypdv - IB zxpdv
[L]= —L yxpdv jB (7 +x)pav - L yzpdv
—IB zxpdv —J'B yzpdv L (x2 +y ) pdv
I, -P, -P,
=|-p, 1, -B,
_sz _Pyz Izz
(2.79)

Las integrales de fuera de la diagonal, con signo positivo, se

denominan productos de inercia:
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La matriz de componentes del tensor es simétrico cuando se cumple
las siguientes condiciones:
I.  Los autovalores son reales.
ii.  Los autovectores son reales y ortogonales.

iii.  Son ortogonalmente diagonalizable.

De la expresion (2.79) es inmediato comprobar que I, es un tensor

simétrico, por lo que para definirlo en un caso general bastaran 6

componentes (3 momentos de inercia y 3 productos de inercia).

Ademas, el tensor I, es siempre definido positivo. Esto se deduce
de forma inmediata de (2.70) que expresa T como una forma cuadratica de
w definida por I,. La energia cinética T, por su propia definicion, es
esencialmente positiva para cualquier movimiento de rotacion no nulo
w # 0), lo que caracteriza al tensor I, como definido positivo.
Analogamente, los momentos de inercia definidos por la forma cuadréatica

(2.75) deben ser mayores que cero, anuldndose Unicamente para solidos

degenerados (rectas o puntos).
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Otras propiedades del tensor de inercia de facil demostracion son los

siguientes:

e La contraccion (traza) de un tensor de 2° orden es un invariante

escalar. Por tanto
tr(L)=IL,=I,+I,+1I,
= ZJ. (x2 +y2 + 7z )pdv
B
= 2[ #pav=21,
B
donde I, es el denominado momento de inercia polar, invariante de
B para un punto O dado.
e Se verifica la propiedad triangular, es decir, un momento de inercia es

menor que la suma de los otros dos, pero mayor que su diferencia. Se

comprueba inmediatamente,

I, +1I, = J.B (2X2 +y + z2)pdV: I, + 2_[3 < pdv
&

>0

I, -1, = L (22 —y2)pdv= I, - 2I5y2pdv
&

>0

2.16.2 ELIPSOIDE DE INERCIA.
Consideremos el haz de ejes que pasan por un punto O, con direcciones
arbitrarias definidas por el versor unitario e. Definimos para cada
direccion un punto situado sobre el eje © ,e) a una distancia (Ie)’mde

(02

Al
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r(1, 1) = e{be)_, (2.81)

Esta ultima ecuacién caracteriza el lugar geométrico de los puntos
considerados como una cuadrica con centro en O . La expresion (2.81) es
una forma cuadratica definida positiva (en todos los casos de solido no
degenerados), por lo que geométricamente se trata de un elipsoide,

[lamado elipsoide de inercia. Su expresion desarrollada es

X+ Iyyy2 +I17— 2P xy—2P yz— 2P zx=1

El elipsoide de inercia ofrece una manera alternativa de estudiar el
movimiento del solido, a través de procedimientos geométricos, en lugar
de los procedimientos algebraicos mediante el tensor de inercia, de

naturaleza mas abstracta.

2.16.3 EJES PRINCIPALES DE INERCIA.
En un caso general, la velocidad instantdnea de rotacion w vy el
momento cinético H, = I, w no tienen por qué ser paralelos. Sin
embargo, existen algunas direcciones privilegiadas en las que si se cumple

esta condicion; estas se llaman direcciones principales de inerciaen O .

Si w es paralela a una direccion principal de inercia, esto quiere
decir que existird un escalar 4 que exprese la proporcionalidad,

Hy=1,-w=Aw
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Si tomamos el versore correspondiente a esta direccion  w = we),

se cumplira

IL=e(le)=e.le)=1

Es decir, el coeficiente de proporcionalidad es precisamente el

momento de inercia segun la direccion principal, 4= 1. Estos de

denominan momentos principales de inercia.

La obtencién de las direcciones principales y momentos principales

asociados a un tensor I, constituye un problema de autovalores: Se trata

de encontrar una direccion e tal que, para algin A, se verifique

I e=JAe (2.82)

Introduciendo el tensor unidad 1, cuyas componentes cartesianas son

las deltas de Kronecker ), resulta la igualdad

(L, —21) e=0 (2.83)

Esta expresion corresponde a un sistema de ecuaciones lineal y

homogeénea, de incégnitas e=|eee,|. Para que exista solucién no trivial
(e# 0), lamatriz de coeficientes de (2.83) ha de ser singular:

det(I, - A1) =0 (2.84)

Expresion que constituye la denominada ecuacién caracteristica del

problema de autovalores (2.82). Se trata de una ecuacion cubica en A,
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que posee tres raices @, =A,1,=B,A,,=C). Por ser I, simétrico,

estas tres raices deben ser reales; como ademas es definido positivo, las
tres seran ademas positivas, correspondiendo a los tres momentos

principales de inercia.

Cada momento principal de inercia esta asociado a una direccion

principal de inercia, solucion de (2.83) con el valor de A apropiado:

EI Ieﬂ Ie_m' ) .

Admitamos en primer lugar que la ecuacion caracteristica tiene tres

raices distintas @ = B = C), las tres direcciones principales se obtienen

respectivamente de

I e =Ae (2.85)
I e, =Be, (2.86)
Le,=Ce, (2.87)

Una propiedad esencial de las direcciones principales es que, si
corresponden a autovalores distintos, han de ser mutuamente ortogonales.

En efecto, multiplicando escalarmente (2.85) por e, y (2.86) por e,,

e,.I, e)=Ae, e

e .0, e;)=Be e,

Restando estas dos expresiones y haciendo uso de la simetria del
tensor de inercia, se obtiene
0=(A-B)ee,
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Expresion que indica la ortogonalidad entre ambas direcciones, ya
que por hipétesis antes realizada (4 —B) = 0. Por lo tanto, el triedro de
referencia © ,e,,e,,e.,)formado por las tres direcciones principales en
O constituye una base ortonormal ligada al solido. Las componentes del

tensor de inercia en esta base son

I, =¢e.0 e)=40,(i nosumado),

0 ,ij 11

Lo que equivale a una matriz de componentes diagonal:

=

I
o o
o ©m o

0
0
C

Los ejes principales de inercia corresponden a los ejes geométricos

del elipsoide de inercia, cuya expresion en este triedro seria

AX+By +CZ =1

Ecuacion que corresponde a un elipsoide de semiegjes

(1/V2 /4B A/,

En el caso en que existiera una raiz doble en la ecuacion
caracteristica (2.86), habra dos momentos principales iguales. Los ejes
principales de inercia estaran constituidos por el correspondiente a la raiz
Unica y otros dos ejes cualesquiera en el plano normal al primero y que
sean ortogonales entre si, adoptando entonces la matriz de componentes

del tensor de inercia la forma
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En este caso es inmediato comprobar que cualquier direccion del
plano ©,e,,e,) ortogonal al primer vector (es decir, un vector
u=ae, + fe, para a y parbitrarias) es también direccion principal de

inercia.

Estamos ante un tensor de inercia cilindrico. EI momento de inercia
cilindro depende no solo de la masa sino también de la forma del cuerpo

con simetria de rotacion.

Por altimo, en el caso en que exista una unica raiz triple,
analogamente al caso anterior, cualquier direccion del espacio es principal.
Podremos escoger como ejes principales tres direcciones ortogonales
cualesquiera. Diremos que el tensor de inercia es esférico, siendo su

expresion en cualquier sistema cartesiano de coordenadas la misma:

A
[Io]= 0
0

o ™ o
N o o

Veamos ahora que los momentos de inercia correspondientes a las
direcciones principales son los maximos y minimos de los momentos de

inercia para cualquier direccion.
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Las direcciones principales se obtienen de la siguiente forma.

l-u—tu=(l,—1,1)-u=0=|l,—1,3=0

Basta plantear el problema de méximos /minimos condicionados en

el que se buscan los extremos de la funcién.

l.(e)=e-(l,-€e) (2.88)

Sujetos a la ligadura

ee=1 (2.89)

Puesto que el versore debe tener modulo unidad. El problema se
soluciona mediante el método de los multiplicadores de lagrange.
Tomando una variacion infinitesimal de la primera expresion e igualando a
cero, la condicién de extremo (2.90) queda expresada como

2e-(l,-0e)=0

(Donde se ha empleado la simetria de I, ) multiplicando la ecuacion

de ligadura (2.91) por un multiplicador arbitrario A, y tomando
igualmente su variacion,

2lede= 0

Restando ahora ambas expresiones,

I, e—Ae)oe=0
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Lo que, al ser oe arbitrario, obliga a
ILe= /e (2.90)
Es decir, e debe ser una direccién principal, como queriamos
demostrar. Por tanto, de las tres direcciones principales, una correspondera
al médximo momento de inercia, otra al minimo, y la tercera a un valor

intermedio.
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CAPITULO I

METODO DE INVESTIGACION

3.1 TIPO Y DISENO DE INVESTIGACION.
3.1.1 TIPO DE INVESTIGACION.

La Investigacion es analitica, explicativa y aplicada. Consiste en
analizar, explicar y aplicar el Teorema de Clasificacion de Formas
Cuadraticas en R". Toda Investigacion explicativa y aplicada se
caracteriza por que los resultados sirven para determinar las
caracteristicas del sélido analizado, ademas sirve para profundizar los
conocimientos del tema de Investigacion, incrementar los conocimientos

para la aplicacion en el area.

En la presente Investigacion los resultados permiten conocer como

se aplica el Teorema de Clasificacion de Formas Cuadraticas en R" a la

Dinémica del Solido Rigido.

3.1.2 DISENO DE INVESTIGACION.
El Disefio de Investigacion bajo el cual se trabaja, es de tipo
descriptivo, de comprension e interpretacion, por lo que se hacen un

estudio de libros, libros digitales, paginas web, etc.
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3.2 TECNICAY ESTRATEGIAS.

3.2.1

3.2.2

TECNICA.
La técnica que se utilizo para la presente Investigacion es

basicamente una técnica de lectura analitica, para leer los textos

referentes al Teorema de Clasificacion de Formas Cuadraticas en R",
para comprender e interpretar los conceptos acerca de su aplicacién a la
dinamica del Solido Rigido, los cuales serviran para entender y aplicar el
Teorema de Clasificacion de Formas Cuadraticas en R" al respectivo

analisis.

ESTRATEGIAS.
Las estrategias que se utilizaron para la presente Investigacion son las

siguientes:

= Busqueda de informacidn de la materia objeto de Investigacion.

= Revision de textos referentes al tema de Investigacion en la biblioteca
de la UNA y en internet los cuales son necesarios para la
comprension, el andlisis y la interpretacion acerca del Teorema de
Clasificacion de Formas Cuadraticas en R" y su respectiva aplicacion
para desarrollar adecuadamente este trabajo de Investigacion.

= Andlisis de teorias, con el fin de lograr la familiarizacion con la
simbologia empleada, para que una vez entendida, sea aplicada
correctamente, en la redaccién de cada parte que comprende el
trabajo de investigacion.

= Consultas al Director, Asesor y entendidos en la materia para

consolidarlas ideas desarrolladas y absolver dudas que se presentan.
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CAPITULO IV

EXPOSICION Y ANALISIS DE RESULTADOS

.- OBTENCION DEL TENSOR DE INERCIA DE UN CUBO RESPECTO DEL
VERTICE O, CON EJES (X,Y,Z) PARALELOS A LAS ARISTAS.

Sea un cubo homogéneo, de masa M y arista b. se desea calcular las

componentes del tensor de inercia referido a un vértice del cubo con ejes paralelos a

las aristas, asi como los ejes principales de inercia.

Az

h

Figura 12: Cubo.

Calculamos directamente las integrales que definen las componentes del

tensor de inercia (2.81) en ejes cartesianos ortonormales:

I.= '[HV (x2 + 7 )pdxdydz
- e (v +
= pr:dzI:( vV +Z )dy
= pbjj(% + bzzjdz

4 4 2
= pb b2 zZyp
3 3 3

93
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YaqueM =b'p.Andlogamente

Los productos de inercia valen

P, = J.”v xypdxdydz
- ol o] ] e
b b
= o], o] sty
- [ i
Py _1

= — =MV
P57

Y de igual manera

Por lo tanto, la expresion del tensor de inercia es

2/3 -1/4 -1/4
[L]=MV|-1/4 2/3 -1/4 (4.1)
-1/4 -1/4 2/3

Calculemos ahora los ejes principales de inercia. La ecuacion caracteristica es:

det(r, — A1) =0

Denominando Mb* = 3, para simplificar las expresiones, resulta

2 1 1
5,8—/1 —Zﬂ —Zﬂ
1 2 1

1 1
3B LB P2
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Desarrollando el determinante,

det(z, —/11)=(%ﬁ—zj[(l—zﬁ—ﬁj@ﬂ—ﬂ)—%ﬁz}=o

Cuyas soluciones son A = %ﬁ y A= %ﬂ (doble).

Por lo tanto el tensor de inercia, expresado en los ejes principales, seria

1/6 0 0
[L]=Mp| 0 11/12 0
0 0 11/12

Para obtener las direcciones principales, sustituimos en (2.90) cada

autovalor Asolucion de la ecuacion caracteristica, y resolviendo para e
obtendremos la direccion principal asociado. Conviene recordar que al ser la
matriz de coeficientes singular, estas direcciones principales quedan
indeterminadas en funcién de al menos un parametro, lo que nos permite elegir

las soluciones normalizadas, correspondientes a versores de modulo unidad.

Sustituyendo el primer autovalor A = %ﬂen (2.90) y simplificando resulta:

26— -6 =0
—-g+2,-¢ =0
-e-¢+2 =0

La solucion funcion de un parametro indeterminado xya que las tres
ecuaciones no son independientes es x (,1,1), que corresponde a la diagonal del

cubo.
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Las otras dos direcciones principales hay que buscarlas en el plano normal
a esta. Como el otro autovalor es una solucion doble, seran cualesquiera dos
direcciones de este plano que sean normales entre si. (El tensor de inercia es por

tanto cilindrico)
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

4.1 CONCLUSIONES.
PRIMERO.- La revision bibliografica sobre el teorema de clasificacion de
formas cuadraticas en R" y aplicaciones en dindmica del sélido rigido, permitio
afianzar algunos conocimientos y ademas establecer algunas relaciones entre
ramas tan importantes de la matematica como el algebra lineal y la geometria
analitica y otros.
SEGUNDO.- En el proceso de revision, se ha explorado por separado los
conceptos de cénicas y superficies cuédricas correspondiente a los valores y
vectores propios, para luego aplicarlos a la rotacion de dichas conicas y
superficies
TERCERO.- En la parte correspondiente a la identificacion de conicas y
superficies cuadricas, el trabajo permitié afianzar los conocimientos en algebra
lineal relacionados a los valores y vectores propios y las bases ortogonales, por
medio de los cuales logré describiren R* y R®.
CUARTO.- En la tesis presentada se ha plasmado de una forma clara y concreta

los conceptos e ideas fundamentales de la dindmica del solido rigido.
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RECOMENDACIONES.

PRIMERO.- Antes de iniciar el estudio del Teorema de Clasificacion de Formas
Cuadréticas en R", se recomienda adquirir conocimientos basicos del Algebra
Lineal, como: Conceptos de Matrices, Espacios Vectoriales, Formas Cuadraticas,
etc. De esta manera se puede entender sin ninguna dificultad presente
investigacion; sin estos requisitos la informacion que se brinda sera de poca
utilidad para el lector.

SEGUNDO.- La presente investigacion sobre el Teorema de Clasificacion de
Formas Cuadréaticas en R" , puede ser utilizado como guia, por las personas que
quieran hacer investigaciones sobre dicho Teorema, ya que pude ser aplicados en
varios campos de las ciencias.

TERCERA - los estudiantes de las carreras de ciencias, como los de Matematica
y Fisica; requerimos programas para poder analizar mejor y en el menor tiempo
posible nuestros trabajos de investigacion; motivo por el cual, se recomienda
emplear los programas Mathematica o Matlab que permiten visualizar graficos en

3D (Conicas).
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