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RESUMEN

La teoria de operadores autodjuntos y la de formas sesquilineales tienen muchas aplica-
ciones en el drea de Matemadtica y Fisica. El objetivo de este trabajo de investigacion es
estudiar la relacion existente entre operadores autoadjuntos y formas sesquilineales; para
cumplir con este propdsito se estudian la teoria de operadores autoadjuntos, la de formas
sesquilineales, sus principales propiedades y ejemplos de aplicacion; con todos estos con-
ceptos y propiedades en mente se demuestra el resultado principal de este trabajo del cual
se concluye que existe una relacion biunivoca entre operadores autoadjuntos y for-
mas sesquilineales, es decir, cada operador autoadjunto esta asociado a una tinica formas
sesquilineal e inversamente; esto significa que se puede estudiar las propiedades de un
operador autoadjunto a partir de la riqueza de las propiedades de su forma sesquilineal
asociada. Por ejemplo, a partir de esta relacion se puede demostrar que un cierto operador
es autoadjunto y estudiar su espectro considerando formas sesquilineales. En este traba-
jo se consideran operadores acotados y no acotados; la cuestion principal es el caso no
acotado debido a que es un asunto poco estudiado. En este trabajo también se presentan

aplicaciones algunas aplicaciones del resultado principal.

Palabras claves: Aplicaciones, Forma Sesquilineal, Operador Autoadjunto.
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ABSTRACT

The theory of self-adjuntos operators and the sesquilineales forms have many applica-
tions in the area of Mathematics and Physics. The objective of this research work is to
study the relationship between self-adjoint operators and sesquilineal forms; to fulfill this
purpose, we study the theory of self-adjoint operators, that of sesquilineal forms, their
main properties and application examples; with all these concepts and properties in mind,
the main result of this work is demonstrated, which concludes that there is a biunivocal
relationship between self-adjoint operators and sesquilineal forms, that is, each self-
adjoint operator is associated with a unique sesquilineal form and inversely; this means
that the properties of a self-adjoint operator can be studied from the richness of the pro-
perties of its associated sesquilineal form. For example, from this relationship it can be
shown that a certain operator is self-adjoint and study its spectrum considering sesquili-
neal forms. In this work, limited and unlimited operators are considered; the main issue
is the unbounded case because it is a little studied issue. In this work, some applications

of the main result are also presented.

Keywords: Aplications, Sesquilinear Form, Self-adjoint Operator.
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CAPITULO1
INTRODUCCION

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La teoria espectral de operadores lineales sobre espacios de Hilbert es la herramien-
ta mas importante en la formulacién matematica de la mecdnica cudantica; de hecho, los
operadores lineales y la mecénica cudntica han tenido una relacién de dependencia mu-
tua. Sin embargo, los libros clasicos sobre mecénica cudntica dan apenas un bosquejo a
la teoria de operadores, de vez en cuando tratan los operadores lineales como matrices en
espacios de dimension finita y asi el estudio de operadores no acotados no son tratados
detalladamente. Pero, en la literatura existen muchos estudios sobre teoria de operadores

autoajuntos (acotado y no acotados) por ejemplo [5, 15, 16] para mencionar algunos.

La teoria de operadores autoadjutos también puede ser usada para mostrar la exis-

tencia de soluciones de una ecuacion diferencial parcial (EDP), véase [11].

Por otro lado, para el estudio de operadores autoadjuntos se consideran formas

sesquilineales y la relacion existente entre ellos.

Durante los ultimos afios la relacion existente entre formas sesquilineales hermi-
tianas y operadores autoadjuntos es frecuentemente usada para estudiar las propiedades
espectrales de los operadores autoadjuntos por medio de formas sesquilineales, es de-
cir, podemos estudiar el espectro de un operador autoadjunto usando su forma sesquili-
neal asociada, asi el tratamiento del problema se vuelve mas simple. Se puede mencionar

[1,2,6,8,9, 17] para citar algunos de estos estudios.

Dada la importancia de la teoria de operadores autoadjuntos y formas sesquilinea-

les, es necesario un aporte bibliografico sobre este asunto.

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

En la presente investigacion se pretende dar respuesta a la siguiente interrogante:

9
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{, Que condiciones debe satisfacer una forma sesquilineal b dada, de forma que
exista un unico operador autoadjunto 7; asociado a b?. Véase Capitulo 3 para la definicién

de operador asociado a una forma sesquilineal.

1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION
Las formas sesquilineales cerradas y acotadas inferiormente estdn biunivocamente

relacionadas con los operadores autoadjuntos acotadas inferiormente.

1.4. JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

La presente investigacion servird como base para futuros estudios sobre teoria es-
pectral de operadores autoadjuntos, tales como: la convergencia de una sucesion de ope-
radores autoadjuntos en el sentido de resolventes, comportamiento asint6tico de auto-
valores, asi como estudiar y comprender el espectro del operador Laplaciano de Diri-

chlet o Neumann. Este trabajo de investigacién también ayudard a entender mejor estu-

dios recientes sobre los topicos mencionados en el paragrafo anterior como por ejemplo

[1,2,6,8,9, 17] para mencionar algunos.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
1.5.1. Objetivo General

= Estudiar la relacion existente entre formas sesquilineares hermitianas acotados y no

acotado y operadores autoadjuntos acotados y no acotados respectivamente.

1.5.2. Objetivos Especificos

» Estudiar la teoria de operadores autoadjuntos.
» Estudiar formas sesquilineales y sus propiedades.

= Presentar aplicaciones de la relaciones existente entre formas sesquilineales y ope-

radores autoadjuntos.

Este trabajo es dividido en cuatro capitulos: En el Capitulo 1 se encuentra la pre-

sente introduccion, En el Capitulo 2 se detallan el marco tedrico y el marco conceptual en
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donde se presentan las notaciones, definiciones y resultados que serdn usados a lo largo

del trabajo. En el Capitulo 3 se relata los materiales y métodos utilizados.

El Capitulo 4 es divido en dos secciones: la Seccién 4.1 es divido a su vez en 4
subsecciones; en la Subseccion 4.1.1 se define el operador autoadjunto, se estudia sus
principales propiedades y se presentan algunos ejemplos de operadores autoadjuntos, la
Subseccion 4.1.2 es dedicado a la definicion de formas sesquilineales, en la Subseccion
4.1.3 se demuestra el resultado principal del trabajo y se define el operador autoadjunto
asociado a una forma sesquilinear, se estudia también algunas consecuencias de nuestro
resultado principal. y finalmente la Subseccion 4.1.4 es dedicado a la presentacion de
algunas aplicaciones de nuestro teorema principal. En la Seccion 4.2 se presentan una

discusion del resultado principal de este trabajo de investigacion.

Después del Capitulo 4 presentan las conclusiones y recomendaciones del trabajo
de investigacion respectivamente; al final de este trabajo de investigacion se encuentran

las referencias usadas y sugeridas al lector.
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CAPITULO 11
REVISI()N DE LITERATURA

En este capitulo se presentan los antecedentes de este trabajo de investigacion, al-
gunos resultados y propiedades bésicas de los espacios vectoriales de dimension infinita
(sobre el cuerpo de los nimero reales R o complejos C), espacios normados, operador
lineal, espacios de Hilbert. El caso en que el espacio tiene dimension finita es tratado muy

detalladamente en la Seccion 21 de [12].

En este Capitulo se presentan también las notaciones y definiciones que serdn usa-

dos a lo largo de todo este trabajo de investigacion.

Por otro lado, se define los espacios de Sobolev y estos espacios serdn usados para

presentar ejemplos y aplicaciones.

Se recomienda al lector [3, 4] para profundizar los diversos conceptos y resultados

que son presentados en este capitulo.

2.1. MARCO TEORICO

2.1.1. Antecedentes del trabajo de investigacion

m César R. de Oliveira [5] estudia la relacion entre formas sesquilineales y opera-
dores autoadjuntos en el Capitulo 5. En este trabajo el autor denomina este tema
como Teorema de representacion de operadores autoadjuntos por medio de formas

sesquilineales. Ademds también estudia las extensiones de Friedrichs.

= Tosio Kato en el Capitulo 6 de [16] trata el asunto de una forma mas general (con-
sidera formas sesquilineales sectoriales), pero estos resultados requieren muchos

conceptos previos para su completa comprension.

= En [14] Michael Reed y Barry Simon basado en el trabajo de Kato [16] estudia el

caso particular para operadores autoadjuntos en la Seccién VIII.6 del Capitulo VIII.
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A pesar, de que en las referencias mencionadas anteriormente se puede encontrar
respuesta a nuestro problema de investigacion, es importante sefialar que todos estos tra-
bajos tienen cierta dificultad para entender si no se tiene conocimiento sobre los topicos
previamente desarrollados tales como: operador lineal, adjunto de un operador lineal en un
espacio de Hilbert, operador autoadjunto, propiedades de operadores autoadjuntos (aco-
tado y no acotados), formas sesquilineales y entre otros conceptos y resultados que son
desarrollados en este trabajo; por otro lado, todos estos trabajos se encuentran en idioma

ingles.

2.2. MARCO CONCEPTUAL

2.2.1. Notaciones y espacios de Banach

El conjunto de los nimeros naturales {1,2,3,---} serd denotado por N, un ele-

mento genérico en C es expresado de la forma z = a + bi, en donde, i> = —1y a,b, € R.

Para un numero complejo z la parte real serd denota por Re z, la parte imaginaria
por Im z y Z = (a — bi) denotard el complejo conjugado de z = a + bi. Note que, si

Z = z, entonces a — bt = a + bi, luego, b = 0. Asi que, z € R. En este trabajo va-

mos considerar X un espacio vectorial sobre el cuerpo I (IF es el cuerpo de los nimeros
reales R o complejos C). Por lo tanto, si §,7 € X y A € F, entonces estd bien definido

A +n € X En general los espacios vectoriales sobre el cuerpo F (I es el cuerpo de

los nimeros reales R o complejos C) son denotados por X, Y, Z, - - -, sus elementos por
&m0, ¢, -+ -y los escalares, es decir, los elementos de I, por o, 3, A\, -+, 0a,b,c,---.
Recuerde que un subconjunto A de un espacio vectorial X es linealmente independiente
si cualquier combinacién lineal finita de elementos de §; € A es el vector nulo, es decir,

si Z?:l a;&; = 0 entonces o; = 0 para todo j = 1, --- , n. El espacio vectorial generado

por un subconjunto A de un espacio vectorial X es un el conjunto de todas las combi-
naciones lineales finitas de sus elementos y es denotado por Lim(A). Recuerde, que una
base de un espacio vectorial X es un conjunto linealmente independiente que genera X,

es decir, Lim(A) = X. Si existe una base finita de X con n elementos, se dice que la

13
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dimension algebraica de X es finita y es denotada por dim X = n (todas las bases poseen

n elementos); en caso contrario, se dice que la dimension de X es infinita.

Una norma en un espacio vectorial X (real o complejo) es una aplicacién || - || :

X — R que satisface las siguientes condiciones:

1. ||€|| > 0 paratodo { € X y ||£]| = O si, y solamente si, £ = 0.
2. Xl = [MI€]|, para todo € € X y cualquier A € F (dilatacion).

3. 1€+ < €]l + |Inll, para todo £, 1 € X (desigualdad triangular).

Si en la definicion de norma la condicién ||€|| = 0 = £ = 0 es retirada, se dice que || - ||
es una seminorma. Es facil verificar que cada norma define o induce una métrica d en X
dado por d(&,n) = || — n||. El par (X, || - ||) es llamado de espacio métrico normado,
en este trabajo de investigacion N, N1, s, - - - | siempre denotan espacios normados (se
denota (N, || - ||) cuando se quiere especificar la norma) y se denota || - ||, la norma en A/

cuando se desea especificar el espacio en donde esta definido. Si en un espacio normado

N se considera la topologia inducida por una norma se dice que N es un espacio vectorial
topoldgico. Si no se especifica la topologia en un espacio normado A/, queda implicito que

la topologia en \V es la inducida por la norma. Un subconjunto A de un espacio normado

N es rtotal si Lim(A) es denso en N. Es necesario introducir algunas notaciones, Si
(N, ]| - ||) es un espacio normado y » > 0, entonces B(£,7) := By (&, 7) := {n € N :
lg = nll <r} B(&,r) == Ba(&,r) ={n €N : € —nll <7}y S 1) = Sn(&7) =
{n € N : ||§¢ — n|]| = r} indican la bola abierta, la bola cerrada y la esfera de radio r

centradas en £ € N, respectivamente.

Ejemplo 2.2.1. Sean €2 un subconjunto compacto de un espacio topolégico de Hausdorff
y C(Q) el espacio vectorial de las funciones continuas ¢ : 2 — F. Un ejercicio comin

en libros de topologia y analisis funcional es demostrar que

[#]loc := sup [¢()].
teQ)

14
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es una norma en C'(€2) y el espacio normado (C(f2), || - ||«) es completo con la métrica
inducida por la norma (véase por ejemplo [4, 13]). Esta norma es también llamada de
norma de la convergencia uniforme. Cuando no se explicita la norma en C(£2) queda

sobreentendido que se trata de || - ||«.

Recuerde que una sucesién {&, },cn en un espacio normado N se dice que es de

Cauchy si ||€, — &nl| — 0 cuando n, m — oo.

Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy, converge en un ele-

mento de ese espacio.

Un espacio normado que es completo con la métrica inducida por la norma es lla-
mado espacio de Banach. En este trabajo de investigacion B, By, By, -, siempre denotan

espacios de Banach.
Ejemplo 2.2.2. (C(2), || - ||«) es un espacio de Banach.

A continuacién presentamos otros ejemplos bien conocidos; los cuales seran fre-

cuentemente usados a lo largo de este trabajo.

Ejemplo 2.2.3. Denote por £ = (&1,---,&,) los elementos de F”. Entonces F" es un
1/p
espacio de Banach con cada una de las siguientes normas: ||£||, := <Z?:1 31 ) , para

1 <p <00,y €]l := méxi<jcnl&;l.

Ejemplo 2.2.4. Para ¢y € Cla,b] (conjunto de la funciones continuas ¢ : [a,b] —
), Defina ||¢||; = ff |1)(t)|dt. Entonces || - ||; es una norma en C'a, b, sin embargo

(Cla,bl,] - ||1) no es completo (véase, [10] para detalles de esta afirmacién).

Ejemplo 2.2.5. Denote por £ = (£1,&,, - -+ ) un punto genérico de FY, es decir, una suce-
1/p
sién en F. Para 1 < p < oo sea IP(N) := {£ € FV : ||¢] := (Zj’;l |§j|p> < oo}ty

I°(N) := {& € FV : ||€]| := sup, ;o [§;| < oo}. Es un ejercicio comin verificar que

15
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los espacios [P(N), para 1 < p < oo, son espacios de Banach (véase,[10]) . ( los casos

p = 1,2, oo son mas fécil de verificar).

Ejemplo 2.2.6. Sea (€2, A, 1) un espacio de medida (positiva), en donde A es un o-
algebra en (2, entonces es un resultado bien conocido en teoria de integracién que, para
1 < p < o0, el conjunto Liz(Q) de la ( clases de equivalencias, que identifican dos

funciones que coinciden u-q.t.p, de) funciones medibles ¢/ : {2 — FF con

1/p
el = ( / I¢(t)|pdu(t)) <o, 1<p<oo

e ||¥]|oo = sup essieq|t(t)| := inf{a < 0: pu({t: |(t)| > a}) =0} < oo, son espa-
cios de Banach. En el caso particular, p = 1,2, oo la verificacién es mas simple que los
otros. Véase [7] para detalles de las demostraciones de estos resultados. Si la medida
es la medida de Lebesgue en subconjuntos de R™ la notacién sera simplemente L*(€2); en
el caso de €2 ser un intervalo [a, b] de la recta real y la medida es de Lebesgue, entonces

también serd usada la notacién L?[a, b].

En el ejemplo anterior, dos funciones f y g coinciden p-c.t.p. (casi toda parte) si

p{t e f(t) #g(t)}) =0

2.2.2. Operadores lineales

Un operador lineal entre los espacios vectoriales X y Y sobre el cuerpo [F es una

aplicacion 7' : dom 7' C X — Y en donde su dominio dom 7" es un subespacio vectorial

y
T +n) = AT(E) +T(n)

Para todo £, € dom Ty todo escalar A € F.

Note que 7°(0) = 0 para todo operador lineal 7', muchas veces 7'(£) también serd
denotado por T¢. Ejemplos simples de operadores lineares son: el operador identidad
1: X — X, con 1§ := &, y el operador nulo T¢ := 0, para todo . Ademds de estos

ejemplos, muchos otros ejemplos son presentados en el desarrollo de este trabajo.

16
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Ejemplo 2.2.7. Sea ¢ € LZO(Q), con x una medida o-finita. Entonces el operador multi-
plicaci6n por ¢, definido por My, : LE(Q) — LE(S2),

(M) (1) == o()(t), ¢ € Li(Q),

es un operador lineal para cualquier 1 < p < oco. Note que para y) € Lﬁ(Q),

/ | (Math) (8) Pdu(t) / SOBOPdu(t) < 6] / WPdu(t) < oo, (ILD)

Por lo tanto, (Mg1)) € L% (Q) para todo ¢ € LE(€2)

Ejemplo 2.2.8. Sean X e Y espacios compactos y v : ¥ — X continua. Entonces

T:C(X)—= CY), (Tu)(y) = ¥ (u(y)), es un operador lineal.

En muchos casos es imprescindible considerar dominios densos; asi que a lo largo
de este trabajo de investigacion la notaciéon A C B indica que A es un subconjunto denso

de B, con respecto a un topologia apropiada.

Dados dos operadores 7', S 1a notacién T' C S significa que S es una extension de

T, es decir, dom 7' C dom S'y T¢ = S¢ para todo £ € dom 7.

Teniendo en cuenta la definicion de operador lineal la siguiente observacion es facil

verificar.

Observacion 2.2.1. Sea 7' : dom T C X — Y un operador lineal. Se verifican las

siguientes afirmaciones:

1. Laimagen de 7, img 7 := T(dom T) = {n € Y : n = TE, paraalgun{ € X}
y el nicleo (o kernel) de 7', N(T') := {¢ € dom T : T¢ = 0}, son subepacios

vectoriales.

2. Sidimdom T' = n < oo, entonces dim(img 7)) < n
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3. El operador inverso de 7', 7! : img T — dom T, existe si, y solo si, 7€ = 0

entonces { = 0: y si existe también es un operador linear.

4. Si T, S son operadores lineales invertibles, entonces (7'S)~! = S™1T~! (conside-

rando que las operaciones composicion estdn bien definidas).

Un operador antilineal o semilineal entre los espacios vectoriales X y Y sobre el
cuerpo I es una aplicaciéon 7' : dom 7' C X — Y con dominio dom 7" un subespacio
vectorial de X' y

T\ + 1) = NT(€) + T(n)

Para todo £, € dom Ty todo escalar A € F.

A lo largo de la presente investigacion, si en las definiciones de operador lineal y
antilinal no se especifica el dominio dom 7' se sobreentiende que el dominio es todo el

espacio X, es decir, dom 7' = X.

Una teoria interesante es obtenida cuando se fusiona los operadores lineales con la
topologia natural generada por las normas. El siguiente resultado es un ejemplo de ello,
pues muestra que si un operador lineal es continuo en algtin punto de su dominio, entonces

es uniformemente continua en todo su dominio.

Teorema 2.2.1. Sea T : N — N un operador lineal entre espacios normados. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(4) supjei<1 IT€]l < oo, es decir, la imagen de la bola unitaria es acotada.

(11) Existe C' > 0 de modo que |T¢|| < C||€

, para todo £ € N,.
(1ii) T es uniformemente continuo.
(1) T es continuo.

(v) T es continuo en cero (0 € N7).
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Demostracion. (i) = (ii) Considere C' = supy¢<; [T€]]. Si 0 # £ € N, entonces
IT(E/NIEINN < €, es decir, | T¢]| < C[|€]], para todo § € N

(i) = (iii) Si &,n € Ny, entonces ||T¢ — Tnl| = |T(§ —n)ll < C||§ — nl|. Por
tanto 7" es Lipschitz y por consiguiente uniformemente continua.

(141) = (iv) Desde que T" es uniformemente continuo, en particular 7" es continuo.

(iv) = (v) Como T es continuo por definicion de continuidad, 7" es continuo en
cero.

(v) = (i) Como T es continuo en cero existe § > 0 tal que si || — 0] = ||§|| < &
entonces |76 —T0| = ||T¢|| < 1, Asique, si ||£]| < 1, sesigue que ||(d/2)¢]] < /2 <9,
luego || T(6/2¢)|| < 1, por lo tanto, ||T¢|| < 2/ paratodo & € Njcon |[§|| < 1y

consiguiente supy¢<; || T€]| < 2/0 < oc. O

Un operador continuo es llamado operador acotado, el conjunto de todos los opera-

dores acotados de N7 en N5 serd denotado por B(A7, N3). Serd también usada la notacion

B(N) SiN :Nl :NQ.

Observacion 2.2.2. Es importante notar que el término operador lineal acotado es muy
diferente con relacion a un aplicacién acotada en general, es decir, f : dom f C N — N,
es una aplicacion acotada si existe un nimero K > 0 tal que || f¢|[n, < K para todo
¢ € dom f; en este dltimo sentido un operador lineal T : dom T" C N; — N5 (no nula)

nunca es una aplicacion acotada.

Ejemplo 2.2.9. El operador 7;, del Ejemplo 2.2.8 es continuo, debido a que para todo
Y € C(X) se tiene

[T ]loe = sup [¢(u(t))| < sup [¢(2)] = [[¢]|,
yey zeX

y T, es acotado por el Teorema 2.2.1.

A continuacién presentamos ejemplos de operadores no acotados.
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Ejemplo 2.2.10. Sea T : dom T = {(&,) € IP(N) : % [n2€,]P < oo} — P(N), con
1 <p < oo, T() = (n%,); este operador es lineal, sin embargo no es acotado. En
efecto, para cadan € N considere e,, = (d,,;)32,, con 6 ; = 0sii # ky 6, = 0el “ 6
de Kronecker”, luego para cadan € N, e, € dom T, |le, |, = 1y | Ten|, = n*. Por lo

tanto, 7" no es acotado.

Ejemplo 2.2.11. Sea dom D el espacio vectorial de los polinomios en C[0,1] y D :
dom D C CI0,1] — C]0,1] el operador derivada (Dp)(t) := p'(t), p € dom D es un
operador lineal no acotado, pues si se considera p, (t) = t", para todo n > 1, se ve que

(Dp,)(t) = nt™ 1, ||pnlle = 1, en cuando || Dp,||s = n.

Note que B(N7, N3) es un espacio vectorial con la operacion puntual, es decir, para

T,S € B(N;,N;) lasumade T'y S es definida por
(T+5)§:=TE+ 55, €M,
y el producto por un escalar A € [ es dado por

(AT)§ := AT¢E, &€ N

Por otro lado,

IT]| := sup [[T¢]|
EEN;

leii<1
es una norma en B(A7, N3). En efecto, si T € B(Ny, N>), entonces ||T|| = 0 si, y solo si,
T¢ =0, para todo & € N, es decir T' = 0. La propiedad ||AT'|| = |\|||T|| es inmediata; si
S € B(N1, Ns), entonces

|7+ S| = sup [|T€ + S¢|| < sup ([[T€] + [|5¢]) < 1T + 1S]]-
lgll<t lell<1

Si no se proporciona explicitamente una topologia en B(N7, N2), se supone que se
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trata de la topologia inducida por la norma.

Note que si T' € B(N7, N>), entonces el Teorema 2.2.1 implica que

ITI = fEC > 0+ el < Clel} = sup 7] = sup LS,

y si T'y S son operadores lineales acotados, la composicién 7S (también llamada pro-
ducto de operadores) estd definida, es acotado y ||7°S|| < ||T]|||S]|. Por lo tanto, si 7™

denota el enésimo iterado de 7', entonces 7™ estd bien definida y || 77| < ||T||™.

Ejemplo 2.2.12. El operador nulo es el tnico operador cuya norma es cero y para el

operador identidad se tiene ||1|| = 1 (suponiendo que N # {0}).

Ejemplo 2.2.13. EI operador M, con ¢ € LZO(Q) (véase el Ejemplo 2.2.8) es acotado
en Lj(2), 1 <p < ooy [[Myl| = [|¢]lc = sup ess|¢)).

La demostracion del Ejemplo 2.2.13 se puede encontrar en el Capitulo 4 de [4].

Teorema 2.2.2. Si N es un espacio normado y B es un espacio de Banach, entonces

B(N, B) es Banach.

El resultado anterior es bien conocido en el analisis funcional. Para detalles de la

demostracién del Teorema 2.2.2 véase Teorema 4.5 de [4].

Si AV es un espacio normado, el espacio de Banach B(N, F) (F es completo) es de-
notado por N'* y llamado espacio dual de N'. Cada elemento de N'* es llamado funcional

lineal continuo en \V.

Ejemplo 2.2.14. La integral sobre Cla,b] es un elemento del dual de Cla, b], ya que
U — fab (t)dt es lineal y continuo. En efecto, si ¢ € Cfa, b] entonces ¢ es una funcién
acotada, luego | fabw(t)dﬂ < J¥]loo fab dt = ||¢||ee]b — a]. Por lo tanto, se demuestra la

afirmacion.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO ' Nacional del
i Altiplano

Ejemplo 2.2.15 (Funcional no acotado). Considere el funcional lineal
frOFL CL=-L1] = F,  f(¢)=1v(0).

Elija una funcion ¢ € C[—1,1] con ¢(—1) = ¥(1) = 0y ¢(0) # 0. Para cadan < 2,

defina

balt) = W(nt), silt] <1/n,
0, sil/n<lt <L

Note que ||¢,||; = f_ll |t (t)|dt = ||7]|1/n, el cual converge a zero cuando n — oo, sin

embargo, f(¢,) = 1(0) # 0 para todo n, luego f no es continuo.

Recordemos que el producto cartesiano N; x A de dos espacios normados tiene
una estructura natural de espacio vectorial dado por a(&, 1) = (&, an),a € Fy (&, m)+
(&2,m2) = (&1 + &2, m1 + 12); ademas, este producto cartesiano se convierte en un espacio

1
normado con la norma [|(§,n)]| = (Il¢l1%, + [Inll3s,) -

Es facil verificar que el producto cartesiano 3; x Bz, con lanorma ||(£, )| definida

anteriormente es un espacio de Banach.

El grdfico de un operador lineal 7' : dom 7' C N7 — N5 es el subespacio G(T') :=
{(¢,T¢) : £ € dom T} de Ny x Ny. La norma de la grdfica de T en dom T es dado por

[€llz = (EI2 + 1T

Para terminar esta seccion se presenta la definicion de operador cerrado que sera

usado en el desarrollo de este trabajo de investigacion.

Un operador lineal 7' : dom T C N; — N es cerrado si para toda secuencia
(&) cdom T, &, — £ € Ny, con (TE,) C N, también convergente, T¢,, — 1, entonces
¢ € domT y n = T¢&, En otras palabras, T es cerrado si, y solo si, G(7') es un subespacio
cerrado de NV x N.

Observacion 2.2.3. Preste atencion a la diferencia entre un operador continuo y uno

cerrado: Un operador lineal 7" es continuo si para cada &, — £ en dom 7', entonces
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necesariamente 7°¢,, — T'&, mientras que para un operador cerrado se pide que si ambos
(&,) € dom Ty (T€,) sean convergentes, entonces necesariamente £ = lim, ., &, €

dom Ty T¢, — TE.

2.2.3. Espacio de Hilbert

Los espacios de Hilbert son una clase de ejemplos muy importantes de espacios de
Banach; Ademads de la norma, aparece la nocién de producto interno, una generalizacion
del producto escalar de R™. En esta seccion se presentan algunas definiciones y propie-
dades de los espacios de Hilbert que serdan usados en este trabajo. Estos resultados estdn

basados en [3, 4, 5], véase estas referencias para mds detalles.
Primeramente definimos la nocién de producto interno sobre un espacio vectorial.

Un producto interno sobre un espacio vectorial X es un funcional (-, ) : X x X —
F, de forma que para cualquier £,7,( € X y A € F, las siguiente condiciones son

satisfechas:

L (A +1,¢) = A& C) + (n,€)

2. (&m) = (n,§)

3. (£,€) >0y (£,&) = 0si, y solamente si, £ = 0.

Para ¢ fijo, la aplicacion n — (£, n) es un funcional lineal. Para 7 fijo, la aplicacién

n — (&, n) es un funcional antineal.

Si (§,m) = 0 se dice que £ es ortogonal anysedenotaé L n.Si B C Xy
F C X, lanotacién E L F significa que & | nparacadaé € Eycadan € F. B+
denota el conjunto de todos los n € X que son ortogonales a todo £ € FE, es decir,

Et={neX:(né& =0,V ek}

El par (X, (-,-)) es un espacio vectorial con producto interno 'y en la literatura es
llamado espacio con producto interno o espacio pre-Hilbert. Estos espacio son denotados

apenas por X cuando queda claro cual es su producto interno.
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A continuacion se presentan ejemplos de producto interno y/o espacio con producto

interno.

Ejemplo 2.2.16. En C|[a, ] la aplicacién (¢, ¢) = f @/} t)dt es un producto interno.

Ejemplo 2.2.17. (¢,7n) = Z;L:I &;m; es un producto interno en C". De forma similar en

R™ (en este caso se dispensa la conjugacién compleja).

Ejemplo 2.2.18. (§, ) :=>_ %, &;n; es un producto interno en [?(N). Esta serie estd bien
definida. En efecto, es absolutamente convergente debido a que |¢;7;] < 1/2(|&;12+[n;?)

y luego

Z < Qe+ ) <

N}

Ejemplo 2.2.19. (¥, ¢) := [, 1(t)¢(t)dpu(t) es un producto interno en L7 (). Estd in-
tegral estd bien definida por la desigualdad de Holder. Sin embargo, también se puede

observar que

D] < 3 (ROP + [60)).

luego se sigue que )¢ € L, ().

En un espacio con producto interno (X, (-, -)), la funcién

1€l = V/(§:€), §eX,

es una norma, llamada de norma inducida por el producto interno.Véase Corolario 17.9

de [4] para detalles de esta afirmacion.

Salvo que se enuncie explicitamente lo contrario, a lo largo de este trabajo, en un

espacio con producto interno la norma es la inducida por el producto interno.
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Observacion 2.2.4. En un espacio con producto interno se verifica la identidad de pola-

rizacién

&mn =
&mn =

(g +nl* =N =nl?)

(1€ + nlI> = 1€ = nlI* +4l1€ + inl|* — il|€ — inl?)

g N

la primera se cumple en un espacio producto interno real y la segunda en un espacio
producto interno complejo. Esta identidad es muy interesante porque muestra como el

producto interno puede ser recuperado a partir de la norma.

Observacion 2.2.5. En un espacio con producto interno (X, (-,-)) se verifica la ley del

paralelogramo

1€ + 11"+ 1lg —nll* = 2[€l1* + 2]Inll*,  V&,n € X.

La verificacion de las dos observaciones anteriores es una consecuencia directa de

la definicién de producto interno.

A continuacion recordemos un resultado clasico en espacio con producto interno.

Teorema 2.2.3. Si (X, (-, )) es un espacio con producto interno, entonces para {,n € X:

1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) [(&,n)] < |€lllInll; la igualdad se cumple si, y

solo si, {&,n} es linealmente dependiente.

2. (Desigualdad triangular) ||& +n|| < ||| + ||In

; la igualdad se cumple si, y solo si

¢E=00n=1t€ paraalgint > 0.

3. & L nsi, ysolo si,
€Nl < 1€ +tn||, VteTF.

Desde que el Teorema 2.2.3 es un resultado bien conocido; en la presente investi-

gacion no se presenta la demostracion. Detalles de esta demostracion se puede encontrar
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en [4, 5].

Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno que es completo con la
norma inducida por el producto interno. En este trabajo H, H1, Ho, - - - , siempre denotan
espacios de Hilbert y (-, -) denota el producto interno en un determinado espacio de Hil-
bert. La notacién (-, -),, denota el producto interno en un espacio de Hilbert # (cuando se

quiera especificar el espacio donde el producto interno esta definido).

Ejemplo 2.2.20. Lo espacios I*(N), L7 (2), F* con la norma || - || (incluyendo el propio
conjunto ) son espacios de Hilbert (a lo largo de este trabajo, en F" siempre considera-
mos esta norma). C/a, b] con el producto interno del Ejemplo 2.2.16 no es un espacio de

Hilbert, pues no es completo.

En particular, el producto cartesiano H; x Ho de espacios de Hilbert es un espacio

de Hilbert, cuyo producto interno es dado por

((€1,m), (§2,m2)) = <§1,§2>H1 + (7117772%{2 .

Un espacio vectorial X es suma directa de dos subespacios X; y X, el cual es

denotado por

X:Xl@XQ,

sitodo £ € X posee una Unica representacion

§=84+&, & eXi,§eX.

A continuacion se presenta un resultado que serd util para demostrar el Teorema de

Representacion de Riesz.

Teorema 2.2.4. Si E es un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert H,
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entonces

H=Ea®E".

E* es llamado complemento ortogonal del subespacio E en H.

Demostracion. Sea& € H,d = infeep || =]y {n.}72 C E de forma que ||n, —¢&| —

0. Por la ley del paralelogramo se tiene

2l[mn — &P+ 2lImn — €1 = mn — mell® + |70 + i — 2€]17,

y desde que E' es un subespacio (1, — nx)/2 € E, se sigue que

7 = mell < 2lIma = EII° + 2llme — €NI* — 40l (0 + 1) /2 = €]

2Hnn - gHQ + 2||77k - gHQ - 462?

IN

esto muestra que {7, }°°; es una secuencia de Cauchy en F. y por lo tanto converge a
algin n € E, desde que E es completo (pues es cerrado en H). Por la continuidad de la

norma se tiene ||£ — n|| = .

Como (t¢ —n) € E paratodo ( € Eet € F, se obtiene

1€ = n) + &l = 1€ + (¢ =)l = 6 = [ —nll,

y por lo tanto (£ —n) L ( paratodo ( € E por el Teorema 2.2.3 parte c), de aqui

(€ —n) € E+. Por consiguiente, se llega a la descomposicién

E=n+(E-n). neE (E—n) ek

Solo falta demostrar la unicidad de esta descomposicion. Suponga que & = n' + (',

conn’ € Ey (' € E+, entonces

"+ =n+E-n=>—-(E-n=n—ne€ENE"
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de forma que ambos son nulos, de aqui 7’ =ny ( = (£ — 7). O

Teorema 2.2.5. (Representacioén de Riesz). Sean H un espacio de Hilbert e H* su dual.

La aplicacion v : H — H*, v(§) = fe, para cada § € H, dada por

(&) (m) = fe(n) =(&m), VneH

y vy es una isometria antilineal y sobreyectiva.

Demostracion. Si § = 0, es claro que f; = 0. Si { € H, entonces f, es un funcional
lineal y |fe(n)| = [ (&) | < [€lllnll, de forma que fe € H* con || fe|| < [|€]|. Desde

que [[§]1* = fe(§) < [IfelllIS] se sigue que || fe]| = [|€]|. Por lo tanto || fe[l = [[&]]. y la

aplicacién «y es una isometria, es facil verificar que ~y es antilineal (lineal no caso real).
Falta apenas demostrar que -~y es sobreyectiva, es decir, que todo elemento f € H* es de

la forma f, para algin £ € H.

Si f = 0, entonces f = fe para{ = 0. Se f # 0, como el nicleo N(f) es un
espacio vectorial cerrado (puesto que f es continua) propio de H, Por el Teorema 2.2.4

podemos escribir

H=N(f)®N()",

y existe ¢ € N(f)* con ||¢|| = 1. Ahora, observe que el vector f(n)¢ — f(¢)n) € N(f),

para todo 7 € H, luego se sigue que

(¢, fm¢—f(Om =0, VneH,

es decir, f(n) = <mg,n>. Por lo tanto f = f7z. = 7(f(€)Q). O

Observacion 2.2.6. El Teorema de Representacion de Riesz identifica cada elemento

f € H* con un dnico elemento £ € H, de forma que f(n) = (£,n) paratodon € Hy
LFIF= 1€l

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO ' Nacional del
i Altiplano

El siguiente resultado sobre la caracterizacion de conjuntos densos en espacios de

Hilbert es usado frecuentemente a lo largo del trabajo.

Teorema 2.2.6. Un conjunto E es denso en espacio de Hilbert H si, y solo si, para cada

n € H talque (n,&) = 0 para todo £ € E, entonces n = 0.

Demostracion. (=) Suponga que E es denso en H y sea ) € de forma que (n,£) = 0
para todo £ € FE, desde que E es denso existe una secuencia {&,, },eny C F tal que &, — 7

cuando n — oo, luego

0= lim (n,&.) = (n.m) = |lnll*,

por lo tanto n = 0.

(<) Por contradiccion supongamos que £ no es denso en H entonces [ es un

subconjunto cerrado propio de H, entonces por el Teorema 2.2.4 podemos escribir
H=E®E".

Asf que existe n € E+ con ) # 0, en particular (1, £) = 0 para todo £ € E'y n # 0 esto

contradice la hipétesis. Por lo tanto F es denso. [

Una familia {&, }aecs en H es ortonormal si ||€,]| = 1, paratodo o € Jy &, L &5
si a # [ € J. Una base ortonormal {,}.c; de H es un familia ortonormal total, es
decir Lim({€,}acs) = H. Una de las ventajas de la presencia de un producto interno en
un espacio de Hilbert es la existencia de una base ortonormal de H. Los siguientes hechos

ilustran tales ventajas bastante bien. Para cada ¢ € H, la desigualdad de Bessel

1P =) 1 €ar &) P

aed

es satisfecha; en particular, (£,,&) # 0 solo para un nimero contable de indices o € J.

Ademas las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. {&,}acy €s una base ortonormal de H.
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2. Si € H, entonces la serie de Fourier de £, con respecto a {&, }aec, converge en H

para &, es decir,

£=) (tw)ba, VEEH.

acJ

3. [Identidad de Parseval] Para todo & € H,

€17 =" 16, &) I

acJ

Ademds, si {£, }aes €s un base ortonormal y n = > (£, 1) &a, entonces

Em = (6 8) Earm) -

acJ

El siguiente resultado garantiza que todo espacio con producto interno tiene un

completamiento, véase [4] para mas informacidn.

Teorema 2.2.7. Si (X, (-,-)) es un espacio con productointerno, entonces X es unitaria-
mente equivalente a un subespacio denso en un espacio de Hilbert H; tal H es llamado de
completamiento de X. Ademds, cualquier dos completamientos de X son unitariamente

equivalentes entre si.

2.2.4. Espacios de Sobolev H™(f2)

En esta seccidn se presentan la definicion de espacios de Sobolev y sus principales
propiedades. Los espacios de Sobolev junto con la riqueza de sus propiedades son muy
importantes, para presentar ejemplos de operadores autoadjuntos y formas sesquilineales

como se puede apreciar en el Capitulo 4.

Empezamos esta seccion con algunas notaciones, Sea {2 un subconjunto abierto de
R™, C§°(£2) denota el conjunto de todas las funciones ¢ : {2 — C infinitamente diferencia-
bles con soporte compacto, recuerde que el soporte de una funcién continua ¢ : 2 — C

es la clausura del conjunto {z € Q : ¢(x) # 0} y se denota por S(¢).
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C*(§2) denota el conjunto de la funciones ¢ : Q@ — C, k veces diferenciables y
todas las derivadas parciales son continuas. A lo largo de este trabajo de investigacion €2

siempre indica un subconjunto abierto de R".

Sea Z el conjunto de los nlimeros enteros positivos o iguales a cero. Entonces, Z7}
es el conjunto de n-tuplas (kq,--- , k,) tal que k; € Z,, paratodoi = 1,--- ,n. Tales
n-tuplas son llamados de n-multiindices o multiindices. Para cada k = (ky,--+ ,ky),
|k| = ki + -+ + k. Para k,m € Z definimos también k < m si m; < k; para todo

jzl, ,n,l{!:kfllkg!,"'k'Q!YSikSm,

m my My, m!
Siz = (x1,--- ,z,) es una variable en R™, para una funcién ¢» € C'™(Q2) en donde

(2 es un subconjunto abierto de R” y m denota un multiindice. Se usa la notacién

okt ... aknw

k)l k
axl o e axnn

p®)(x) = (z), Vk<m,

Para indicar las derivadas parciales de ¢. Ademads, la norma de x € R" serd denotado por

1/2
|$| = (2?21373) ,xQZZ?ZIx?yxm:xgm,“x?n.

Por otro lado, es usada
i)

=
3xj

k;
8]' Y(x)
para denotar la k;-ésima derivada parcial de ¢ respecto a la variable z;.

SiQ c R*y ¢,p € C"(Q)ym € Z", entonces la formula de Leibniz es

satisfecha

COICED DI I L)

k<m k

L;.(Q) denota el conjunto de las funciones f : 2 — C medibles y localmente

integrables, es decir, [, |f(2)|dz < oo paratodo K C £ compacto.
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Observacion 2.2.7. Siu € L .(Q)y

loc

entonces u = 0 c.t.p. en €.

La demostracion de la observacion anterior se puede encontrar en libros de teoria de

distribuciones y el lector interesado puede consultar [S] para una demostracidn alternativa.

1
loc

Se dice que una funcién v € L, () tiene derivada parcial débil de orden |k|

existe una funcién v € L{ (Q) tal que

loc

/u(a:)gb(k)(x)dx = (—1)|k|/v(a:)¢(x)dx. Vo € C5 ().
Q

Q
v es llamada de derivada parcial débil de orden |k| de u y es denotada por u¥),

1
loc

En particular, u € L; (Q) tiene k;-ésima derivada parcial débil respecto a la

1
loc

variable z;, si existe una funcién v € L, (€2) de forma que

/Q u()0 () dzx = (—1) / o(2)é(x)dr. Vo € C(Q).

Q

v es llamada de k;-ésima derivada parcial débil de u respecto a x; y se denota por (9? u.

La Observacion 2.2.7 garantiza que la derivada débil estd bien definida, en el senti-

do de que la derivada débil es unica c.t.p.

Para m un entero positivo y un subconjunto abierto 2 C R™, H™(£2) es el espacio
de Hilbert de ) € L?(£2) de forma que todas las derivadas parciales débiles 1/(*¥) existen,

) € L?(Q) para todo |k| < m y con norma

1/2

el = | S Jw®2 ] - (IL.2)

lkl<m
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Observacion 2.2.8. Note que sin = 1, Q2 = I = (a,b) y m = 1 se tiene que el espacio

de Sobolev

H'(a,b) = {w € LP(I) : v € L*(I) tal que /¢¢'dx= —/wbd:v, Vo € Og°(1)},
I I

para v € H!'(I) decimos que v es la derivada débil de 1) y denotamos ¢’ = v. El espacio

H!(I) esta equipado con la norma

/= (03 + le]2)

De manera andloga a la Observacion 2.2.8 se define ™ () cuyos elementos tienen

derivadas débiles hasta orden m.

Observacion 2.2.9. Se puede mostrar que si ¢ € C™(Q) N L3(Q) y si v*) € L?(Q) para
todo |k| < m (aqui ¢»*) denota la derivada parcial usual de 1), entonces 1 € H™ ().
Ademads, Por la formula de integracion por partes la derivada parcial usual coincide con

la derivada parcial débil, asi la notacion es consistente. En particular, si {2 un acotado,

entonces C™ () C H™(Q).

Para detalles de la demostracion de la observacion anterior consulte [3].
Ejemplo 2.2.21. Sea I = (—1,1). Se puede mostrar que

1. La funcién )(x) = |x| pertenece a H'(I) y 1)’ = g donde

1 si0<z<1,
g(x) =
-1 si—1<x<0.

2. La funci6n ¢ definida anteriormente no pertenece a 4.

De acuerdo con la Observacion 2.2.9 y el Ejemplo 2.2.21 se puede afirmar que la

derivada débil es una generalizacion del concepto de la derivada usual.
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El espacio de Hilbert H{'(€2) denota el completamiento de C§°(€2) con la norma de
H™(2) (||| ||l:)- Note que, desde que C5°(R™) es denso en H™ (R") entonces H{'(R") =
H™(R™).

Para la verificacidén de los resultados anteriormente mencionados en esta seccidn,

se recomienda consultar [5, 3, 11].
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3.1.

3.2

3.3.

3.3.1.

34.

CAPITULO 111
METODOLOGIA

UBICACION GEOGRAFICA DEL ESTUDIO

Domicilio del investigador y ambientes de la Universidad Nacional de Altiplano.
PERIODO DE DURACION DEL ESTUDIO

La presente investigacion tuvo una duracién de cuatro meses.

PROCEDENCIA DEL MATERIAL UTILIZADO

Adquirido con recurso propios del investigador.
MATERIALES

Notebook (PC),

Impresora,

Utiles de escritorio (dpiz, lapiceros y borrador),

Plumones para pizarra,

Libros,

Articulos cientificos.

PROCEDIMIENTO

La investigacion es basica y estd basada en la revision bibliografica de los libros de

Cesar R. de Oliveria en [5] y Tosio Kato en [16], el trabajo fue ampliar y profundizar los

resultados presentados en estos libros respecto a nuestro tema de investigacion.

El método que se utilizard en la presente investigacion es lectura, exploracion, anali-

sis, sintesis, justificacion, interpretacion y comprension.

El disefio de investigacidon que se usard es de tipo descriptivo que consiste en la

exploracion.
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3.5. VARIABLES
3.5.1. Variable independiente

Formas sesquilineales hermitianas, cerradas y acotadas iferiormente.

3.5.2. Variable dependiente

Relacién existente entre formas sesquilineales y operador autoadjuntos
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

Este capitulo es dedicado al estudio de operadores autoadjuntos, formas sesquili-
neales y la relacion existente entre estas; se presenta el resultado principal de este trabajo
de investigacion, se define operador autoadjunto asociado a una forma sesquilineal; tam-
bién se estudian las implicaciones inmediatas y aplicaciones del resultado principal de
este trabajo de investigacion.

A lo largo de este capitulo se considera operadores lineales acotados y no acotados
en espacios de Hilbert y siempre que se mencione “operador” se refiere a un operador
lineal definido en el Capitulo 3.

Los conceptos y resultados presentados en esta seccion son basados en el estudio y

analisis de [5].

4.1. RESULTADOS
4.1.1. Operador autoadjunto

Esta seccion es dedicada al estudio de operadores autoadjuntos, con este propdsito
se introduce el concepto de adjunto de un operador, se define el operador autoadjunto y

se presentan algunas propiedades y ejemplos de operadores autoadjuntos.

Un operador lineal 7' : dom 7' C ‘H — H es simétrico si

<T€7 77) = <£7 T”]> s \V/é-, n e dom 7.

T es llamado hermitiano si T es simétrico y dom 7" es denso en .

Se dice que un operador 1" : dom 1" C ‘H — H es acotado inferiormente si existe

B € R, tal que (T, &) > B|€]|? para todo € € dom T'y se denota T' > 3.

SeaT : dom T C H; — Hs, y defina dom 7™ como el espacio vectorial de todos
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los elementos 17 € H, de forma que el funcional lineal

= (0,1€)y,, §edomT,

puede ser representado por ( € H,, esto es,

<777T§>H2 = <(’€>H1 ) \Vf € dom 7.

El operador adjunto de T es el operador T : dom 1™ C Hs — H;, con dominio

dom T™ definido anteriormente y para 7 € dom 7™, T*n := (. Por lo tanto,
(10, TE) gy, = (1", 8)y, , VE€dom T, Vn € dom T™.

Observacion 4.1.1. El dominio dom 7™ se puede escribir como el conjunto dom 7% :=
{n € Hy : 3¢ € Hy, talque (9, TE),, = ((,&)y, V¢ € dom T'}. Note si dom T es
denso en H entonces dom 7™ es un espacio vectorial y 7™ es un operador lineal bien

definido. En efecto, Sin, ' € dom T* y a € TF, entonces existe  y ¢’ tal que

<777 T§>H2 = <C7€>’H1 y Y <77/7T£>7-[2 = <C/7§>H1 ) V§ € dom 7.

Multiplicando por “o” a la primera ecuacién y sumando el resultado con la segunda

se obtiene

(an +1/,TE)y, = (aC+ &)y, , VE€domT,

luego an+1n' € dom T*y T*(an+1n') = a + ¢’ = «T*n + T*7'. Por lo tanto dom 7™

es un subespacio y 7™ es lineal.

Resta demostrar que 7™ estd bien definido, para ello sea (' otro elemento de # tal
que (7, TE),,, = (¢',§), » paratodo & € dom T, entonces ((, ), = (¢, §),, paratodo
§ € dom T, de aqui (¢ — ¢, §),,, = 0 para todo { € dom T, desde que dom T es denso

en #H, por el Teorema 2.2.6 sigue que ( = (" y asi 7™ estd bien definida.
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Si Ty S son operadores lineales y z € C, entonces directamente de la definicién

de adjunto de un operador se tiene (7" + 25)* = T + z5*.

De la definicién de adjunto de un operador podemos observar que 7' : dom 7' T

‘H — H es hermitiano si, y solo si, 7' C T™.

Proposicion 4.1.1. Si T € B(Hy, Hz), entonces T* € B(Ha, Hy), T =T y | T =

| T||. Por lo tanto

(0, TE) 5, = (T"n, &)y, » VEE€HL, VN EHa (IV.1)

Demostracion. Afirmacion: Si T acotado, entonces dom 1" = Ho y T* € B(Ha, Hi).

En efecto, para ) € Hy defina f : H, — C, por f,(§) := (n,T¢),,,, entonces

(O < T T, | < MnllaallTE N2, < NT Ml €N VE € H,

de aqui || f,,|| < | T|Inll2. ¥y fy € Hi. Por el Teorema de representacién de Riesz existe

¢ € Hy de forma que

ffl(g) = <7]7T€>7-L2 = <<7§>7—[1 ) Vf € Hl (IV2)

y || o]l = [I¢]|#, - Por lo tanto n € dom 7™ asi que dom 7™ = H, y T*n = ¢ luego

1Ty = M€l = Ll < (Tl V1 € dom T,

de aqui sigue que, || 7| < ||T'|| y T € B(H2,#1). Con esto se termina la demostracién

de la afirmacién y por (IV.2) se verifica por (IV.1).

A aplicando la afirmacién a T* temos que 7" := (T™)* también es limitado y por
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(IV.1), para todo 7, £ € H, tememos

(T, 8wy = 1,178y,
= <T*€an>’ﬂl
= <§7T77>’H2

= <T7]7 5)7—[2 .

Por lo tanto, 7**n = Tn para todo n y asi T7** = T'. Ahora ||T|| = ||T**|| < || T,

por consiguiente ||7*| = ||T||. O

Operador autoadjunto

Un operador lineal 7' : dom ' C ‘H — H es autoadjunto si T* = T, es decir, si
dom T* =dom T'y T*¢ = T€¢ paratodo & € dom T'.
Un operador lineal acotado U : H; — Hs es unitario si es inyectiva, img U = H,

yU*=U",

Observacion 4.1.2. De las definiciones de operadores autoadjunto y unitario se

puede observar lo siguiente:

1. Si T es autoadjunto (simétrico), entonces (7¢,¢) € R para todo ¢ € dom T'. En

efecto, si T’ es simétrico, entonces

(T¢,m) = (&, Tn), VEneH,

luego para & = 1, (T, &) = (£, TE) = (TE,€). Por tanto (T€,£) € R para todo
EeR.

2. Note que U : H; — H; es unitario si, y solo si (US,Un),,. = (§,UUn),, =
(€, n>H1, para todo £, € Hy y img = Ho; en particular operadores unitarios son
isometrias (y asi |U| = 1) y U~! es también unitario. Los operadores unitarios

son los isomorfismos en espacios de Hilbert.
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Si existe un operador unitario U : ‘H; — Hs, entonces los espacios H; y Ha son
dichos unitariamente equivalentes, En el caso, de dos operadores T} : dom T; C H; —

H;, j = 1,2 son unitariamente equivalentes si dom T5 := Udom T y T, = UT\U".

Observacion 4.1.3. Si 7} y 75 son operadores unitariamente equivalentes y si 77 es auto-

adjunto, entonces 75 es autoadajunto.

Proposicion 4.1.2. Si T' € B(H) es autoadjunto, entonces

17| = sup (T€,§).
lel=1

Demostracidn. Sea k = supygy (T€.€). Asi, | (7€) | < [T€ll€]l < [Tl y uego

k < ||T||. Desde que (T¢,&) € R para todo £ € H, T es simétrico y usando la ley del

paralelogramo, se tiene

4Re (T€,n) | = 2[{T¢,n) + (T¢,n)|
= [2(T¢,n) +2(Tn.&) |
= [T ) + (T n) + (Tn,&) + (Tn,n)
[T &) = (T, n) — (Tn, &) + (Tn, )]

= [(T(E+n),E+n) —(T(E—n),&—n)|
_ ‘<T§+" £+n>|\€+n\!2—<T€_n £_n>\|§—nll2

1€+ 7l 1€+ nl 1€ =nll" 1€ = nll
< k(llg+nl*+1lg—nl?)
= 2k ([IE1* + [Inll*) -
Por lo tanto, si ||£|| = ||n|| = 1, se obtiene que |[Re (T¢,n)| < k. Si se elige n =

TE/||TE| se sigue que || T¢|| < k para todo ||£]| = 1. Por consiguiente, ||T|| < ky asi
IT|| = k. O

Observacion 4.1.4. 1. Si § C T, entonces T* C S*. En efecto, si n € dom 17,
luego (n, T¢) = (T*n, &), V¢ € dom T. En particular, desde que S C T, se tiene
(n,S&) = (T*n,&,), V¢ € dom S. Por lo tanto, nn € dom S* y S*§ = T*E.
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2. Todo operador autoadjunto no tiene extensiones hermitianas propias. En efecto, Sea
T un operador autoadjunto y S una extension hermitana es decir 7" C S, entonces

ScS*yS*CcT*=T,asique S C T.Porlotanto, S =1T.
Lema4.1.1. G(T*) = (JG(T))* in H x H, con J(&,n) = (—n, &) un operador unitario.

Demostracion. Por las siguientes relaciones equivalentes

(n,¢) € G(T7) (T¢,m) = (£, ¢), VE{€domT
(=T¢n) +(&¢)=0, VEedomT,
(=T€,8),(n,0))pup =0, VE€domT
(J(E,TE), (0, 0))pxp =0, VEE€dom T

(n.9) € (JG(T))*

r ¢ ¢ T 0

sigue la afirmacidn. [

Note que, el Lema 4.1.1 muestra que el adjunto de un operador es un operador

cerrado.

Observacion 4.1.5. Para un operador densamente definido 7" : dom 7' C H — H se tiene
N(T*) = (img (T))*. En efecto, si n € N(T*) entonces T*n = 0, asi que (n, T¢) =
(T*n,&) = 0 para todo & € dom T. Por lo tanto € (img (T))*. Por otro lado, si
n € (img (T))*, luego (n, T€¢) = 0 para todo ¢ € dom T, desde que se puede escribir
que (n,T¢) = (0, &) paratodo & € dom T entonces por la definicion de operador adjunto
n € domT*y T*n = 0. Asin € N(T*), con esto se termina la demostracion de la

observacion.

Lema 4.1.2. Sea T' densamente definido en H. Si img T es denso en H y T es inyectivo,
entonces T* es inyectivo 'y (T*)™! = (T~1)*. En particular, si T es autoadjunto y existe
T, entonces T~ es también autoadjunto (Remarcamos que img T = H, desde que

H=N(T)DimgT, si T existe y N(T) = {0}).

Demostracién. De la observacion anterior se tiene N (7™*) = (img T')* y como img 7" es

denso entonces N (T*) = {0} y asi T* es inyectivo. Desde que G(T*) = (JG(T))* y
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G(T=Y)y =WgG(T),con W (&, n) = (n,£), el cual es unitarioy W—! = TV, se tiene que

GUT™)) = (JG(-1)) = (JWG(T))*
= WJG(T))" =Wg(T") =g(T")™),

asi que (T%)~' = (T~1)~. O

Ejemplos de operadores autoadjuntos

En esta seccidn se presentan algunos ejemplos cldsico de operadores autoadjuntos,
debido a que demostrar que un cierto operador es autoadjunto, es una tarea complicada,
en muchos casos se requiere conocimiento de herramientas mas avanzadas de la teoria de
operadores; tales como por ejemplo Transformada de Cayley y Fourier. Por este motivo
aqui presentamos algunos ejemplos de operadores autoadjuntos sin demostraciéon. Sin
embargo, en cada una de ellas se comenta una idea de la demostracion y/o se indica alguna

referencia donde se pueda encontrar més informacion y detalles de la demostracion.

Ejemplo 4.1.1. Si T': H — H es un operador lineal y simétrico, es decir,

(T, m) =(&Tn), VY neH.

Entonces, de la definicién de adjunto de un operador se sigue inmediatamente que 7'
es autoadjunto. Ademads, por el Teorema de Grafico Cerrado (véase, [5]) se tiene que

T € B(H).

Ejemplo 4.1.2. Del ejemplo anterior se sigue que el operador multiplicacién M, definido

en el Ejemplo 2.2.13 es auto adjunto si y solo si ¢ es un funcion real.

En el siguiente ejemplo se define el operador multiplicacién de una forma mas

general.

Ejemplo 4.1.3. Sea ¢ : () — C una funcién medible, se define el operador multiplicacién
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por ¢ como el operador lineal

dom M, = {i e L2(Q): (p¥) € L3(Q)},

(Mu)(z) = plx)(z). ¥ € dom M,,.

Por la Proposicion 2.3.24 de [5] se sigue que dom M, es denso en LZ(Q) y M =

M, luego M., es autoadjunto si ¢ es una funcion real.

Ejemplo 4.1.4. [Operador momento en R] Sea dom P = H!(R) C H = L*(R),

(PY)(x) :== —iY)'(x), 1 € dom P.

Por la Seccién 3.3 de [5] P es autoadjunto.

Ejemplo 4.1.5. [Operador de energfa de un particula libre en R] Sea dom H = H?(R) C
L*(R),
(Hy)(z) = —¢"(z), 1 € dom H.

Usando la transformada de Fourier se demuestra que H es unitariamente equivalente a un
operador mutiplicacién por una funcién real (véase, Seccioén 3.4 de [5]). Por lo tanto H

es autoadjunto.

El operador energia se puede generalizar para dimensiones mayores como muestra

el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1.6. Sea dom 7' = H?*(R"), H = L*(R") Se define el operador lineal, también

llamado operador Laplaciano,

(T0)e) = ~(B)(w) =~ Y- 55, v edomT,

T es autoadjunto (véase, [5] para mas informacion).
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4.1.2. Formas sesquilineales

En esta seccion se define y estudia las propiedades de formas sesquilineales, tam-
bién se presentan ejemplos de formas.

Sea dom b un subespacio denso de un espacio de Hilbert H. Una forma sesquilineal
en H es una aplicacién

b: dombxdomb = C

que es lineal en la segunda variable y antilineal en la primera. En algunas situaciones

denotamos dom b X dom b simplemente por dom b. Decimos que b es hermitiana si

b(p,) = by, d), Vo,v € dom b. La aplicacion ¢ +— b(y)) := b(¢), ) es llamada

de forma cuadrdtica asociada a b.

Para cada ¢, v € dom b, se verifica

4b(d, 1) = b(¢ + ) — b(¢ — ) — (¢ + i) +ib(¢ — it)), (Iv.3)

llamada identidad de polarizacion para formas sesquilineales; esta identidad permite re-
cuperar la forma sesquilineal a partir de su forma cuadrética asociada. Usando la identi-
dad de polarizacién se puede demostrar que b es hermitiana si, y solamente si, su forma

cuadratica asociada es real.

Una forma sesquilineal b es Acotada si su norma

b(¢, v
olf =~ sup ‘ud()uuw)\”
0# ¢ €domb
0#vY €dombd

es finita, es decir, ||b|| < oo.

Un ejemplo simple de forma sesquilineal acotada es el producto interno en un es-

pacio de Hilbert, cuya norma es igual a 1.
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4.1.3. Operadores via formas sesquilineales

Este seccion es dedicada a la demostracion del resultado principal de este trabajo de
investigacion, el cual relaciona las formas sesquilineales hermitianas cerradas y limitadas
inferiormente con operadores autoadjuntos. En esta seccion definimos también el con-
cepto de operador asociado a una forma sesquilinal. Al final de la seccién se presentan

algunos ejemplos de aplicacion.

Primeramente, empezamos con el siguiente resultado que es la estructura de formas

sesquilineales acotadas.

Proposicion 4.1.3. Si b : H x H — C es una forma sesquilineal acotada, entonces existe

un vnico operador acotado Ty, : H — H tal que

b(¢,1/1) = (¢7 Tb¢): v¢7 dj € H.

Ademds, ||T,|| = ||b|| y si b es hermitiana, entonces T}, es autoadjunto.

Demostracion. Para cada ¢ € H el funcional fy : H — C, fs(v)) := b(¢, ) es lineal y

desde que
[fo(0)] < [b(e, )| < [Iblll| @I,

tuego |/l < I1Bl16]] y £ € H* (el dual de ).
Por el Teorema de Representacién de Riesz existe un tnico 7 € H con fy(¢)) =
(n,1), paratodo ) € ‘H.Defina T, : H — H por Ty¢ := n, paralo cual b(¢, ¥)) = (n, V),

para todo ¢, 1) € H 'y T} es lineal. Note que 7}, = 0 si, y solo si, b es nulo (por definicién).

Asi, sib £ 0,
1Tl |(Tvo, Tvo)|
[To]} = sup = sup o < |||
oo IOl oz (|0l T00]
Typp#0 Typ#0
[(Ty, )| 1 Tool[141]
=sup - <sup-———— = || T,
P 1 K e 1R
$#0 P#£0
esto muestra que 7, € B(H) y ||T’|| = ||b||- La unicidad del operador sigue de la rela-

cion (Tpp, 1) = (S¢,1), para cualquier ¢, 1), consecuentemente los operadores Sy 7T},
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coinciden.

Abhora si tal b es hermitiana entonces (T,£, 1) = b(&,n) = b(n,§) = (Tyn, &) =
(€, Tyn), para todo £, € H y por lo tanto T} es autoadjunto. O

De acuerdo con la Proposicion 4.1.3, existe un correspondencia biunivoca entre
formas sesquilineales acotadas (hermitianas) en H x H y operadores lineales acotados
(y autoadjuntos) en H. Observe que si la forma sesquilineal b es dada por el producto
interno en H, entonces de la Proposicion 4.1.3 sigue que 7 es el operador identidad, es

decir, T, = 1.
El operador T es llamado operador asociado a la forma sesquilineal b.

El objetivo principal de este trabajo de investigacion es demostrar un resultado
similar a la Proposicion 4.1.3 para formas sesquilineales hermitianas no acotadas; asi
conseguir un operador autoadjunto no acotado asociado a una forma sesquilineal. Antes

de comenzar con esta cuestion es necesario presentar algunas definiciones.

Sea b una forma sesquilineal hermitiana. Se dice que

(1) b es positiva si su forma cuadratica asociada es positiva, es decir, b(§) > 0, V€ €

dom b.

(2) b es acotada inferiormente se existe 3 € R de forma que b(¢) > Bl|€|]%, V€ €
dom b. En este caso, se denota b > [y [ es llamado cota inferior de b. Observe

que b — /3 define una forma sesquilineal positiva dada por (b— 3)(&,n) := b(&,n) —
B&m).

Observacion 4.1.6. Si b es una forma sesquilineal positiva, entonces se verifican la de-

sigualdades de Cauchy-Schwarz y triangular

<b(E)Z +b(n):, VEmedomb, (V4

D=

b€, )| < b(E)Zb(m)z,  b(E +n)

respectivamente.
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La demostracion de la observacion anterior es similar a las demostraciones de las

desigualdades de Cauchy-Schwarz y triangular para un producto interno.

Si b es una forma sesquilineal hermitiana y {1, },en C dom b.

(3) Sedice que {1, }nen €s una secuencia de Cauchy con respecto a b (o en (dom b, b))

si b(¢n, — Vy,) — 0, cuando m, n — oo.
(4) {tn}nen converge a ) con respecto a b (o en (dom b, b)) si ¢ € dom by b(¢),, —

1) — 0, cuando n — oo.

Una forma sesquilineal b es cerrada si para cada secuencia de Cauchy {1, },en en
(dom b, b), con ¥, — 1) en H, se tiene » € dom by b(1),, — 1) — 0. b es cerrable si tiene

una extension cerrada en H.

Sea /3 una cota inferior de la forma sesquilineal b (b > /). Se define en dom b el

siguiente producto interno

(9,9) 4 = b, ¥) + (1 = B) (9,9),

y se tiene (¥, ), = b(y), ¥) = BIv[* + W12 = [[¢]*. Ast Y]]+ := /(1),¥)+ es una

norma tal que [[¢[|+ > [|¢]].
Lema 4.1.3. Sea b una forma sesquilineal hermitiana y acotada inferiormente. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (dom b, ||-||1) es un espacio de Hilbert.

(i1) b es cerrada.

Demostracion. (1)=- (ii) Supongamos que (dom b, || - ||;) es un espacio de Hilbert. Sea

{&} Ccdomb, &, — EenH y b(E, — &) — 0. En estas condiciones,

60 = Enll2 = bl& = &) + (1= B) 1§ — &ul* —— 0.
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Por lo tanto, {¢,} es una secuencia de Cauchy en (dom b, || - ||+). Luego, £ € dom by
1€, — €]|2 — 0. Consecuentemente, b(&,, — &) — 0.

(ii)=-(i) Supongamos que b es una forma cerrada. Sea {¢, } una secuencia de Cauchy
en (dom b, || - ||+) . Por lo tanto, &, es una secuencia de Cauchy en H y en (dom b, b). Sea
¢ = nl1_>nolo &, en H. Como b es cerrada, se sigue que § € dom by b(&, — &) — 0. Luego,

1€, — €113 — 0. .

Ejemplo 4.1.7. Para un operador densamente definido 7" : dom 1" C ‘H — H se puede

introducir dos formas sesquilineales hermitianas b y b, con dom b = dom b = dom 7,
b(&,m) =(T€,Tn), 'y

b(&,m) = (TE,Tn) + (€,n) .

Desde que b(&,&) = ||€]|> = ||€]|2 + || T€]|% es decir, es el cuadrado de la norma de la

grificade T, b es cerrada si, y solo si, 1" es cerrado. También se tiene que b > 1.

Note que b(¢,7) = b(&,n) + (£,1); esto fue una motivacién para la introduccién

del producto interno (£, 7).

Ejemplo 4.1.8. Sea 7" : dom 7" T H — H un operador hermitiano. Defina la forma

sesquilineal b* dado por
br(&,m) == (£, Tn), dom b’ :=domT.

bT es hermitiana y bT é acotada inferiormente si, y solamente si, 7" es acotado
inferiormente. Como b” es ficilmente extensible para cualquier ¢ € Hyn € dom T, bT
tiene una ventaja potencial sobre las formas presentadas en el Ejemplo 4.1.7 cuando se

busca extensiones del operator 7.

SiT :dom T C H — H es un operador hermitiano, la forma b" introducido en el

Ejemplo 4.1.8 es llamado forma sesquilineal generada por T'.
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Ejemplo 4.1.9. Sean # = L*(0,1) y dom b := {¢b € H'[0,1],4(0) = (1)}, considere
la forma cuadratica

1
b)) = /0 W/ (2)]2dz, W € dom b.

b es positiva y b es cerrada. En efecto, es claro que b > 0y desde que C§°(0,1) C dom b
y C5°(0, 1) es denso en L?(0, 1). Por lo tanto, b es densamente definida (hermitiana). Por
otro lado, sea {1, }nen C dom b, de forma que b(¢),, — 1) — 0 cuando n,m — ooy

¥, — 1 en ‘H, entonces

1 1
4 — ol 2 = / () — () Pz + / () — ()P = 0

cuando n, m — oo, es decir, que {1, e €s una secuencia de Cauchy en H'[0, 1], desde
que H'[0, 1] es completo existe un v € H![0, 1] tal que v, — v, luego por unicidad de
limite en L?[0, 1], v = ¢ y ¢/, — v’ en L?[0, 1]. Para cada s € [0, 1] aplicando desigualdad

de Holder se tiene

IN

| o) =@

< [ Wi - v
< ([ Wi - vwpar) "o

Por lo tanto,

lim [ ) (z)dz = /S v'(x)d. (IV.5)
0

Ahora, desde que ¢, — 1 en L?(0, 1], ¥, (s) — ¥(s) paratodo s € w C [0,1] con
|w€] = 0 (| - | denota la medida de Lebesgue), si s € w y asumiendo que 0 € w por el

Teorema Fundamental del calculo

n(s) = ¥ (0) + /0 O (x)dz, WneN,
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aplicando limite se tiene

Por lo tanto, ¢’ = v’ c.t.p. y ¢ € H[0,1]

Desde que ¢, € dom b por el Teorema Fundamental del cdlculo y aplicando limite

0= lim (¢,(1) — ¢,(0)) = lim i Y (z)dx :/0 V' (x)de,

n—oo n—o0

como v = 1 € H'(0, 1], también por el Teorema Fundamental de cdlculo se tiene

0 =9(1) = 4(0),

Por lo tanto, ¢ € dom by b es cerrada.

En el siguiente ejemplo se presenta una forma sesquilinear que no es cerrada.

Ejemplo 4.1.10. Sea dom b; = H'(R) C H = L*(R) y considere bs con la accién

b5(1/}7 ¢> = ¢(O>¢(0)7 1/}7 ¢ € dom bé‘

Esta forma es hermitiana y positiva, pero no es cerrada. En efecto, la secuencia 1, (z) =
e~ n e N estd contenido en dom by, bs(Vn, — ) = [ (0) — Y (0)]2 = [1 = 1> =0
para todo n,m € N (asi ¢, es un secuencia de Cauchy con respecto a bs) y converge a
cero en H. Sin embargo, bs(1,,) — 1y bs(0,0) = 0. Por lo tanto, una forma hermitiana

(acotada inferiormente) no necesariamente es cerrada.

Operadores asociados a formas cuadraticas

Como una motivacioén para esta seccion se observa lo siguiente. Dado un opera-
dor densamente definido 7, la forma sesquilineal b con dom b = dom T, 5({ ) =

(T€, Tn) + (£, n), satisface b(¢,€) > ||€]|%, V€ € dom b, y b es cerrado si, y solo si, T es
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cerrado. Ahora si ) € dom (7*7'), entonces

b(€,n) = (€, (T*T + 1)), Ve e domb

y sobre la base del Ejemplo 4.1.8 y La proposicién 4.1.3, se puede intentar vincular el
operador 7T*T'+ 1 a b. Con esta motivacién en mente, se tiene el principal teorema de este
trabao de investigacion, el cual asegura que las formas sesquilineales cerradas y acotadas

inferiormente estdn relacionados con los operadores autoadjuntos acotados inferiormente.

Sea b una forma sesquilineal hermitiana. El operador 7 asociado a b es definido

por

dom T, := {£{€domb:3Ce€H, talqueb(n, &) = (n,(), ¥n € dom b},

be = C, fEdome.

En estas condiciones, b(1, &) = (n, Tp¢), ¥n € dom b, V€ € dom Ty,. Observe que T} esta
bien definido desde que dom b C H. Ademads de eso, como b es hermitiana, entonces para

57 ne dom Tba

(n,Tu) = b(n, &) =b(&,m) = (£, Tn) = (Tin,§) .

Por lo tanto 7}, es simétrico. Ademds, en el caso de una forma sesquilineal b acotada, el

operador 7}, definido arriba coincide con el operador obtenido en la Proposicién 4.1.3.

El siguiente resultado es también conocido como una representacion de formas

sesquilineales.

Teorema 4.1.1. Sea dom b C H e b una forma sesquilineal hermitiana, cerraday acotada
inferiormente por 5 € R (es decir, b > [3). Entonces, el operador Ty, es el iinico operador

autoadjunto con dom Ty, C dom by de forma que

b(n,&) = (n, Tpy&), Vne domb, V¢ € dom T, (IV.6)
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Ademds, T, > 'y dom T, es denso en dom b con la norma || - || .

Demostracion. Defina Hy, := (dom b, || - ||4) el cual es un espacio de Hilbert por Lema

4.1.3. Como ya se observo, T; es simétrico y

<£7Tb§> = b(éag) 2 5”5”27 Vf € dom Tb C dom b,

es decir, T, > 3.

Antes de continuar con la demostracion, destacamos que, para cada n € H,;, tene-

mos la desigualdad ||]|2. = (b(n) — Blnll*) + |InlI* > |In|l>.

Para cada ¢ € H, defina el funcional lineal f,; : H;, — C dada por fs(n) := (¢, 7).

Observe que

[fo(ml = [{@:m) [ < [l Inll < llolllnlly, Vn e He.

Esto muestra que fy4 es acotada. Por el Teorema de Representacién de Riesz, existe ¢, €

‘H,, de forma que

fom) ={o.m) = (P, 1), , n € Hy,
y [1fll = lgnll+

Defina la aplicacion lineal M : ‘H — H,;, por M ¢ = ¢,. Inicialmente, observe que

1Mol = ligull+ = lfall < ll¢ll, Vo€,

el cual demuestra que M es acotado.

Si M¢ = 0, entonces (¢,n) = 0, Vn € H;. Como dom b es denso en H, se sigue
que ¢ = 0. Por lo tanto, M es invertible y para M~ : dom M~ = img M — H se
puede escribir M ~1¢, = ¢ (observe que img M~ = H).

Abhora, verificamos que el subespacio img M es denso en H. De fato, como img M C
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domby | -] <| |+, es suficiente demostrar que img M es denso en H,. Para esto to-

mamos 1) € H,;, de forma que (M¢,n), = 0, ¥ € H. de aqui se tiene que,

0= <M£7n>+ = <€ban>+ = <€777> g vg € H?

el cual implica que 7 = 0. Esto demuestra la densidad.

Por otro lado, M ~! esta directamente relacionado con Tj. De fato, se & € dom M !,

(N, M71&) = (0,8) = (0,&), = b(n, &)+ (L —6)(n.&), Vnedomb,

es decir,

b<n7£b) = <77; M_1§b> - (1 - ﬁ) <7]7£b> = <777 Q£b> ’ VTI € dom ba

donde Q := M~ — (1 — )1, dom Q = dom M~'. Asi que, & € dom Ty, y Tp&, = Q&
Se concluye que () C T;. Esa relacion también muestra que 7}, es densamente definido
(dom @ = img M C H). Por lo tanto, T} es hermitiano y consecuentemente, () también

lo es.

Notando que M~ = Q + (1 — 31, se observa que M ! es hermitiano. Ahora, para
n, ¢ € H,
<M¢> 77> = <¢b7 M_lnb> = <M_1¢b7 77b> = <¢a M77> )

esto muestra que M también es hermitiano; desde que M es acotada, efectivamente M
es autoadjunto. Por Lema 4.1.2 M~! es autoadjunto y por lo tanto @) es autoadjunto.
Finalmente, como () no posee extensiones hermitianas propias, se sigue que Q) =T,y T

es autoadjunto.

Para la unicidad, supongamos que S sea otro operador autoadjunto con dom S C
dom by
b(n,&) = (n,5¢) Vn € domb, V¢ € dom S.
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Por la definicion de 7}, , £ € dom T}, y T,¢ = SE. Asi que, S C Ty,. Como T'y S son

autoadjuntos se sigue que S = Tj,. [

El operador T}, del teorema anterior es llamado operador autoadjunto asociado a b.

Note que el Teorema 4.1.1 generaliza el resultado obtenida en la Proposicién 4.1.3

para formas sesquilineales acotadas.

A continuacion se estudia el caso en que una forma sesquilineal no es cerrada. Si
b > f3, el completamiento abstracto del espacio con producto interno (dom b, (-,-) ) es

denotado por (H,b.).

Considere un forma sesquilineal acotada inferiormente b > . b, definida anterior-
mente es compatible con ‘H si ‘H . puede ser identificado con un subespacio vectorial de

‘H y la inclusion (lineal) j : H — H es continuo.

Lema 4.1.4. Si b, es compatible con H, entonces la inclusion j : Hy — H puede ser

tomado como la inclusion j(§) = £,VE € Hy, con ||j]| < 1.

Demostracion. La inclusién natural j : (dom b, (-,-)) — H, j(£) = £ es lineal y satisface

€17 = 17(O1” < (£,€), = by (&), (IV.7)

y entonces es continuo con ||7|| < 1. Desde que b, es compatible con H, j tiene una tinica

extension lineal j : Hy — #, con [|j|| < 1.

Si & € H., existe una secuencia () C dom b con & — & en H, ; la desigualdad

(IV.7) implica que &, — £ en H. Asi,

0= klirgoj(fk —§) = ,}ifgoj(fk) —j(&)

= lim & —j(§) = € = j(©).

Por lo tanto, j(£) = £ y j es claramente inyectivo. O
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Ejemplo 4.1.11. Sea T : dom T’ C ‘H — H un operador lineal hermitiano y acotado
inferiormente con cota inferior 3 € R, es decir, T > 3. Considere la forma b’ generado

por 7', el producto interno

= (& (T =BL)n) +(&n), &nedomT,

denote por (K, b)) el completamiento de espacio con producto interno (dom 7', (-, -) ).
El objetivo ahora es demostrar que bi es compatible con H; consecuentemente b’ es

cerrable, es decir, b” tiene una extension cerrada.

La inclusién natural j : (dom 7', {-,-),) — H, j(£) = &, satisface

TN = lI€l* < NIEN* + (€, (T = B1)E) = (€.€), .

y entonces j es continuo con ||j]| < 1. As j tiene una tinica extensién lineal j : HT — H
y con ||5]| < 1.Sij(&) = 0, luego existe una sucesion (&) C (dom T, (-,-), ) con & — §

en 7—[1 y & = j(&) — 0 en H. En consecuencia, para cualquier € dom T,

bi(n, &) = Jim bi(n,j(&)) = Jim by (0, &)
= lim (n,&), = lm ({n, (T" = 51)&) + (1, &)

= lim ([T + (1 - B)LJn, &) = 0.

k—o0

Desde que dom T' C HT, sigue que £ = 0. Por lo tanto, ademds || j|| < 1, se encontré que
j es inyectivo y asf es posible considerar HZ como un subespacio vectorial de H, es decir,

b1 es compatible con H. Finalmente, por el Lema 4.1.4, j(§) = £ para todo £ € HY.

Teorema 4.1.2. Sea b una forma sesquilineal hermitiana con b > (3 para algiin € R,
denote por (H,.,b,.) el completamiento de (dom b, (-,-) ) y Ty el operador autoadjunto
asociado con b..

Si by es compatible con H, entonces existe un iinico operador autoadjunto T} :
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dom T C H, — H, con
b(n, &) = <77,Tb§> ., Vn e dom b, V¢ € domTy, N dom b.

Ademds, Ty, > B, dom T, = dom T, T, = Ty, — (1 = B)1, dom T, es denso en Hyy

., es llamado dominio de la forma de T,

Demostracion. Recuerde que

0, &), =bn,&) + (1 —B)(n,€), ¥n, &€ domb.

Asique (n,1), > |[n||*, ¥n € dom b, y desde que b, es compatible con H se sigue por
Lema4.1.4,
bi(n,n) = [lnl*, Vn € domb, =H,,

esto es b, > 1. Desde que b, es cerrada, por Teorema 4.1.1, existe un tnico operator

autoadjuto T;, con dominio denso en H, y

b+(777§) = <777Tb+£>7 vn S H+,£ € dom TbJr.

también se sigue que 7, > 1.

Ahora defina Tb =T, —(1-p)1, dom Tb = dom T}, , que también es autoadjunto

y T, > (. Enel casoen que € dom by & € dom b N dom Ty, , se tiene

(1. T0.&) = bs(1,6) = (0,€), =b(n,&) + (1= B) (n,€),

y asi

b(n,€) = (n. (T, — (1 = A1) = (0. Tig))
por tanto b(n, §) = <n, Tb§>, para todo 7 € dom b, para todo £ € dom Ty Ndom b. [

A continuacion la unicidad, Suponga que S:domS C H, — Hesun operador
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autoadjunto con
b(n, &) = <77,5’§> ., Vn e domb,V¢ € dom S N dom b.

Defina S := S + (1 — 3)1, note que si S # T} se y solamente si S # T}, .. La condicion

anterior sobre .S se puede escribir como

be(n.€) = (1, 5€) + (1= B) (n,€) = (1, 5¢).

para todo 7 € dom b, para todo £ € dom S N dom b. Desde que (H, b, ) es completo y

S es cerrado, junto con la continuidad del producto interno, se tiene
bi(n,&) = (n,S¢), VneH,, Ve domS,

sin embargo, por construccion, esto significa que § € dom T, ,y Ty § = S, es decir,
S C T, desde que ambos son autoadjuntos S = T, , asi S=T, y tal operator es tnico.
Desde que dom T} = dom 7, .» €l Teorema 4.1.1 implica inmediatamente que dom T, es

denso en H,.

Extension de Friedrichs

Dado T hermitiano, considere la forma generada por T', es decir, b (1, ) = (n, T€),
neé&edomT,siT > f3,setiene b7 (£,€) > f||€]|?, y es posible aplicar el Teorema

4.1.2 con el fin de obtener la llamada extension de Friedrichs de T'.

Teorema 4.1.3. [Extension de Friedrichs] Sea T" un operador hermitiano acotado infe-

riormente con T > 3, B € R, b” la forma generado por T, es decir
o' (n,&) = (0, T€), n,& € domb” =dom T,

y denote ('Hz, bi) como en el Ejemplo 4.1.11. Entonces el operador 'I' tiene una tinica
extension autoajunta Ty : dom Tr — H con dom Ty C HJTF Ademds, Tr > By 7—[1 es

dominio de la forma de Tk.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO ' Nacional del
i i Altiplano

Demostracion. Recuerde que (n,&), = b"(n,&) + (1 — ) (n,&), n,§ € dom T y su
completamiento es (H%,b1). De acuerdo con el Ejemplo 4.1.11 b% es compatible con
Hy bL(€,€) > €% para todo & € HE. Por Teorema 4.1.2 existe un tnico operador

autoadjunto
Tp = Tyr :=Tyr — (1= )1, dom Tr = dom Tyr C AT,

asi que

bT(U:f) =(n,Tr), V¥nedomT,& e domT Ndom Tk.

Desde que Tl& > 1 de aqui se tiene T» > (3. A continuacién se muestra que 7' C T,

note inicialmente que para 7, £ € dom 7T,

bi(n,6) = (n.&), = (0. [T + (1 - B)1]¢).

Por la continuidad de producto interno, densidad de dom 7" en ’HE y la continuidad

de la inclusion j : HL — H, se sigue que, para cada & € dom 7,

0L (n,€) = (n, [T + (1 = B)1)¢)

se cumple para todo 17 € HZ. Por lo tanto, por la definicién de dom sz, ¢ € dom sz y

Tyr& =TE + (1 — )1, muestra que
T¢ = Tyré — (1— B)E = Tyé, €edomT.

Por lo tanto, 7" C 1.
Para la unicidad de 7%, si S es un operador autoadjunto de forma que 7' C S'y
dom S C HZ, la demostracién anterior para T’ C Ty implica que S C T, desde que

ambos operadores son autoadjuntos, S = T. ]

Observacion 4.1.7. De acuerdo con el Teorema anterior se puede concluir, que dado un

operador 7' : dom 7" C ‘H — “H autoadjunto limitado inferiormente por /3 existe una
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unica forma sesquilinear by : dom by x dom by — C cerrada y acotada inferiormente

por /3, de forma que

bT(na g) = <7]7 T€> ) V77 € dom b7v£ € dom 7.

Ademads, dom T es denso en (dom br, || - ||1), recuerde que

I 1l = Vor(G, ) + @ =Bl - 1%

En efecto, la existencia sigue directamente del teorema anterior. Para la unicidad
suponga que existe otra forma sesquilinear b cerrada y acotada inferiormente por 3, de
forma que

b(¢,€) = (¢, T€), V¢ e domb, Ve e domT.

De aqui, se puede observar que

br(€,€) = b(£,€), VE € domT. (IV.8)

Para ( € dom b denote

1<l = /3G, + (1 = BICIE,

asi, dom T es denso en (dom b, || - ||;). Note que para todo 7 € dom by, ||7]| < [|nll+ y

para todo ¢ € dom b, ]| < [IC]l;-

Sin € dom by, desde que dom 7" es denso en (dom br, || - ||;) existe una sucesion
{& }nen de forma que ||&, — n||+ — 0 cuando n — oo, como &,,n € dom by entonces
&, — nenH cuando n — ooy br(&, — &) — oo cuando n, m — oo, luego desde que

&y — & € dom T para todo n, m € N por (IV.8) se tiene

B(fn - gm) = bT(fn - gm) - 07 cuando n,m — o0
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y &, — nenH, como b es cerrada i) € dom by b(¢, —n) — 0 cuando n — co. De aqui

se puede observar también que &, — 1 en (dom by, || - ||+) y (dom b, || - 1)y

an”-i- = H€n|l—T—’ neN,

aplicando limite a ambos lados se tiene

Inll+ = lInllz,

luego by (n) = b(n). Asi mostramos que dom by C dom by paran € dom by, bp(n) =

b(n), desde que la otra inclusion es andloga, concluimos que by es unico.

En la observacién anterior es importante notar que el dominio dom b es un subes-
pacio denso de un espacio de Hilbert H donde el operador 7" esta densamente definido;
se puede hacer esto debido a que por el Teorema 4.1.3 H% se puede identificar como

subepacio de H.

4.1.4. Ejemplos de aplicaciones

En esta seccidn se presentan algunas aplicaciones del Teorema 4.1.1. Recuerde que
por medio de la identidad de polarizacion, dado una forma cuadratica se puede recuperar
la forma sesquilineal, asi que para presentar ejemplos es suficiente considerar formas

cuadraticas.

Ejemplo 4.1.12. Sea dom b := H}[0, 1], considere la forma cuadratica

1
b(y) = / /(2)Pde, 4 € domb.

es claro que b es positiva. Se afirma que b es cerrada. En efecto dom b coincide con el
producto interno de H'(0, 1), entonces b es cerrada. Ahora, considere dom T := {¢ €
H2(0,1) : ¥(0) = (1) = 0}.y (TW)(z) = —¢"(z). Por identidad de polarizacién

tenemos

1
b(ib, 6) = /O @) (x)de, Yab, o € dom b,
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usando integracion por partes, se obtiene

1—
b 0) = Y(@)d ()]} - /0 S (2)da
= (U, T¢), Vi€ domb,Vop e domT.

Desde que 7" es autoadjunto (véase [5]), 1" es el operador autoadjunto asociado a b

En el siguiente ejemplo vamos usar el Teorema 4.1.1 para demostrar que un opera-

dor es autoadjunto.

Ejemplo 4.1.13. Considere dom T := {1 € H?(0,1) : 1(0) = ¢(1),¢'(1) = ¢'(0)} C
H = L?0,1]. y (T¥)(z) = —¢"(x). Se puede mostrar que T es autoadjunto, para este
fin considere dom b := {4 € H'[0,1],1(0) = ¢(1)} y la forma cuadratica en H

1
b(y) = / /(2)Pde, 4 € domb.

El Ejemplo 4.1.9 demuestra que b es positiva, hermitiana y cerrada, Denote por 7, el

operador autoadjunto asociado a b.

Se afirma que 1" = 71}, En efecto, por la Identidad de Polarizacion se tiene

1
by, ) = /0 ' (z)¢ (x)dz, Y, ¢ € dom b, (IV.9)

Si ¢ € dom T, por integracién por partes, se obtiene

b, d) = D(@)d @)l / 0 (@)de
= (Y, T¢), Vi € domb.

Por definicién de dom T3, ¢ € dom T, y Ty,¢p = T'¢ por lo tanto, T' C Tj,.

Por otro lado, si ¢ € dom T}, entonces existe T, = ¢ € H de forma que

(v, ¢) = (¢, ), V¢ €domb,
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por (IV.9) se tiene que

/0 W@ﬁ’(ﬂi)dx :/0 Wg@(az)dx, Vip € dom b,

desde que C§°(0, 1) C dom b aplicando una integracion por partes, se obtiene

~ /0 O (2)0(x) = /0 W(@)p(z)de Vi € C2(0,1),

por definicién de segunda derivada débil ¢” = —¢ luego T, = p = —¢”. Ahora desde
que ¢ € H'[0,1] y ¢ € H entonces ¢ € H?[0,1].

Recuerde que

/0 W(b/(x)dx:/o Wgo(:v)dx, Vi) € dom b,

usando integracion por partes, se obtiene

TR (@) |5 / P (x)dz = / @ e(x)dr, o € domb,

luego ¥ (1)¢'(1) — 1(0)¢'(0) = 0y como ¢ € dom b se sigue ¥(0)(¢'(1) — ¢/(0)) =0
desde que 1(0) es arbitrario ¢(1) = ¢(0). Entonces ¢ € dom T, T'¢p = —¢" = p = Tyo
y T, C T. Asi se concluye que T, = T'y como 7} es autoadjunto por lo tanto 7' es

autoadjunto.

Ejemplo 4.1.14. Sea dom b = H'(R") C L?(R"). Defina a forma sesquilineal b por

b(g, ) := /n(ng, Vy)ydz, ¢, € dom b.

V denota la gradiente de una funcién las coordenadas usuales de R". Desde que b(¢) =
V3 (ny> S€ puede observar que b es hermitiana y positiva. Sea {¢,,} C dom b una
secuencia de Cauchy con respecto a by ¢, — ¢ en L*(R™). Como H!(R") es un espacio

de Hilbert (cuya norma inducida por el correspondiente producto interno es ||¢||3,: &) =
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101172 (gny + IV OII72@ny)s se sigue que ¢ € HI(R™) y ¢, — ¢ en H!(R™). Por lo tanto,
b es cerrada y dom b es un subespacio con producto interno (¢, ), = b(¢, V) + (¢, 1)
el cual coincide con el producto interno de H'(R")). En estas condiciones, el Teore-
ma 4.1.1 garante que existe un tnico operador autoadjunto 7}, asociado a b, de forma
que a relacion (IV.6) es satisfecha. Por otro lado, sabemos que o operador T = —Aq),
dom T = H?(R"), es autoadjunto. Ademas, H?*(R™) C H!(R") y una integracion por

partes muestra que

b(o, ) = /n(qu, Vi)dr = (¢, —AY)p2gn, V¢ € dom b, Vb € dom T.

La unicidad del Teorema 4.1.1 implica que 7T, = 7'

Ejemplo 4.1.15. Sea (2 C R" un subconjuto abierto, considere las formas cuadraticas

actuando en L%(9).

¢ (1) ::/Q|w|2dx, je{D,N}, (IV.10)

con dominios dom ¢” = H}(Q) y dom ¢~ = H'(Q), respectivamente. en (IV.10), V
denota el gradiente de v en las coordenadas usuales de R™. Desde los espacios de Sobolev
Hi(Q) y H(Q2) son completos, en forma andloga al Ejemplo 4.1.14 se puede demostrar
que ¢’ es una forma cuadrdtica cerrada y positiva para j € {D, N}. El Teorema 4.1.1

garantiza que existe un unico operador autoadjunto —Agl asociado a ¢/ para j € {D, N}.

Los operadores AL y AY son llamados de Laplaciano de Dirichlet y Laplaciano
de Neumann en () respectivamente. La ventaja de definir estos operadores por medio de
formas es que se puede estudiar estos operadores a partir de la definicién de las formas
cuadraticas, se cita [2, 6, 9, 17] para mencionar algunos de los trabajos, donde se hace uso

de esta ventaja.

4.2. DISCUSION
La Observacion 4.1.7 es una contribucion al tema de investigacion planteada, si jun-

tamos esta observacion con el Teorema 4.1.1 se concluye que los operadores autoadjuntos
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acotados inferiormente estdn biunivocamente relacionados con las formas sesquilineales
hermitianas, cerradas y acotadas inferiormente. Asi podemos decir también que un ope-
rador autoadjunto 7' : dom 7' C ‘H — H acotado inferiormente posee una tnica forma

sesquilineal asociada br (acotada interiormente), tal que dom 7" C dom by y

br(n,T¢) = (n,TE), V&€ dom br,Vn € dom by.

Ademads, dom 7" es denso en (dom br, || - ||+ ).

Observacion 4.2.1. Existen muchas razones para considerar formas sesquilineales como
fuente de operadores. Usualmente las condiciones sobre el dominio de la forma son menos
restrictas que las condiciones del dominio de un operador. Esto se puede apreciar en los
Ejemplos 4.1.12,4.1.13,4.1.14 y 4.1.15; en estos ejemplos se observa que el las funciones
que estan en el dominio del operador tiene derivadas débiles de orden 2, mientras que las
funciones que estdn el dominio de la forma sesquilineal asociada tienen apenas derivada
débil de orden 1. Por otro lado, en el Ejemplo 4.1.13 las condiciones de frontera para las
funciones que estdn el dominio del operador son tanto sobre la funcién asi como en su
derivada, en cuando las condiciones de frontera para las funciones que estdn en el dominio

de la forma sesquilineal asociada es apenas sobre la funcién.
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CONCLUSIONES

Al terminar esta investigacion, se llegé a las siguientes conclusiones

Primera Conclusion: Existe una relacion biunivoca entre operadores autoadjun-
tos limitados inferiormente y formas sesquilineales hermitianas, cerradas limitadas

infereiormente.

Segunda Conclusion: Los operadores se pueden estudiar por medio de formas ses-
quilineales; por ejemplo el Teorema de Friedrichs garantiza de la existencia de un

unica extension de autoadjunta de un operador hermitiano limitado inferiormente.

Tercera Conclusion: Existen muchas ventajas en el estudio de operadores cuando

se estudian por medio de formas; véase por ejemplo Observacion 4.2.1.

Cuarta Conclusion: Se puede aplicar la relacién existente entre formas sesquili-
neales y operadores autodjuntos para demostrar que ciertos operadores son autoad-

juntos.
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RECOMENDACIONES

= Se recomienda considerar la relacién existente entre formas y operadores para es-

tudiar la convergencia de operadores autoajuntos en el sentido de resolventes.

= Se recomienda considerar el operador Laplaciano de Dirichlet o Neumann definido

por medio de formas para estudiar su espectro

= Se recomienda considerar el operador Laplaciano de Dirichlet o Neumann restricto

en tubos de R? por medio de formas para estudiar y comprender su espectro.
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